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Introduc¢ao ao Processamento
Estatistico de Sinais (V1.0)

Muitos sinais reais nem sdo peridédicos, nem tém ener-
gia finita, e por isso ndo possuem transformadas Z ou de
Fourier. Outros sinais tém processos de génese tdo com-
plexos que é impossivel descrevé-los adequadamente por
modelos deterministicos. Em suma, muitos sinais apresen-
tam uma componente estatistica, aleatéria ou estocdstica as-
sociada a incerteza dos valores que podem tomar.

A chave para a sua modelacdo matematica é a descri¢ao
estatistica em termos de “médias”. Adicionalmente, em
muitos casos, as suas propriedades mais importantes po-
dem ser reveladas por sequéncias de energia finita, obtidas
a partir do sinal (ou sinais) original, denominadas correlagio
e covaridncia que, frequentemente, possuem transformadas
Z ou de Fourier finitas. Estas sequéncias relacionam-se com
o0 espectro de frequéncias do sinal.

O uso da covaridncia e da sua transformada de
Fourier tem a vantagem de proporcionar uma descri¢gdo
matematica concisa do processamento de um sinal de ener-
gia infinita por um sistema linear discreto.

Em suma, os mencionados sinais de energia infinita sdo
estudados como processos estocasticos (PEs) e caracteriza-
dos por um conjunto de fungdes de densidade ou fungdes de
distribuigdo de probabilidade localizadas (no mesmo PE e/ou
instante de tempo) ou cruzadas (entre PEs e/ou instantes
de tempo distintos).

Objectivos da aula pratica

Nesta aula pretende-se exercitar alguns comandos do
Scilab que permitem estudar sinais (ou processos) estocas-
ticos. Inclui-se a estimacdo espectral e a modelagado de pro-
cessos estocasticos. Incide-se em técnicas de modelacéo li-
gadas ao modelo de Box-Jenkins de ordem p, denominado
AR(p). O Scilab possui fungdes dedicadas a estas tarefas;
na parte final deste documento sdo apresentadas algumas.

Correlacio e covaridncia

Para processos estocasticos genéricos!, {x,} e {y,}, a cor-
relacdo (e estimativa) é definida por
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(onde (k) indexa as realiza¢gdes do PE) e a covaridncia (e
estimativa) é definida por

xy[nm] = E{(xn — mxn)(Ym — mym)}

!Daqui em diante, as sequéncias correspondem a uma realizagio de um
processo estocéstico, pelo que “sequéncia” e “processo estocdstico” serdo,
de certo modo, sinénimos.
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onde ¥, = N~y x©[n] e gy = N1 W y®) [m] sdo
as médias pontuais (estimadas). Quando {x,} é o mesmo
que {y»}, i.e. para um mesmo PE, aquelas quantidades sédo
denominadas auto-correlagio e auto-covaridncia, respectiva-
mente. Quando as médias ¥, e ¥/, sdo ambas zero, a cor-
relacdo e a covaridncia sdo idénticas. Note que para PEs
gerais ¢ e 7y sdo sequéncias bidimensionais.

Para processos estocdsticos estaciondrios (onde as estatis-
ticas pontuais ndo variam com 7 e as estatisticas cruzadas
s6 dependem da separagdo m) e ergddicos (onde as estatis-
ticas no tempo sdo iguais as estatisticas nas realizagdes),
com as? sequéncias x[n] e y[n] centradas em n = 0 e de
dimensao finita 2K + 1, teremos as seguintes aproximagoes
da média, da correlacdo e da covaridncia dessa sequéncia
(a estacionariedade garante a invariancia com o tempo )
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onde ¢y, [m] é a estimativa da correlagdo e yyy[m] é a esti-
mativa da covaridncia, param = 0,1,2, - - -.

Assim, com a estacionariedade a correlagdo e a covarian-
cia tornaram-se sequéncias unidimensionais.

Note que nos anteriores somatérios ndo houve a preocu-
pagdo de garantir que n + m ndo extravasa as dimensdes
do vector de amostras, y[n]; na aplicagdo real das apro-
ximagoes esse aspecto ndo pode ser descurado (veja a eq.
(8)). As anteriores expressdes prevéem o tratamento de pro-
cessos estocdsticos no espago complexo, ao conjugar (com
"*") o factor y*[n].

As equagoes (1), (2) e (3) oferecem-nos estimativas. A
obtencdo de estimativas da média, variancia e da covarian-
cia é um problema de estatistica.

Estimativas da estatistica de processos estocasticos

Em geral, um processo estocdstico {x,} (neste caso, uma
sequéncia discreta corresponderd a uma possivel realiza-
¢do desse PE) tem um nimero infinito de possiveis realiza-
¢des. Se for estaciondrio, as propriedades estatisticas das
varidveis aleatodrias x, (a varidvel aleatéria (VA) associada
ao instante 1) ndo variam com n. Se for ergédico, essas pro-
priedades estatisticas podem ser inferidas (ou estimadas) a
partir de uma amostra finita retirada de uma iinica realizagdo
do processo.

2A adaptacéo das expressdes (1,2,3) para serem aplicadas a sequéncias
indexadas comn = 0,1,2,---,N — 1 é trivial.



Assim, num PE ergédico as estimativas da estatistica da
VA x, ndo necessitam de mais do que uma realiza¢do do
processo.

As estimativas que tém a maior probabilidade de “estar
certas” sdo denominadas, em Estatistica, estimativas de mdx-
ima verosimilhanca. No caso da média e da varidncia de pro-
cessos aleatdrios Gaussianos, elas sdo:
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e sdo estimativas consistentes, pois convergem para as ver-
dadeiras média e varidncia quando N — oo.

Considere agora um processo estocdstico estaciondrio
real {x,} que, por conveniéncia, supomos ter média nula
(mx = 0), o que implica auto-covaridncia igual & auto-
correlagdo. Um estimador da auto-covaridncia é (para
[m| < N)

N—|m|-1
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Esta estimativa é de maxima verosimilhanca se a sequéncia
x[n] x[n 4+ m] for Gaussiana.

Um outro estimador alternativo é
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Cada um destes estimadores apresenta problemas rela-
tivamente a variancia das estimativas quando |m| — N,
pois proximo deste limite hd poucos pontos para calcular
a média de x[n] x[n + m]. Na prética, é sugerido o uso de
cxx[m] que “atenua” a ponderagdo dos valores afastados.
De facto, este é o estimador utilizado na fung¢éo corr () do

Scilab. Veja a eq. (8).

O espectro de poténcia e o periodograma

Se T'yx(z) for a transformada Z da auto-covariancia . [m]
de {x,}, o espectro de poténcia (ou somente espectro),
Pyx(w), de {x,} é definido por

Pex(w) = Ty (e/)

ou seja, o espectro é a resposta na frequéncia da auto-
covaridncia. Na prética usa-se a sua estimativa calculada
a partir da sequéncia x[n] retirada de uma realiza¢do do
PE {x,}. Infelizmente, as transformadas de Fourier dos
estimadores da covaridncia nas eqs. (4) e (5) ndo sdo es-
timadores consistentes, pois a variancia do espectro assim
estimado ndo tende para zero quando N aumenta. No
entanto, se for feito o alisamento (smoothing) das transfor-
madas obtém-se boas estimativas do espectro de poténcia.

Seja x[n] uma sequéncia real finita, com transformada de
Fourier X (e/“) = YN 1 x[n]e /“", e seja
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In(w) = Cxx[m]

a transformada de Fourier do respectivo estimador ¢y [m].
Ao estimador espectral Iy (w) chama-se o periodograma e
pode mostrar-se que

(@) = X

Este estimador do espectro ndo é consistente (diz-se que
é enviesado). Por sua vez, a transformada de Fourier de
chelm], Pn(w) = Zﬁ;i(Nil) Clp[m]e774™M, também é um
estimador enviesado do espectro. A razdo, em ambos os
casos, deve-se a que a varidncia do perfodograma aumenta
com N e, assim, as oscila¢des no espectro aumentam a me-
dida que mais termos de ¢, [m] (com |m| — N) sdo usa-
dos na Tr. de Fourier. Como ja tinhamos avisado, Iy (w) e
Pn(w) ndo sdo bons estimadores do espectro.

Estimadores espectrais por alisamento

A redugdo da variancia dos estimadores pode ser feita de
vérias formas.

Uma delas, atribuida a Bartlett, consiste em fatiar a se-
quéncia x[n], de dimensdo N, em K segmentos de dimensdo
M (i.e.,, N = KM), criando assim K sub-sequéncias x (/) [n]
de dimensdo M, calcular de seguida os correspondentes
K periodogramas, I 1(\2) (w), e obter um estimador espectral
pela média destes:

1S 0
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Uma outra abordagem consiste em convolver o
periodograma com uma janela espectral W(e/*) apro-
priada para conseguir o alisamento. O periodograma
alisado, Syx(w), sera dado por

1 T .
Se(w) = 5 / In(8) W(e@=0)) dp
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Sendo dada a janela no tempo w[m] =
(1/2m) [T, W(el?)el“"dw, com largura 2M — 1, ter-
se-4 (invocando a dualidade convolu¢do na frequén-
cia/produto no tempo):
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Syx(w) = Cxx [m] w[m]

As janelas w[m] utilizadas com esta técnica sdo habitual-
mente a triangular, de Bartlett, de Hamming ou de Han-
ning, mas estas duas tltimas podem conduzir a estimativas
negativas (obviamente erradas) no espectro de poténcia.

Para terminar, acrescenta-se apenas que a FFT é utilizada
para calcular muitos destes estimadores, permitindo assim
diminuir o tempo do seu célculo, como ja acontecia no caso
da convolugdo e dos filtros FIR.



Trabalho pratico

Apbs ter lido esta introducdo, onde se terd apercebido de
que o problema da estimacdo espectral ndo é trivial, ex-
perimente varias estimativas espectrais para diversos sinais
e com comandos do Scilab apropriados (veja a sua lista
no final.) Concretamente, compare as transformadas de
Fourier dos sinais, efectuadas com a FFT, com a transfor-
mada de Fourier da autocovaridncia e com os comandos-
estimadores do Scilab. Use N < 1000, dependendo
dos casos, some sinais deterministicos (sinuséides, ondas
quadradas, etc...) com ruido Gaussiano ou uniforme, e ob-
serve os respectivos espectros.

Modela¢ao Box-Jenkins

Muitos modelos préticos de sistemas ou sinais estocésticos
usam a metodologia introduzida por G. Box e G. Jenkins
(B]) para modelar as séries temporais correspondentes as
respectivas realizacdes.

O modelo B] mais popular é o modelo ARMA(p,q), com
p polos e q zeros, com p + g + 1 parametros (0s ay e os by) e
cuja fungdo de transferéncia H(z) é:

Db
Alz) 1+ Pz k

(6)

ARMA ¢ a sigla de Auto Regressive Moving Average. In-
troduzindo na entrada de H(z) ruido branco Gaussiano,
x[n] = w[n] = Wj, e tendo em conta as propriedades do
processo estocastico Y;, gerado na saida, é possivel mode-
lar muitos fenémenos e sistemas estocdsticos.

O modelo no tempo do tipo ARMA(p,q), equivalente a
eq. (6), é a equagdo as diferengas com ruido branco, w(n],
na entrada e saida y[n]

vl = - ki byl — K+ Y bl —K 4 en ()
=1

k=0

O termo €, é um residuo, ou “ruido do modelo”.

Uma especializacdo do anterior modelo é o modelo
Auto-Regressivo de ordem p, AR(p), que tem as seguintes
representa¢des no tempo e na frequéncia:
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O modelo de Média Mével MA(g) tem g zeros “interes-
santes” e g pdlos na origem, independentemente do valor
dos by (logo é sempre estdvel) e tem as seguintes represen-
tagdes no tempo e na frequéncia:

yin] = Y beawn — K + e
k=0

Y(z) Y _
W) — B(z) _k;obkz k

Por comparagdo com a defini¢do da resposta impulsiva de
um SLIT, h[n], é imediato concluir que

hin] = {bx}

A resposta impulsiva do modelo AR(p) é, em geral, de di-
mensao infinita. Por isso, um modelo AR(p) pode ser sem-
pre substituido por um modelo MA(c0).

Na aplicagdo pratica da modelagao BJ, o caso mais co-
mum corresponde ao modelo auto-regressivo AR(p). Em
geral, a ordem p necessdria para modelar uma dada série é
bastante menor que a ordem g, associada ao modelo MA(q),
se este fosse o escolhido para a modelagéo.

Nesta aula prética iremos apostar precisamente nos mo-
delos AR(p) pois estes, embora menos gerais do que os
modelos ARMA(p,q), permitem ilustrar integralmente a
metodologia deste tipo de modelacéo.

Hpa(z) =

Equacoes de Yule-Walker no modelo AR(p)

O processo mais utilizado para calcular os parametros a;
do modelo AR(p) que melhor descrevem uma determi-
nada série temporal é a resolugdo das equagdes de Yule-
Walker® (YW) que usam a estimativa da autocovarian-
cia/autocorrelagdo calculada para a série. No caso do mo-
delo AR(p), e presumindo que by = h[0] é uma dada cons-
tante, as equagdes de YW sdo:

[ Ty[o} ry[*l] Vy[*P] 1 o252
. x~0
ry[1] ry[0] ry[—1] ay 0
. . . ap _ 0
il nlp 1) N ’

onde r,[k] designa o estimador c,y[k]. Quando a série ¢ real,
a covaridncia é uma sequéncia par, i.e., ry[k] = r,[—k]|, Vk.

Se removermos a primeira equacdo do sistema, o termo
U,%b% desaparece (de facto, é somente uma constante mul-
tiplicativa) e torna-se claro que a partir de um vector de
covaridncias de dimensdo p + 1 se obtém os p coeficientes
ax do modelo AR(p). O sistema reduzido sera:

Ty [0] Ty[*l}

I —ry[1]
rl] 0] : I
Lyl 1] rylp—2) ry[0] ay ~1y[p]
ou, atendendo a simetria da covariancia:
ry[0] ry[1] rylp =1 m —ry1]
ry[1] ry[0] : I I Bt 2]
L ry[p.f 1] ry [p.f 2] ry.[O] ap —ry[p]

3Podem usar-se também as equacdes de Yule-Walker com modelos
mais gerais ARMA(p, q).



Esta é uma matriz de Toeplitz e, por esta razdo, o sistema
pode ser resolvido eficientemente pelo algoritmo de Levinson
ou outros aparentados.

“Detrending” (remocao de tendéncias)

Muitas vezes, em aplicagdes praticas, os processos estocas-
ticos nédo sdo estaciondrios. Um exemplo comum esta li-
gado a fenémenos sazonais (e.g. a temperatura do ar, a
quantidade de vendas de gelados, etc...) ou, por exemplo,
no caso das vendas, a associacdo com a intensidade das
campanhas de publicidade. No entanto, a modelacdo BJ
assume ruido branco na entrada do sistema, um processo
estocdstico estaciondrio.

Para mitigar o problema de forma a ser possivel recor-
rer a metodologia B] mesmo em casos ndo estacionarios,
aplica-se detrending a série temporal, ou seja, retira-se-lhe a
“tendéncia”. Isto corresponde, grosso modo, a remover a
sua componente deterministica. Se este passo for bem exe-
cutado, o processo estocastico ficard (quase) estaciondrio,
pelo menos no que respeita 8 média e, assim, em condi¢oes
de poder ser correctamente modelado por um processo
AR(p) (ou por outro modelo ARMA).

O Scilab tem a funcdo detrend() para remover tendén-
cias dos tipos linear ou linear por trogos. Outras tendén-
cias, cuja forma geral seja conhecida (e. g., sinusoidais ou
exponenciais), poderdo ser removidas por aproximacao (fit-
ting) usando técnicas de minimos quadrados, por exemplo;
a funcdo leastsq() pode ser usada nestes casos.

Trabalho pratico

Crie processos estocdsticos estaciondrios Gaussianos e uni-
formes para aplicar nas entradas dos modelos. Crie outros
com tendéncias (e.g. do tipo linear, exponencial ou sinu-
soidal) adicionadas. Especifique alguns modelos AR(p),
com um valor razoavel de p (digamos 3 ou 4, para ndo
exagerar, e tenha cuidado com a localizagdo dos pélos para
obter modelos estdveis) e use-os para filtrar os processos de
entrada. Observe as respostas na frequéncia, i.e. os espec-
tros, dos varios processos que vai criando. Usando a fungao
lev() do Scilab estime os parametros dos filtros que criou
e avalie a justeza dos resultados. Faca experiéncias com e
sem detrending, verificando que se ndo aplicar este passo de
processamento prévio obtém resultados errados (i.e., ndo
calcula os coeficientes correctos dos filtros).

Resolva explicitamente as equagdes de Yule-Walker para
um exemplo e confirme os resultados obtidos com 1ev ().

Func¢des Scilab relacionadas com estimacgao es-
pectral e modelacio ARMA(p,q)

O Scilab dispde de fung¢des dedicadas a estimacdo espec-
tral e a modelagdo Box-Jenkins. Apresenta-se um breve
sumadrio das mais importantes, deixando os detalhes da sua

utilizagdo para a consulta do help da ferramenta. Recorde

que a fun¢do corr () narealidade calcula a covaridncia e ndo
a correlagédo.

e [cov,Mean]=corr(x, [y],nlags) or
[cov,Mean]=corr (’fft’,xmacro, [ymacro] ,n,sect):
computes (or better, estimates) the covariance between
x[n] and y[n], given by

1 N—m B B
Pxy[m] = Y {xlk] = xH{ylm+K -5} 8
k=1
for m = 0,1,---,nlags — 1 and two vectors with
size N (starting at n = 1, as usual). The short

form, [cov,Mean]=corr(x, [y],nlags), returns the
first nlags correlation coefficients and Mean = mean(x)
(mean of [x,y] if y is an argument). The sequence x
(resp. y) is assumed real, and x and y are of the same
dimension N.

e [sm,cwp]=pspect (sec_step,sec_leng,wtype,X,y,
wpar) : cross-spectral estimate between x and y if both
are given, and auto-spectral estimate of x otherwise.
The spectral estimate is obtained using the modified
periodogram method. Some of these parameters are
optional.

e [sm,cwp]l=cspect(nlags,ntp,wtype,x,y,wpar):
spectral estimation using the correlation method.
Cross-spectral estimate of x and vy is calculated when
both x and y are given. Auto-spectral estimate of x is
calculated if y is not given.

e ar=lev(r): solve the Yule-Walker equations using
Levinson’s algorithm. r is the vector with correla-
tion/covariance coefficients, and ar is the vector with
the AR(p) model parameters. The size of r is N, =
p + 1, that is, giving a certain length, N;, of the covari-
ance vector, we get an AR(N, — 1) model in ar.

e y=detrend(x): this function removes the constant,
linear, or piecewise linear trend from a vector x. In
general this can be useful before Fourier analysis. If
x is a matrix, this function removes the trend column-
wise.

e [fopt, [xopt, [grdopt]]]=leastsq(fun,x0) or
[fopt, [xopt, [grdopt]]]=leastsq(fun,dfun,x0):
solves non-linear least squares problems. Tries to
minimize f(x) = ||fun(x)||? = ¥, fun?(x) which is
the sum of the squares of the components of fun().
Bound constraints may be imposed on x. The user
must define fun(x).



