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Crescimento continuo

Objectivos:

1. Distinguir reprodutores sazonais de continuos.

2. Reconhecer o crescimento exponencial.

3. Compreender a taxa instantanea de crescimento (r) em reprodutores continuos e a forma como esta
determinam o futuro da populagéo.

5. Compreender as consequéncias de crescimento independente da densidade (ndo-regulado)

6. Saber utilizar as equagdes do crescimento sem regulagdo para projectar o futuro da populacdo

7. Adquirir a nogéo de modelo biomatematico, saber distinguir modelos discretos de continuos,
varidvel de pardmetro.

8. Reconhecer a necessidade de mecanismos de regulagdo do crescimento populacional e identificar
grandes grupos destes mecanimos.

9. Compreender 0s seguintes conceitos elementares em ecologia tedrica: regulacdo populacional
dependente-da-densidade, carrying capacity (K), equilibrio ndo-trivial, equilibrio estavel.

10. Compreender os pressupostos e a dedugéo do crescimento de tipo logistico.

11. Compreender as consequéncias da introducdo do efeito de Allee no modelo logistico.

Sumario:

Factores de regulacéo da densidade populacional (=autoregulacao), incluindo competicdo intraespecifica.
Conceitos de equilibrio, estabilidade, carrying capacity (K). Deducdo da equacdo logistica dos
reprodutores continuos. Discussdo da geometria da equagdo. Crescimento per capita. Exemplos de
crescimento desregulado. Medidas de variacdo populacional. Reprodutores sazonais e continuos.
Definicéo de taxas de sobrevivéncia, mortalidade e natalidade, em reprodutores continuos. Conceito de
variacdo instanténea e sua representacdo matematica. Taxa instantanea de crescimento (r). Crescimento
exponencial. Consequéncias do crescimento ndo-regulado.
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Texto principal®

Em dindmica populacional, é conveniente efectuar uma distincdo entre as espécies cuja
reproducdo ocorre numa época relativamente restrita do ano, 0os chamados reprodutores sazonais, e as
espécies em que a reproducdo ocorre de forma continua ao longo do ano, os reprodutores continuos
(Figura 2.1). A grande maioria das populacBes ndo-humanas sdo reprodutores sazonais, enguanto as
populagdes humanas constituem um exemplo tipico de reprodutores continuos.

NUm nascimentos

Tempo —» Tempo —»

Figura 2.1 Imagem estereotipada do ndmero de nascimentos ao longo do tempo numa populacdo de
reprodutores sazonais (esquerda) e de reprodutores continuos (direita).

2.1 Reprodutores sazonais

Nos reprodutores sazonais, em que 0s nascimentos ocorrem por impulsos, a forma mais natural
de estudar a dindmica da populacdo consiste em considerar a variacdo do namero total de individuos
imediatamente depois, ou imediatamente antes (0 que for mais conveniente), da época de reproducao.
Estas duas situagdes designar-se-d0 por, respectivamente, por pés-reprodugdo e pré-reproducdo. O
namero total de individuos no instante t, que se representa por N;, € observado em instantes sucessivos
(t=0, 1, 2,...), os quais assinalam as sucessivas épocas de reproducdo. O tempo é quantificado em
multiplos dum intervalo de tempo bésico, At, decorrido entre duas épocas de reproducdo consecutivas
(Fig. 2.2). Em geral, At é um ano, mas podera também ser um més, semana, ou o que for apropriado.

A numeracao de figuras, equac0es, tabelas, etc. neste texto ndo é continua, uma vez que o texto foi extraido de
um outro mais vasto. O texto presente parece-me contudo auto-suficiente. Em caso de discordancia, p.f.
notifiquem-me (mcgomes@fc.ul.pt) identificando a pagina/paragrafo onde pareca faltar informacgdo necessaria a
compreens&o.
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Epocas de reproducio

VA N

. No N N

At
Figura 2.2. O nimero de individuos da populagdo (N;) é observado em situagdo pds-reproducdo, nos
instantes sucessivos t=0, 1, 2, ... separados pelo intervalo At.

Suponhamos que a abundancia duma populago de reprodutores sazonais é recenseada” em duas
épocas sucessivas t e t+At, separadas por At. Sejam N; € N, 0S respectivos numeros de individuos
nestas duas épocas. A varia¢do ocorrida no nimero de individuos pode ser medida de, pelo menos, trés
formas distintas. A variag¢do absoluta do nimero de individuos, simbolicamente AN, define-se como
AN= Nu-N:. Note-se que AN é negativo, nulo ou positivo, conforme a populacéo durante At, em média,
tenha diminuido, ndo variado, ou aumentado. Dentro do intervalo At, a variagdo provavelmente néo foi
sempre igual. Para obter a variacdo média do nimero de individuos durante At, a chamada variagéo por
unidade de tempo, divide-se AN pelo tempo durante o qual se produziu esta variagcdo. Assim, a
guantidade,

AN

At
designa-se por variacdo média do nimero de individuos e a equacéo [2.1] indica como é que ela pode
ser medida. Para mais facilmente avaliar se a variacdo ocorrida foi grande ou pequena, € habitual definir
a variacao relativamente a um certo valor fixo da variavel N. Assim, a variacdo média relativa durante
0 intervalo At define-se como sendo:

[2.1]

18

N at [2.2]

Sendo N; o valor de N tomado para referéncia. Frequentemente, N; é o proprio N;, a abundancia da
populacdo no inicio de At. Neste caso, a variacdo média relativa é vulgarmente designada por
percentagem de variacdo. As unidades da variagdo relativa sdo individuos por individuo por unidade de
tempo ou, simplesmente, tempo™.

2 Recenseamento é sinonimo de census. Significa que absolutamente todos os individuos da populagdo foram
contabilizados. Néo deve ser confundido com sondagem, na qual é tomada uma amostra da populagdo, a partir
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2.2 Reprodutores continuos

Nas populagdes de reprodutores continuos, como é o caso da populagdo humana, ndo ha épocas
de reproducdo delimitadas: os nascimentos podem ocorrer em qualquer altura do ano (Fig. 2.5). Se a
populacdo for bastante grande, o mais provavel é que ocorram nascimentos e mortos em qualquer
instante de tempo, quer dizer, a populacdo estd continuamente a variar. O estudo do crescimento da
populacdo, delimitando intervalos de tempo At como se fez nos reprodutores sazonais, €, neste caso, um
procedimento arbitrario e pouco natural. O que faz sentido biolégico é utilizar medidas de sobrevivéncia
(ou de mortalidade) e de natalidade, que ndo se refiram a um intervalo discreto particular, mas sim a um
instante de tempo. E assim que nasce a ideia de trabalhar com taxas instantaneas. Vejamos em seguida
como é que se pode formalizar esta ideia em termos exactos.

@ Femininos

10000 O Masculinos

8000 ~

6000 -

4000 ~

2000 ~

Number de nados-vivos

o T T T T T T T T T T T
Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

meses

Figura 2.5. Numero de nados-vivos (isto é, recém-nascidos que vivem pelo menos 24h independentes da
mae) masculinos e femininos, em Portugal, por més, durante o ano de 1994 (INE, 1994)

Se N varia continuamente, a realidade ¢ melhor representada se se pensar no que acontece num
instante de tempo, quer dizer, num intervalo de tempo muito pequeno, infinitamente pequeno. Examine-
se entdo 0 que se passa com a equacdo [2.1] quando At—0 (onde — se Ié “tende para”). A equagdo toma
a forma de uma variacdo instantdnea do numero de individuos. Note-se que isto é exactamente o
conceito de derivada do nimero de individuos em ordem ao tempo. Por outras palavras,

. AN dN
LImAt_)OE:E [211]

da qual é estimada a abundancia total da populag&o.
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quantidade esta que se designa por variacdo instantanea do numero de individuos. Ao contrario da
variacdo média (eg. [2.1]), a taxa instantanea é uma abstraccdo matematica que tem de ser calculada a
partir de uma regra; na pratica ndo pode ser medida rigorosamente. Contudo, ao contrario da variagdo
média, que so é valida para um intervalo de tempo como um todo, a variagdo instantdnea pode ser
calculada para qualquer instante t. Uma propriedade importante das varia¢fes instantaneas é que o efeito
conjunto de dois ou mais factores capazes de provocar variacdo em N, pode ser tido em conta muito
facilmente, bastando para isso adiciona-los (cf. eq. [2.12]). Note-se também que a variacdo instantanea é
expressa em individuos por unidade de tempo (as mesmas unidades de [2.1]).

Num determinado instante de tempo, a varia¢do instantanea de N é, evidentemente, igual a
diferenca entre a variacao instantanea do nimero de nascimentos (By) e do nimero de mortos (D) que
ocorrem nesse mesmo instante (assumindo que ndo ha migracéo):

dN
5 -8 D [2.12]

A equagdo [2.12] tem uma varidvel dependente, N, e uma variavel independente, o tempo t . Na
mesma equacao, esta representada a derivada da variavel dependente em ordem a dependente (dN/dt).
Uma equacdo com estas caracteristicas designa-se por equacdo diferencial, o instrumento matematico
apropriado para lidar com variacdes instantaneas.

Mas tanto o nimero de nascimentos como o de mortos devem ser, eles proprios, proporcionais a
dimensdo da populacdo no instante de tempo t, isto € Nt. A forma mais simples de conceber esta relacéo
de proporcionalidade é,

Bi= Nb e Di=Nd

sendo b e d as constantes de proporcionalidade que se designam, respectivamente, por taxas
instanténeas de natalidade e de mortalidade da populagéo. A sua definicdo €, respectivamente,

b= Bt/ Nt e d= Dt/ Nt [213]

Estas defini¢des das taxas vitais correspondem as defini¢des ja dadas anteriormente a propésito
de populagBes de reprodutores sazonais, mas aqui ndo faz sentido distinguir a situacdo do recenseamento
relativamente a uma (inexistente) época de reproducdo. As taxas aqui referem-se a instantes de tempo e
designam-se por isso taxas instantaneas.

Em vez de trabalhar directamente com os ndmeros absolutos de nascimentos e mortos, €
preferivel trabalhar directamente com N; e as respectivas taxas. Substituindo [2.13] em [2.12], obtém-se,
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?j—':lz(b—d)Nt [2.14]

E costume representar o balanco entre as taxas de natalidade e mortalidade pela letra r:
r=b—d [2.15]

Esta taxa tem tido varias designacdes ao longo da histéria. Os autores mais inclinados para as
ciéncias sociais, designam r por parametro Malthusiano (em 1798 o economista Thomas Malthus
utilizou a equacdo [2.14] para descrever o crescimento da populacdo humana). Em ecologia, é mais
frequente encontrar 0s termos taxa intrinseca de crescimento, taxa especifica de crescimento, ou taxa
instantanea de crescimento para designar r.

A equacdo [2.14] mostra que a variacdo instantdnea da populacdo (dN/dt) é directamente
proporcional a sua propria dimensao (N) e o coeficiente de proporcionalidade é r. Se, em dado instante t,
r for positivo, isto &, se a taxa instantanea de natalidade superar a de mortalidade (eq. [2.15]), a variacdo
da populacéo é positiva (dN/dt > 0) — i.e., nesse instante a populagdo cresce. Mas se b<d, entdo r<0 e,
nesse instante, a populacéo decresce, pois dN/dt < 0.

Admita-se agora que a taxa instantanea r permanece constante durante um intervalo de tempo
At. Para que isso aconteca, basta que B; e D; sejam sempre uma propor¢do constante de N, nesse
intervalo, pois assim b e d serdo também constantes. Se assim for, como é que cresce uma populagao
cuja variacdo instantanea se define por [2.14] ? Por outras palavras, qual o valor de N ao fim do tal
intervalo de tempo ? Para responder, € necessario obter primeiro a chamada solucdo da equacdo
diferencial [2.14]. Esta solucdo permite escrever a variavel dependente, N, como uma funcéo explicita da
variavel independente t. A solucéo permite calcular o nimero de individuos na populagéo ao fim de
qualquer intervalo de tempo At. A solucdo obtém-se integrando a equacao diferencial,

dN

—=1N, [2.16]
dt

entre o instante inicial t e o instante final t+At. Esta equacdo tem variaveis separaveis e a sua solucao é

de facil obtencdo. Separam-se as variaveis e integra-se:

j:md—N: r.[:mdt donde Ln N

N - LnN, =rAt

t+At

deslogaritmizando obtém-se,
N, =Ne™ [2.17]
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sendo N; a grandeza da populacdo no inicio da contagem do tempo e N, a sua grandeza decorrido o
intervalo At. Se se souber quantos individuos estavam presentes no inicio e se r for conhecido, entdo
[2.17] permite saber quantos individuos estdo presentes At tempo mais tarde. A equagdo [2.17] mostra
que, se r for constante durante At, a populagdo varia exponencialmente e, a rapidez com que o faz, é
medida pela taxa instantanea r (Fig. 2.6).

A descricdo do crescimento da populagdo de reprodutores continuos (eq. [2.17]) prevé quantos
individuos existem ao fim do intervalo At, dado um ndmero inicial de individuos, concluindo-se que a
populacdo tem potencial para crescimento exponencial (se r>0), portanto um extraordinario potencial
para crescer. A constatacdo deste facto, explica a concentracdo de esforcos dispendidos pelos ecologistas
na compreensdo dos factores que, na natureza, impedem o crescimento exponencial descontrolado das
populagdes. Os pressupostos subjacentes, nomeadamente r>0, ndo podem permanecer indefinidamente
verdadeiros pois, se tal acontecesse, a populacdo atapetava o planeta. O assunto é importante e serd
abordado mais adiante.

3000

2400

1800

1200

NUamero individuos (Nt)

600

Tempo

Figura 2.6. Curvas exponenciais de crescimento populacional em fungdo do tempo: Ni=Nge", onde
No=10 é o nimero inicial de individuos e r =0.25,0.5¢e 1.

Exemplo numérico

Embora o modelo exponencial de crescimento seja muito simples, provavelmente ndo é
desadequado para descrever o crescimento da populacdo humana (Fig. 2.7). Neste exemplo vai-se
estimar o valor de r da segunda metade do séc. XX.
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Figura 2.7. Estimativas da populacdo humana (milhdes) entre 1800 e 1995 (Pulliam and Haddad, 1994).
Compare-se com a forma dos gréaficos da Fig. 2.6.

Em 1950, a populagdo mundial total foi estimada em 2520 milhGes de individuos e, 45 anos
depois, em 1995, foi estimada em 5720 milhdes. Em termos do modelo [2.17], pode-se escrever,

5720 =2520e"%

Ln izo =r 45
2520
r=1>Ln 5720 1 _ 0.018 ano™
2520 45

Ou seja, entre 1950 e 1995, cada individuo, em média, deu origem a 0.018 individuos por ano.
Note-se que a divisdo por 45 anos torna as unidades de r em “por ano”.

2.3 As populacgdes naturais possuem mecanismos de regulacéo

A matematica do crescimento descontrolado é assustadora. Uma Unica célula

da bactéria E. coli pode, em circunsténcias ideais, dividir-se de 20 em 20

minutos. A coisa pode parecer inofensiva enquanto nao se pensa nela a sério.

O facto é que a bactéria multiplica-se geométricamente: uma tranforma-se em

duas, duas em quatro, quatro em oito e assim por diante. Desta forma, pode-

se mostrar que num sé dia uma célula de E. coli poderia originar uma super-

col6nia de massa e tamanho idéntico a todo o planeta.
M. Crichton. 1969. The Andromeda Strain. Dell, NY, US.

Alguém viu o filme "A Ameaca de Andromeda" ? Quantas células de E. coli haveria entdo ao

fim do dia ?
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O numero de individuos da grande maioria das populacdes esta sujeito a consideraveis flutuacdes.
Existem populagdes que flutuam frequentemente, outras que permanecem estaveis por longos periodos
de tempo entre duas flutuacGes, populacbes que flutuam com padrdes regulares e outras que o fazem
regularidade aparente. As causas sd0 muito variadas e na maior parte dos casos mal conhecidas. Por
vezes é possivel identificar um factor particular como a principal causa das flutuacOes, seja este de
natureza abidtica (e.g. accdo da temperatura sobre a taxa de mortalidade), bidtica e extrinseca a
populacgdo (e.g. flutuacBes em outras populag¢des que interactuam com a primeira) ou bidtica e intrinseca
a propria populacdo. A irregularidade das flutuagBes de muitas popula¢fes pode sugerir a inexisténcia
deste ultimo factor. Com efeito, a subida ou descida do efectivo populacional aparenta por vezes ocorrer
de forma aleatdria ou, pelo menos, se existem mecanismos regulatorios, estes parecem estar totalmente
fora do controle da propria populagdo. Contudo, é pouco provavel que assim seja. Se uma populacao for
completamente destituida de mecanismos de regulacdo da sua propria densidade, nada impede que os
seus "altos e baixos" se dirijam predominantemente numa Unica direccdo, mais tarde ou mais cedo
levando a populagdo a extingdo ou ao esgotamento dos recursos do habitat. A grande maioria das
populagdes reais ndo faz isto, pelo menos se 0 seu habitat ndo for severamente perturbado. Pelo
contrario, ndo obstante evidentes flutuaces de geragdo para geracdo, as populacfes tendem a manter um
nivel de abundéncia caracteristico, de tal forma que nos habituamos a dizer que a espécie A é "muito
abundante” e que a espécie B "¢ rara". E mesmo frequente que, apds perturbagdes relativamente rapidas
que desloquem as populagBes do seu nivel habitual de abundéncia, algum tempo depois estas tendam a
retornar ao nivel em que estavam antes da perturbagao.

E provavel portanto que todas as populages possuam mecanismos proprios de regulacéo da sua
densidade populacional. E possivel que estes mecanismos actuem apenas fora de uma certa gama de
valores da densidade populacional. Dentro dessa gama as flutuagdes da populacéo serdo principalmente
determinadas por factores extrinsecos, porém, logo que o efectivo da populacdo diminui perigosamente
ou aumenta para niveis incomportaveis, fazem-se sentir os efeitos correctores dos mecanismos de
regulacdo. Nenhuma populacdo pode portanto crescer ou decrescer indefinidamente, segundo as leis
definidas no capitulo anterior com parametros constantes (equacdo [2.16], Fig. 2.6). Se a populacéo
cresce (r > 1) mais tarde ou mais cedo limitacdes de espaco e/ou de alimento obrigam ao despoletar de
processos de auto-regulacdo. A teoria classica da Dindmica Populacional ensina que a densidade das
populacdes naturais tende, aumentando ou diminuindo, para uma densidade equilibrada méaxima (K) (nos
textos anglo-saxdnicos usa-se 0 termo "carrying capacity" para designar K), em que 0s recursos espaciais
e energéticos do meio equilibram exactamente a populagdo nessa densidade. Se hum dado instante a
densidade for menor que K, a populacdo cresce utilizando o excesso de recursos disponiveis; se for
maior, a populagdo diminui, porque os recursos do meio séo insuficientes para a manter. Esta tendéncia,
intrinseca & populacdo, de regular a sua propria densidade em funcdo dos recursos do meio, chama-se

auto-regulacéo.

Estudam-se em seguida as possiveis consequéncias dos mecanismos de auto-regulagdo numa
populacdo de reprodutores continuos. A pergunta central que aqui se procura responder é uma das mais
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simples possiveis em Dinamica Populacional: que tipo de comportamento pode exibir uma populacdo
num ambiente com recursos limitados? A titulo ilustrativo, pense-se por exemplo hum microrganismo
limitado pelo espaco de uma caixa de meio de cultura e pela taxa de renovagdo do préprio meio de
cultura. Esta limitac8o de recursos exclui desde logo a possibilidade de crescimento ilimitado e impde a
entrada em ac¢do dos mecanismos de auto-regulacdo. Por muito simples que sejam estes mecanismos, a
sua representacdo nos modelos matematicos de crescimento da populacéo transforma estes modelos em
equacOes nao-lineares.

4.2 A equacdo logistica de Verhulst-Pearl

Quarenta anos ap6s o ensaio de Malthus, Verhulst (1838) apresentou pela primeira vez a equacao
logistica no seu trabalho "Notice sur la loi que la population suite dans son accroissement”, a segunda
grande contribuigdo para o desenvolvimento da Dindmica Populacional. Para que a populagdo ndo cresga
exageradamente nem se extinga, a taxa de natalidade e/ou a taxa de mortalidade devem poder variar em
funcdo da propria densidade populacional. Se a densidade subir acima de niveis sustentaveis pelo meio
ambiente, deve ocorrer uma retroac¢do negativa que incida sobre a taxa de natalidade, diminuindo-a,
e/ou sobre a taxa de mortalidade, aumentando-a. Em termos bioldgicos, isto resulta de que quanto maior
for a densidade populacional, maior é a interferéncia dos individuos uns com os outros: por exemplo
reduzindo o espago disponivel, cometendo actos de canibalismo, ou esgotando nutrientes limitados.
Inversamente, quando a populagéo est4 em niveis abaixo da capacidade de sustentacdo do meio, a taxa
de natalidade deve aumentar e/ou a taxa de mortalidade deve diminuir.

A forma analitica mais simples de exprimir estas ideias € admitir que b; e d; s@o funcles lineares,
respectivamente decrescente e crescente de Ny

bt = b() - p Nt
[4.7]
d;

do+ g N

em que by e dy sdo as taxas de natalidade e de mortalidade que se observam quando a densidade
populacional for tdo baixa que os individuos ndo interfiram nocivamente uns com 0s outros
(teoricamente quando N, ~ 0). Os parametros by, e do Sdo portanto, respectivamente, a taxa de natalidade
maxima e a taxa de mortalidade minima, especificas da espécie para cada conjunto de circunstancias
ambientais. A sua diferenca (b, - do) simboliza-se por r, a taxa intrinseca de crescimento populacional ou
parametro malthusiano. E evidente que na natureza r deve ser sempre positivo, ou a populago extingue-
se.

Os simbolos p e q representam os declives das rectas [4.7] e medem a rapidez com que natalidade e
mortalidade, respectivamente, diminuem e aumentam a medida que a densidade populacional cresce.

Substituindo [4.7] em [2.14], obtém-se a equacéo diferencial
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d N,
dt

= (bo-do)N¢ - (P+A) N’ [4.8]
EXERCICIO. Demonstrar [4.8].

A equacdo [4.8] é designada por equacdo logistica de Verhulst-Pearl. No entanto, a sua forma classica,
aquela que mais frequentemente se vé nos livros de ecologia, ndo é aquela, mas sim uma outra em que a
taxa instantanea de crescimento (dN; /dt) € expressa em fun¢do da capacidade de sustentagdo do meio, K.
Para tal, escreva-se [4.8] substituindo (b, - do) por r e colocando N; em evidéncia

d N,
dt

= [r-(p+a@)N:] N, [4.9]

0 que mostra que a derivada de N; em ordem ao tempo (i.e. a variacdo instantanea da densidade) se anula
guando N;=0 equando N;= r/(p +q). Este segundo ponto corresponde a uma situacdo em que a taxa
instantanea de crescimento da populacdo é nula e, portanto, a populacdo permanece inalterada a medida
gue o tempo passa: é, por definicdo, um ponto de equilibrio, neste caso um equilibrio ndo-trivial, pois
r(p+q)>0. Represente-se este ponto de equilibrio por K, (K = r/(p + q)). Substituindo agora (p + q) por
r/K em [4.9], obtém-se

d N, r 2
=r - — 410
it N K N [4.10]
ou
d Nt K'Nt
=r 411
dt Nt K [4.11]

EXERCICIO. Obter as duas formas da logistica [4.10] e [4.11].

Escrita na forma [4.11], a equacdo logistica tem os seus dois principais componentes em evidéncia: O
componente (r N;) que representa 0 crescimento da populagdo quando os recursos do meio s&o muito
abundantes em relacdo a densidade populacional, isto €, quando N, é muito pequeno em relagdo a K, e 0
componente (K - Ny) /K, representando o efeito regulador de retroac¢do negativa, € aproximadamente
igual a 1. A medida que N; cresce para K, o componente regulador toma valores sucessivamente mais
pequenos, até que se anula (quando K = Ny). Nessa altura a populacdo para de crescer (dN¢/dt = 0).
Quando N, é maior do que K, o termo regulador é negativo e portanto o crescimento é tambem negativo
(dN¢/dt < 0), a populacdo decresce até atingir K.

EXERCICIO. Geometricamente, a forma diferencial da equacio logistica (eq. [4.11]) é uma parabola
(Fig. 4.1). Demonstrar que, segundo o modelo logistico, o crescimento mais rapido ocorre quando N; =
K/2.
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Figura 4.1. Relacéo entre a taxa de crescimento instantdneo dN/dt e a densidade populacional segundo o
modelo logistico dos reprodutores continuos (eg. [4.11]). Notar que K=500

As expressoes [4.10] e [4.11] representam a equacdo logistica na sua forma diferencial. Para calcular as
dimensdes da populacdo, N, em qualquer instante t, é necessario encontrar a solucdo da forma
diferencial. A solugdo de [4.11] encontra-se integrando a equacéo (ver ANEXO abaixo).

O resultado é:

K N
No+ (K-No) e

N: = [4.13]

Atribuindo valores aos parametros K e r, podem-se determinar os sucessivos valores de N;, a medida
gue t aumenta, por meio da equacao [4.13]. A Figura 4.2 apresenta o resultado deste tipo de exercicios,
quer quando a populacao se inicia com valores acima do equilibrio (No > K) quer quando se inicia abaixo
do equilibrio (Ng < K). Neste Gltimo caso, a curva de crescimento tem forma sigmdide: de inicio
exponencial, mas depois inflectindo para uma assintota em K.

Para terminar, dois apontamentos sobre este modelo de crescimento continuo. Em primeiro lugar, K é
um ponto de equilibrio estavel. Uma vez em K, a densidade populacional ja de la ndo sai, a menos que
seja perturbada por factores extrinsecos a populagdo. Mais, é um ponto globalmente estavel, pois
qualguer que seja o valor inicial de N, com o passar do tempo, N tende sempre para K. Em segundo
lugar, a populagdo tende a aproximar-se de K monotonamente, sem oscilagfes, qualquer que seja a
grandeza inicial da populacéo e qualquer que seja r (note-se na Fig. 4.2 que r apenas influencia a rapidez
com que a populacéo tende para K). K é uma assintota de N;.
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Figura 4.2. Crescimento logistico para diferentes valores de r, usando a forma integral do modelo
logistico (eq. [4.13]). O valor de K é sempre 100 e No=5, excepto na linha azul em que No=200;
na linha azul e vermelha r=0.2, na verde r= 0.6 e na rosa r=1.1. Note-se a forma do crescimento
quando N, se encontra abaixo e acima de K.

4.3 Um modelo continuo que leva em conta a densidade critica de rarefaccéo (O efeito de
Allee).

A equacdo logistica, quer no caso dos reprodutores continuos (eg. [4.11]), quer no caso dos
reprodutores sazonais, pressupde que a populacdo cresce sempre, ainda que tenha densidade muito
baixa. De facto, essas sdo as circunstancias em que o modelo pressupde mesmo um crescimento mais
rapido, do tipo exponencial (ou do tipo geométrico, no caso dos reprodutores sazonais).

Se bem que & priori isto pareca aceitavel, uma vez que abundam 0s recursos para 0S poucos
individuos presentes, uma reflexdo mais cuidadosa sobre o assunto leva-nos a questionar a legitimidade
deste pressuposto. Pelo menos para certas populacdes, é admissivel que haja uma densidade minima
abaixo da qual a probabilidade de encontros efectivos entre individuos (ou células reprodutoras) dos dois
sexos seja tdo baixa que a populagdo ndo consegue repor a sua densidade no mesmo valor. Pense-se, por
exemplo, em populagdes aquaticas, com reproducdo externa, cuja densidade populacional seja muito
baixa. Dispersos numa &rea demasiado grande, individuos (ou células) masculinos e femininos,
encontram-se demasiado raramente para que sejam deixados para a geracdo seguinte um nimero médio
minimo de dois descendentes por casal. Acima dessa densidade, a probabilidade de encontros efectivos é
suficiente para fazer a populacéo crescer. Um outro exemplo, é dado por Courchamp et al (2000) com o

cao selvagem africano (Lycaon pictus) (Fig. 4.3). Estes animais vivem e cagcam em grupos sociais
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organizados, sendo necessaria a existéncia de uma densidade populacional minima (bastante superior a
zero) para os grupos se formarem, as cagadas serem eficazes, os animais sobreviverem e reproduzirem-

Se.

“© Tim Knight

Figura 4.3. O cdo selvagem africano (Lycaon pictus) (peso individual em adultos: 17-36 Kg, altura do ombro ao
solo: 60-78 cm). Estes animais vivem em grupos sociais coesos, com uma dudzia de adultos, além dos juvenis, e sdo
grandes corredores que cagam de forma cooperativa, principalmente herbivoros, como gazelas e zebras. Sdo um
dos predadores em maior risco de extingdo em Africa e existe evidéncia de exibirem efeito de Allee.

Para estas populac@es, pode existir uma relacdo de dependéncia da densidade inversa quando a
densidade populacional é baixa (em relacdo a K). A variacdo liquida dN/dt pode entdo ser negativa e,
portanto, a populagdo pode diminuir ainda mais. Este tipo de relagdo é conhecida por efeito de Allee, em
homenagem a Warder Allee, que o descreveu pela primeira vez em 1931. Outras designacfes para este
efeito, comuns na literatura, sdo efeito depensatério, ou ainda dependéncia da densidade positiva
(Stephens and Sutherland 1999, Morris 2002).

A densidade minima que corresponde a uma variacdo populacional (dN/dt) que permite a
populagdo manter-se exactamente com a mesma densidade (i.e. dN/dt = 0), designa-se por densidade
minima critica (simbolizo-a por E), ou densidade critica de rarefacgdo® . E, evidentemente, muito inferior
a K. Entre E e K, existe uma gama de densidades intermédias em que a variagdo da populacéao é positiva
(dN/dt >0).

Na densidade minima critica, a populagéo € incapaz de crescer (dN/dt= 0), mas também ndo tem
necessariamente que se extinguir: permanece em equilibrio até que agentes perturbadores a desloquem
para cima ou para baixo de E. Se a populacdo crescer ligeiramente acima de E, a probabilidade de
encontros efectivos entre individuos dos dois sexos aumenta e, imediatamente, dN/dt > 0. A populacéo
comeca entdo a crescer até K. Se a populagdo descer a uma densidade ligeiramente inferior a E, a

3 . . - .
No caso dos reprodutores sazonais, trata-se da densidade minima correspondente a uma taxa de incremento
(R) exactamente igual a 1, quando a populacdo repde exactamente a sua densidade na geracao seguinte.
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probabilidade de encontros diminui o suficiente para que dN/dt < 0, e a populagdo tende
irreversivelmente para a extingéo (Fig 4.4).

EXERCICIO Que tipo de equilibrio é E ?
Wilson and Bossert (1971) notaram que a densidade critica de rarefacdo, E, pode ser incluida no

modelo logistico classico se, na equacdo [4.11], se introduzir um termo que faca com que a variacdo da
densidade populacional seja negativa logo que N seja inferior a E:

AN _ pp, KoNe NeE [4.14]
dt K N
isto é,

dNt_ r K'Nt(
dt K

Ne-E) [4.15]

A forma integral de [4.15] (equivalente a [4.13]) é:

(No-E) (K-E)
(No-E)+(K-No)e™

N.= E + [4.16]

e permite calcular a densidade populacional no instante t.

Que forma geomeétrica, correspondente a da Fig. 4.1, tera a equacdo [4.15] ? A Figura 4.4 ilustra
a relacdo dN/dt contra N em [4.15],

d_N
dt ) R
0f— = —
1 PN W
Instavel Estavel
E K

Figura 4.4. Relacao entre a taxa de crescimento instantaneo dN/dt e N, segundo o modelo logistico que
incorpora uma densidade critica de rarefac¢do (E) (eq. [4.15]). As setas vermelhas indicam a direccéo
de deslocacdo de N, para diferentes valores de N. Quando N é superior a E, a densidade populacional
tende para o equilibrio estavel K, mas quando N € inferior a E, dN/dt é negativo, ou seja, a variagao da
populacdo é negativa e, por isso, N diminui ainda mais, tendendo para a extingdo de forma irreversivel.
E é um ponto de equilibrio instavel.
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O efeito de Allee é importante porque gera um equilibrio instavel (em E) a baixas densidades
populacionais, aumentando a probabilidade de extin¢do. Explorar comercialmente popula¢fes com efeito
de Allee, trazendo N para valores muito inferiores a K, pode ndo conduzir a populacdo a ter maior
produtividade, como se assume na Fig. 4.1. A deslocacdo de N para valores proximos de E é
extremamente perigosa, podendo conduzir a extingdo de forma irreversivel. Mesmo que a exploracao da
populacdo parasse completamente, depois de N atingir valores inferiores a E, o valor de N ndo mais
pararia de descer (Figura 4.4). Para além da relagdo entre a densidade populacional actual e K, o sistema
de reproducdo da espécie em causa e 0 seu comportamento deve ser tido em considera¢do. Em principio,
as espécies mondgamas devem ser afectadas mais severamente em baixas densidades do que as espécies
poligamas.

ANEXO - DEDUCAO DA SOLUCAO DA EQ. LOGISTICA

Para encontrar a solucdo integral da equacdo [4.11] comeca-se por separar variaveis, integrando-se
em seguida ambos os lados da equagéo:

INe g N
N, dt K
[N = ra
Nt (1' Kt )
1 1 1
[(=—+ = dN, = [ rdt
(0 k)
K
Primitivando,

InNt-In(l-%): rt+C

Quando t = 0, N; = N, e portanto a constante de integracdo C toma os valores presentes no lado esquerdo
da equacéo, substituindo N; por No:
C=InN,-In(e-No

K

donde,

N N
In N, - In(1-?t) = rt+ InN,- In(l-?0
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multiplicando tudo por -1 e usando a regra da diferenca entre logaritmos,

1. Ne 1. No
In K = -rt + In K
Nt NO

tirando logaritmos (levantando ambos os lados da equacgdo a base dos logaritmos neperianos) € possivel
chegar a expressdo

N N o
No(L- ) = (122 )e™ Ny
multiplicando ambos os lados por K:
No(K-N¢)= (K-No) e N

A partir desta expressdo pode-se explicitar Ny em funcdo de t e pode-se explicitar t em funcdo de Ny

N, = No K - [4.27]
No+(K-No) e
t = 1 In M [4.28]
r No (K- Ny)
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