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1 Capitulo 1

Nos exercicios 1) e 2) suponha que o crescimento é exponencial.

1. Entre 1700 e 1800 a populagdo humana teve um crescimento muito rapido (expo-
nencial) a escala do globo. Deu-se um crescimento de 600 milhoes para 910 milhoes

de pessoas durante este periodo. Qual o valor de r 7 [0.0042 ano™!]

2. O United Nations Demographic Yearbook estima que a populagao humana cresceu
em todo o mundo de 4490 milhoes para 5290 milhoes de individuos na década entre

1980 e 1990.

a) Qual o valor de r 7 Compare com o exercicio anterior. [0.016 ano™1]

b) Assumindo que o crescimento exponencial continua com o mesmo r, e que
ha cerca de 1.49 x 1014m? de terra seca no planeta (incluindo Antdrtica,
Groenlandia central, Saara, etc.), quanto tempo falta para que o nimero de
pessoas exceda o numero de metros quadrados disponivel ? (624, 74 anos]

3. Em quanto tempo duplica o nimero de individuos de uma populagao que cresce

segundo a lei de Malthus com taxa intrinseca de crescimento r? In2/r]

4. Fquagao de Malthus com taxa intrinseca de crescimento dependente das estagoes

Considere a equacao
(x) N'=r(t)N, teRr

onde 7(t) =2+sint ¢é periddica de periodo p = 2.

i) Repetindo as passagens feitas nas tedricas para a equagdo N’ = rN, mostre que

a solucao do PVI
N' = (24sint)N, N(0)= Ny >0

¢é dada por

N(t) — N062telfcos 2t.



Observe que a fungiao Q(t) = e! 72t ¢ periddica de perfodo 27 e positiva. Esboce

o grafico de N(t) para entender a seguinte afirmagao “ N(t) appresenta um cresci-
mento exponencial com taxa de crescimento 2 modulado por uma funcao periddica

Q(t).”

ii) A taza intrinseca de crescimento média T é definida como

r= [Mr(s)d
T—pors s.,

onde p ¢é o perfodo de r(t). Verifique que se r(t) = 2+sint, entdo 7 = 2. Conclua
que .
N(t) = Noe”Q(t).

(o resultado é verdadeiro para uma taxa r(t) periédica qualquer, ver ex. 24).

5. (Equagdo de von Bertalanffy) Seja L(t) o comprimento de um peixe de idade ¢ e
suponha que L(0) = Ly > 0. Tem-se

dL
— = k(L — L), 1
= k(L D) (1)
onde Lo, > Lo e k > 0.

a) Resolva a equagao (1). (Sugestao: Defina U(t) = Lo, — L(t) e mostre que
U'(t) = —kU(t).)

b) Faria sentido ndo impor as restri¢oes Lo > 0, Lo, > Lo e k > 07

c¢) Justifique a afirmagao: 'a constante L, designa-se comprimento assimptdético
do peixe’.

Equacgao logistica

6. a) Diga quais as consideragoes e quais os pressupostos que conduzem a construgao
da equagao logistica a partir da equacao de Malthus N’ = (b—d)N, b,d > 0.

b) Uma certa populacido, cujo crescimento é bem descrito pelo modelo logistico,
tem uma taxa instantanea de crescimento per capita de 30 por cento por
ano quando nao ¢ influenciada pela competicao interespecifica. Experimen-
talmente observa-se que quando o nimero de individuos aumenta 1000 a taxa
instantanea de natalidade per capita diminui 10 por 1000 por ano, e a taxa
instantanea de mortalidade per capita aumenta 50 por 1000 por ano. Prove
que a equagao logistica que modela esta espécie ¢ dada por

N
N' =0.3N (1 — —) .
5000

7. (Solugao explicita da equagao logistica) Considere a equagao logistica

N
N =rN (1 — —) :
K
onde N(t) é o nimero de individuos de uma dada populacao no instante ¢, sendo o

tempo medido em anos.



a) Qual o significado e as unidades de medida de r e K?
b) Mostre que Ny = 0 e Ny = K sao equilibrios da equagao.
¢) (*) Utilize o método de separagao das varidveis para determinar as solugoes nao
constantes da equacao anterior. Mais precisamente:
K 1 |N|
i) Prove que HIN) =P | ——F———= | = - log————
) Prove que H(N) <rN(K—N)> r 1K — N
(Sugestao: Verifique que
K 1 1

NEK—N) N rE=-N
e recorde que a primitiva de uma soma é a soma das primitivas e e que se
a
b
ii) Sendo N(0) = N diferente de 0 e de K, explicite N na relacao

H(N) = H(No) = t — t,

a,b > 0, entao loga — logb = log

e verifique que
KNy

e NO + (K IR No)e—r(t—to) .

d) Determine lim; ., N(¢) para as solugoes nao constantes.

() N()

8. A pesca do halibut (peixe achatado parecido com uma solha) do oceano Pacifico é
modelada pela equacao logistica com capacidade de sustentacao K = 80.5 x 10%kg

e taxa intrinseca de crescimento r = 0.714 ano™".

i) Escreva a equacao logistica correspondente.

i1) Se a biomassa inicial é um quarto da capacidade de sustentagao, encontre a
biomassa apds um ano e o tempo necessario para a biomassa crescer até metade da
capacidade de sustentagdo. (Sugestao: utilize a féormula (%) para escrever explici-
tamente a solu¢do do PVI relativo a equacdo encontrada em i) e correspondente a
biomassa inicial) [32.610° Kg, 1.54anos]

i1i) Considere a mesma populagao da alinea anterior, mas suponha agora que as
observagoes sao feitas utilizando unidades de medida diferentes: o tempo é medido
em meses e a biomassa em toneladas. Se denotarmos por N(7) a biomassa de halibut
medida em toneladas, no instante 7 medido em meses e por N(¢) a biomassa de
halibut medida em kg, no instante ¢t medido em anos, quais das seguintes igualdades
sao verdadeiras?

a) N(7)=10"3N(127);

b) N(7) = 103N (7/12)

¢) N(r) = 107N (7/12)

d) N(t) = 103N (t/12).

iv) Qual a equagao logistica satisfeita pela fungao N(7)? (Sugestdao: Derive em
ordem a 7 a igualdade N(7) = 1073N(7/12), tenha em conta a regra da cadeia e
que N(t) satisfaz a equagao logistica que encontrou em ). )

[ﬂ

N — £ N(1- %), onde r e K sdo como em 1). |
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9.

10.

Em geral, mudar a unidade de medida com a qual se mede uma populagao e a
unidade de tempo corresponde a um rescalonamento das variaveis envolvidas (uma
para a populacdo e uma para o tempo) da seguinte forma:

N =aN, t=_/jr,

onde os nimeros «, [ > 0 correspondem a mudanca de escala. Suponha que N(t)
é solucao da equagao logistica

Sendo N(7) = aN(f37) prove que N(7) satisfaz a seguinte equacio logistica:

dN - N
E:W(l‘ﬁ)

Uma escolha oportuna de a e # permite eliminar os parametros da equacao. Qual
¢ essa escolha?

(*) Mostre que para uma populacao que satisfaz o modelo logistico a velocidade
maéxima de crescimento é dada por 7K /4 e que essa velocidade é atingida quando o
tamanho da populagao é K/2.



11.

12.

13.

14.

Estudo qualitativo de =’ = f(z)

Analise graficamente as seguintes equagoes ' = f(x), = € R. Em cada caso desenhe
o grafico de f(x), determinando analiticamente os zeros, os maximos e os minimos
de f, classifique a estabilidade dos equilibrios e desenhe o correspondente retrato de

fases.
a) ¥’ =z b) ' = 2° c) 7 =x(2—1x)

d) ' =z(2—12)* €)1z =—-9z+ 323

No caso da equacao da alinea e), o que acontece a solugdo com condigao inicial
z(0) = 0.1 quando t — +o0 ?

Considere os seguintes retratos de fase:

i) e

0]
1

i) - © ~—0 >

a) Para cada retrato, esboce o gréafico de uma fungao f(z) tal que a equagao
diferencial 2’ = f(x) seja compativel com esse retrato.

b) Para cada retrato, escreva uma equagao diferencial compativel com esse retrato.

c¢) O retrato de fase i7) pode corresponder a evolugao de uma populagao que cresce
segundo a lei logistica?

Classifique a estabilidade dos equilibrios no exercicio 9) usando, quando possivel, o
teorema de linearizagao. Nesses casos especifique como se comporta uma pequena
perturbacao do equilibrio.

(O efeito de Allee) Em casos de espécies que se reproduzem sexualmente pode haver
um decréscimo no crescimento da populacao quando o niimero de individuos é baixo.
Isto deve-se a dificuldade em encontrar um parceiro adequado neste caso. Uma
extensao da equagao logistica que incorpora este efeito é

AN
dt

com A, r, K constantes positivas. Vamos supor 0 < A < K.

— NV = 4) (1 %)



a)

b)

Encontre os equilibrios e determine a sua estabilidade. Desenhe o retrato de
fases correspondente e esboce o grafico de N(t) considerando condigdes iniciais
Ny que satisfazem 0 < Ng < A, A< Ny < K e Ny > K.

Interprete os resultados obtidos e conclua que também neste caso K é uma
capacidade de sustentacao.

15. Suponha que a biomassa z de uma populagao de uma dada espécie é determinada

pela equacao de = f(x) onde f(x)

a)

B 212
14 ad

-z, x>0.
dt Y -_

Determine os pontos de equilibrio para z > 0. (Sugestao: para determinar os
zeros do segundo membro faga o minimo denominador comum. Dois zeros do
numerador da fraccao obtida sao x = 0 e x = 1. Para encontrar o terceiro zero

utilize a regra de Ruffini) [z1 =0, 25 = \/52_1,263 =1]

Determine a estabilidade de cada um dos equilibrios das seguintes formas:

i) utilizando o teorema de linearizacao; (pode usar a calculadora para calcular
f(z2))

i1) estudando o sinal do numerador da fraccdo obtida em a). Observe que
para x > 0, esse sinal ¢ o mesmo do polinémio p(z) = —2 + 2z — 1. Pode
estudar esse sinal, por exemplo, desenhando num mesmo referencial os graficos
de g(z) = 2x — 1 e h(z) = 2* e tendo em conta que

p(z) = g(x) = h(z) 20 <= g(z) = h(z).

(Em alternativa, pode desenhar directamente o grafico de p(x), ou, ainda,
utilizar a decomposicao p(z) = —(z — x1)(x — x2)(x — x3) e estudar o sinal do
produto no segundo membro).

Como evolui a densidade da populagao quando ¢ — +oo se z(0) = 0.001,
x(0) = 0.8 ou z(0) = 107

Equacgoes dependentes de um parametro. Exemplos de bifurcagoes

16. Uma populagao de peixes que evoluiria de acordo com a lei logistica estd a ser sujeita
a pesca. O processo é modelado pela seguinte equagao:

¥ =rx(l-— %) — Ex

onde E diz-se o esfor¢o de pesca (fishing effort).

a)

b)
c)

Mostre que o equiibrio positivo na presenca de pesca é

E
:c:x(E):K<1——>, O<E<T.
r

Esboce o diagrama de bifurcacao quando 0 < E < r.
A quantidade Y (F) = Ez(E) diz-se o rendimento (yield) da pesca. O que é
que representa, mais precisamente, Y (F)?

Determine o valor méximo de Y(E) quando 0 < E < r (a este valor, chama-se
esforco maximo sustentdvel).



17.  a) A evoluc¢ao do numero de elementos de uma populagao é descrita pela equagao
diferencial 2’ = 2(e** — 1). Encontre os equilibrios e determine a sua estabil-
idade. [ xo =0, instavel; x; = 3, estavel]

b) Em cada unidade de tempo, uma fraccao p (0 < p < 1) da populagao consid-
erada em a) é removida de tal forma que o numero de elementos da populacao
passa agora a ser descrito pela equacdo 2’ = z(e* * —1) — px. Para que valores
de p existe um equilibrio positivo estavel?  [para todo o p €]0, 1[. O equilibrio
é z(p) =3 —log(1 +p). |

18. Considere a equacao diferencial
' =22% +re+2.
Encontre os pontos (g, ry) onde pode ocorrer uma bifurcagao sela-né.

19. Para cada r € R, estude a estabilidade dos equilibrios e determine o retrato de fase
da equacao 2’ =r + 2%. Desenhe o diagrama de bifurcacao dessa equacao.

20. Mostre que o diagrama de bifurcacao da equagao
P =r—2"+ux

¢é o seguinte:

15FT

05f

—os5k

A afirmacao seguinte é verdadeira? ”No caso da equacdo ii), suponha que 7 < 0
e que o sistema se encontra no equilibrio menor. Entao, ao aumentar de r, ha um
valor 7 desse parametro ultrapassando o qual o sistema salta abruptamete para
um equilibrio maior. Para além disso, se agora r diminuir, o sistema nao volta ao
equilibrio menor logo que r ultrepassar 7.”

Alguns exercicios mais tedricos

Nos exercicios seguintes f é uma funcao com derivada continua em R.

21. (*) Mostre que se z(t) é uma solugao nao constante da equagao 2’ = f(x) que admite
um ponto de inflexdo ! para t =7, entao T = x(7) satisfaz f'(7) = 0.

'Recordamos que um ponto de inflexdo de uma funcio é um ponto onde a segunda derivada da funcio
é zero, tendo sinais opostos a esquerda e a direita desse ponto
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22. (%)
a) Mostre que se z(t) é solugao da equacao

' = f(z) (2)
entdo para todo o ¢ € R também a fungao y.(t) = z(t + ¢) é solugao de (2).
Interprete geometricamente o resultado.

b) Se x(t) é solu¢ao do problema de valores iniciais
= f(x)
z(0) = x
qual é a solugao do problema de valores iniciais
= f(z)
x(ty) = xo?
(Sugestao: Utilize o resultado anterior e a unicidade das solugoes de (2).)

23. (*) Qual das duas definigoes seguintes parece-lhe mais apropriada para definir o
conceito de estabilidade de um equilibrio =y da equagao =’ = f(x)?

1) para cada € > 0 existe um 0 < § < € tal que para cada T €|xg — 0,29 + [ a
solugdo z(t) de 2/ = f(z) tal que x(0) = = satisfaz z(t) €|xg — €, 20 + €| para
todo o t > 0;
2) existe um € > 0 e existe um 0 < ¢ < € tal que para cada T €|xg — J,z9 + I
a solugao z(t) de 2’ = f(z) tal que z(0) = & satisfaz z(t) €|xg — €, x9 + €[ para
todoo t > 0.

24. (*) Seja z(t) uma solugao de (2) do exercicio 22 e suponhamos que

lim z(t) == € R.

t—4o0

Mostre que f(z) = 0.

(Sugestao: Observe que 3 lim; o 2/(t) € que limy o 2'(t) = f(Z). Conclua uti-
lizando a seguinte relacio, consequéncia do Teorema de Lagrange?, z(n+1)—x(n) =
(&), & € [n,n+1].)

2Se f : [a,b] — R é uma fungao continua em [a,b] e diferencidvel em ]a,b[ existe ¢ €]a, b[ tal que

f) = fla) = f'(e)(b - a)



Equagoes de variaveis separaveis

Recordamos que uma equacao da forma

() 2= gf)

diz-se equacao de varidveis separdveis, sendo t a variavel independente e x a variavel
dependente. Se f for continuamente diferencidvel e g for continua, entao o PVI
associado admite solu¢do tnica. Se zp € R é tal que f(xg) = 0, entdo a fungdo
x(t) = xo é a tunica solugdo de (x) tal que x(ty) = zo. Se f(xy) # 0 a solu¢do do
correspondente PVI é dada por

H(x) = H(xo) + G(1) — G(to)

onde H(z) = P (%) e G(t) = P(g(t)).

A expressao H(x) = G(t) + ¢, ¢ € R diz-se solu¢do geral de ().

25. Demonstrou-se que a variacao do volume de alguns tumores 3 satisfaz a seguinte lei
V'(t) = ke ™'V (1), (%)
onde V() designa o volume do tumor no instante ¢t e k e o sdo constantes positivas.

a) Seja Vp o volume do tumor no instante zero. Determine a solugao V() de (x).

b) Prove que tliin V(t) = Vpes, isto é o limite do volume depende do seu valor

inicial.

26. FEquagao de Malthus com taza intrinseca de crescimento dependente das estacaoes.

Considere a equagao

(x) N' =r(t)N,
onde t — r(t), t € R, é uma funcdo continua e peridédica em ¢ de periodo p > 0,
isto é, r(t+p) =r(t), VteR.

a) Prove que a solugao de (x) que satisfaz N(ty) = Ny > 0 é dada por:

N(t) _ Noeftor(s)ds

Nas alineas seguintes vamos ver que o comportamento das solugoes positivas
de (x) depende da taza intrinseca de crescimento média 7 definida por

T = 1/Opr(s)als.

p

3Laird,A.K. (1964). Dynamics of tumor growth. Brit. Journal of Cancer, 18, 490-502



27.

28.

Vamos utilizar alguns factos:

a+b a b

i) evth = el

i) se f(z) é uma funcio T periédica, entiao  [*T7 f(z)dx = [ f(z)dux,

R;

a

iii) [P f(x)de = [ f(x)dx + [° f(x)dx, Va,bc€R.

b) Prove que se 7 = 0 todas as solugbes de (*) sao periédicas de periodo p, isto é
N(t+p)=N(t), VteR. (vale também a implica¢do contréria)

(Sugestao: Complete a seguinte cadeia de igualdades:

t+p

N(t+p) = Noej;o rs)ds

= Noef
~~

por i)

Se 7 # 0, entao as solugoes sao da forma

N(t)

r(s) derf P r(s)ds

= Noe' Q1)

onde Q(t) é uma funcao p periddica e positiva.

(Sugestao:

t o . . i . t )
N(t) = NOQLO(T(S)_T+T) ¥ Noeftords—i_ﬁo(r(s)_r) s _ Noefto TdseLO(T(S)—r) ds

Va €

Observe que a fungao t — r(t) — 7 é p periddica e tem média nula. Conclua que a

fungao positiva Q(t) = f (r(s)=)ds

é p periddica.)

O que pode concluir sobre o comportamento das solugoes se 7 > 07 Ese 7 <07

Nas proximas equacoes de varidveis separdaveis a varidvel independente é x e a

varidvel dependente € y.

d
Determine a solucao geral da equacgao d—y

T

T

Determine a solucao do problema de valores iniciais

dy _ yl=d+ hpz)
dv— a(r—py)
y(l'()) = Yo, Zo, Yo > 0
onde d, h,r, it > 0.
(Sugestao: observe que w — <__d + hM) ( Y ))
x(r — py) x r— 1y
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