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Até agora....

¥ =rz Equac3do de Malthus

 =rx(l— %) Equac¢do logistica

xu:mx—Exy—%) Efeito de Allee

Outros modelos:

o = Eo2) - TE Smith (1963)]

K+4azx

¥ =rz (1 - (%)0) ., [Ayala, Gilpin and Ehrenfeld (1973)]

o' = z(re'~x —d). [Nisbet and Gurney (1982)]
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Equacdes diferenciais (estabelecem uma relacio entre uma funcdo incdgnita e a(s) sua(s)
derivadas)

ordinarias (a funcdo incdgnita é funcdo de uma varidvel independente "t")
escalares (e toma valores reais)
de primeira ordem (a derivada envolvida € sé a primeira)

auténomas (o segundo membro ndo depende explicitamente da varidvel independente t)

3/ 42

Equacoes autdnomas

Em cada equacdo a variacdo instantanea per capita do efectivo populacional depende sé do
tamanho da populagcao e ndo do instante em que esse tamanho é atingido.

Estamos portanto a ignorar o impacto de factores exteriores a populagdo (p. ex : factores
sazonais, imigrac3o) sobre o seu crescimento. A populagdo é considerada como um sistema
auténomo
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Equacoes nao auténomas: factores exteriores

Se, por exemplo, quisermos ter em conta os efeitos das estacdes no modelo de Malthus,
podemos supor que a taxa intrinseca de crescimento r é uma func¢ao do tempo

t—r(t)
peridédica de periodo p, isto &,
r(t+p) =r(t), p>0 VteR

e chegar a equacao:
N =r(t)N
(ver ex. 4, 26 das TPS e protocolo da P)
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Equacoes nao auténomas: factores exteriores

Se para além dos factores sazonais quisermos ter também em conta o fendmeno da imigracao,
podemos alterar a equagao anterior da seguinte forma:
N =r(t)N + I(t)
~—~—~

taxa instantanea de imigragcao

(ver protocolo da P)

Analogas alteragdes podem-se introduzir na equacdo logistica e na equacao que descreve o
efeito de Allee
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E.D.O. escalares de primeira ordem auténomas

(*)  2'(@) = fx(®)  (ouz’ = f(x))
x — f(x) funcdo real de varidvel real = definida num intervalo aberto .J

Solugdo de (*) é uma fungdo real de varidvel real t — x(t) que satisfaz (*) num intervalo
aberto [

Muitas vezes consideraremos o seguinte Problema de Valores Iniciais:

(PVI)

toER, X()GI
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Por exemplo, os PVIs relativos as equagdes de Malthus e logistica sdo os seguintes:

{x’:rx ZL’/:T:L‘(l—%)
$(t0) = o l’(to) = Xo
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Solucdo do PVI 2/ =rz, x(ty) = xg
Se zp =0, entdo z(t) =29 =0, te& R ésolugdo do PVI correspondente
Se 29 >0
' (t) d
o0 r<= (%) p ogx(t)=r
Integrando () entre ¢y e t, pelo Teorema Fundamental do Célculo (TFC) obtemos:
t
log z(t) — log () = log x{i ) =7r(t —toy)
N
{L‘(to)zzo
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Solucdo do PVI 2/ =rz, x(ty) = xg

Explicitando em relagdo a z(¢) e tendo em conta que z(ty) = zy obtemos,

z(t) = 20"t € R,
que é (a unica) solu¢do do PVI considerado.

De facto

z(t) = zoe” ¢ 10)

é solugdo do PVI considerado Vo € R. (o que muda nas passagens anteriores se zq < 07)

O método utilizado chama-se

método de separacao de varidveis.
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Duas questoes naturais

No caso geral

I
m que condi¢Oes sobre f(x) garantem que o PVI (PVI) { i(t_)vﬁxx) admite solugdo dnica
0) = Zo
?
I
N3o ¢ dificil ver que o PVI { * 2]
z(0)=0

admite a solugdo z(t) =0 V¢ € R e a solugdo

(1) { 0 =0 = ha geragdo expontaneal
T = +2 C X :
T t>0

m de que forma essa solucdo pode ser determinada ?
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Existéncia, unicidade e método de separacao de variaveis

Se f tem derivada continua em J ent3o para todo o typ € R e g € R o problema de valores
iniciais

(PVI)
admite solucdo dnica.
Se f(xy) = 0 ent3o a dnica solugdo de (PVI) é x(t) = z( (solugdo estaciondria ou constante).

Neste caso x( diz-se um equilibrio da equacgdo 2’ = f(x)
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Existéncia, unicidade e método de separacao de variaveis

Se f(xy) # 0, podemos separar as varidveis na nossa equa¢do da seguinte forma:

2
) Feay =1

1 H £ / 1
Se H(z) =P <m> : (IStO é H'(x) = W)

G(H (@) = H(@)e'(t) = e (1)
regra da cadeia

Logo, integrando entre ty e t os dois membros de (x), pelo TFC obtemos
H(x(t)) — H(z(tg)) =t — to
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Existéncia, unicidade e método de separacao de variaveis

Concluimos que a tnica solugdo = = x(t) do (PVI) satisfaz para todo o ¢t € I a equacdo:

(xx)  H(z) = H(x(to)) +1 1o

Chegar a uma solugdo explicita z = x(t) é equivalente a explicitar (x*) em ordem a x

Embora teoricamente isso seja sempre possivel, a sua implementacao pratica é restrita a casos
muito simples.
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Solucao explicita das equacoes de Malthus e logistica

No caso dos PVIs relativos as equagdes de Malthus e logistica

T
I — I — 1——
{x re. {x ro( K)

x(to) = o 2(ty) = 20

o método de separacio de varidveis permite encontrar explicitamente as respectivas (unicas)
solucoes:

. KQJO
2+ (K — mg)ert=to)

x(t) = zee” ) (%) x(t)

O ex. 7 das TPs mostra como chegar a (x)
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Consequéncias do Teorema

m Os gréficos de duas solugdes distintas ndo se podem intersectar no plano (t, z).

m uma solugdo _ndo estaciondria t — x(t) de

é tal que

paratodoot € I.
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Crescimento e comportamento assimptdtico das solucoes

Suponhamos (por simplicidade) J = R e seja z(¢) uma solu¢do da equagdo

crescente no seu dominio I =], 3[. Entéo:

m ou lim;_52(t) = o0 (B € R ou = +00)
mooulimy . 2(t)=T€R

onde T é um equilibrio de (*)
Podem-se formular resultados analogos para t — « (e para x(t) decrescente no seu dominio)
17 / 42

Interpretacao Geométrica de =’ = f(x): recta das fases

As informacdes qualitativas obtidas com o resultado precedente podem ser representadas
geometricamente de uma forma simples associando a equa¢ao um campo vectorial sobre uma
recta.

18 / 42




Interpretacao Geométrica de =’ = f(x): recta das fases

t — x(t), t €I, pode ser vista como a posi¢do no instante ¢ de uma particula que se move ao
longo de uma recta onde foi fixado um referencial com coordenada .
Neste caso, 2/(t) representa a velocidade da particula no instante t.

Se t — z(t), t €I, ésolugdo de

a velocidade no ponto x(t) é dada por f(xz(t)) e representa-se por um vector de origem z(t) e
extremidade z(t) + f(x(t)).
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Interpretacao Geométrica de =’ = f(x): recta das fases
Em particular, se
Ty — l’(to), to c [7
'(to) = flz(to)) = f(z0) =

a velocidade da particula no ponto zy é o vector f(xy) de origem z e extremidade

zo + f(x0).
20 / 42

A cada z € R fica associado o vector (aplicado em x)

/()

O sentido (direita/esquerda) para onde aponta o vector f(x) depende do sinal da fungdo f no
ponto x.

A funcdo
z — f(z)

diz-se campo vectorial em R
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Retrato de fase da equacao »’' = f(x)

O retrato de fase de 2’ = f(x) é uma representacg3o estilizada do comportamento qualitativo
das solugdes de ' = f(z)

No plano (z, ') desenha-se o grafico da fun¢do 2’ = f(x).

A seguir, sobre o eixo dos = (recta das fases) assinalam-se os equilibrios (que correspondem aos
zeros de f) e desenham-se as setas do campo em alguns pontos representativos (um para cada
intervalo onde f tem sinal constante).

De facto, nesses pontos sera suficiente desenhar uma seta que aponte no mesmo sentido do
vector (para a direita se f é positiva no ponto, para a esquerda se f é negativa no ponto)
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Graficos qualitativos das solucoes

O gréfico de 2’ = f(x) no plano (x,z') permite também um esbo¢o qualitativo no plano
(t,z) do gréfico das solucdes (séries temporais) x = x(t) da equagdo

Com efeito, se z(ty) = xo, o declive da recta tangente ao grafico de x = x(t) no ponto
(to, Qf(to)) sera
'(to) = [f(x(to)) = f(x0)-
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Graficos qualitativos das solucoes
Se, por exemplo, f(x¢) > 0 sabemos que:

(a) t — x(t) é crescente no seu dominio ( x = x(t) desloca-se para a direita ao aumentar do
tempo ¢ sobre a recta das fases)

(b) o declive da recta tangente ao grafico da solugdo x = =(t) no ponto (¢, x(t)) serd dado
pelo valor f(z(t))

Juntando (a) e (b) consegue-se esbogar grafico de x = z(t)

O argumento anterior esta ligado a interpretagdo geométrica da equagdo 2’ = f(x) como
campo de direcgbes no plano (t,z) (veremos nas aulas P como associar a equagdo
' = f(t,x) um campo de direcgBes e utilizaremos o programa 'dfield’ para o representar).

24 | 42
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Estabilidade dos equilibrios

A equacao logistica mostra que o comportamento das solu¢des dessa equacao com valores
iniciais préximos dos equilibrios dependem do equilibrio considerado.

Em geral, a evolugcao das solu¢Ges com valores iniciais proximos dos equilibrios é usada para dar
uma classificacao dos préprios equilibrios.
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Definicao

Um equilibrio zy da equagdo 2’ = f(x) diz-se (localmente) estavel se todas as solugdes
x(t) com condig¢Bes iniciais 'suficientemente préximas' de xy ficam 'préximas’ de z, para todo
ot >t

Se para além disso essas solucdes s3o tais que

tllljrnoo .I'(t) = To

entdo x diz-se (localmente) assimptdticamente estdvel

Um equilibrio diz-se instdvel se nao for estavel
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Estabilidade dos equilibrios

Juntando a definicdo anterior com as no¢des adquiridas sobre o estudo qualitativo da e.d.o.
' = f(z), temos o seguinte:

Teorema  Seja zp um equilibrio de 2’ = f(x).

Se existir 6 > 0 tal que

(z —wo)f(z) <0 ((x—w)f(x)>0)

para todo o
x €|xg — , 0 + O[\{xo}

entdo zy é (localmente) assimptdticamente estavel (instavel)
27 / 42
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Equacao Linearizada

Ha outra forma de determinar a estabilidade de um equilibrio zy de 2’ = f(x) que pode ser
generalizada para sistemas e que, no caso escalar, mostra o significado dindmico de f’(x).

Seja xy um equilibrio da equacdo =’ = f(x)

Seja yo € R uma perturbacdo de zq (i.e., yo é uma condi¢go inicial 'préxima’ de ) e seja y(t)
a solucao do correspondente PVI

Definimos desvio de y(t) do equilibrio =y u(t) = y(t) — xq
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Equacao linearizada
Da definicdo de u(t), segue-se que
y(t) =zo+u(t) - zg < ut)—0

isto é

xo € um equilibrio localmente assimptoticamente estdvel para 2’ = f(z) <= wu(t) — 0
29 / 42

Equacao Linearizada

Observamos que de
fx) = f(zo) + f'(20)(z — 20)
para x — xy 'pequeno’ segue-se

u'(t) = f'(wo)u(t)

Logo, se u(t) for 'pequeno’, é razodvel pensar que o seu comportamento (e logo o
comportamento de y(t)) possa ser determinado analizando a solugdo z(t) da equag3o linear

2= f'(x9)z (equacdo linearizada em )

que satisfaz z(0) = u(0) = yo — .
30 / 42
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Equacao Linearizada

Temos

2(t) =@y 2z e R

Logo
m 2z = () é assimptoticamente estavel se f'(z() <0

m 2 =0 éinstdvel se f'(zg) >0
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Teorema de linearizacao

Se f'(x¢) # 0 entdo o equilibrio xy de ' = f(x) tem as mesmas propriedades de estabilidade
do equilibrio z = 0 para a equacao linearizada, isto é:

m se f'(z9) < 0 entdo z( é localmente assimptdticamente estavel
m se f'(zg) > 0 entdo xz( é instdvel

Para além disso uma perturbagdo y(t) de xy tende exponencialmente para o (afasta-se
exponencialmente do) equilibrio zg se f'(z0) < 0 (f'(zo) > 0):

y(t) = w0 + u(t) ~ zo + e @ (yo — 2p)
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Equacoes dependentes de parametros

Em geral, tem interesse o estudo de como se altera o crescimento de uma populagao isolada
quando o sistema ¢é sujeito a perturbacdes exteriores.

Essas perturbacdes podem ser causadas, por exemplo, pela intervencao humana sobre o sistema
e, em geral, dependem de varios pardmetros (alguns dos quais podem, em principio, ser
controlados).

33 /42
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Equacoes dependentes de parametros

Do ponto de vista matematico, isto traduz-se em perceber como se altera a dindmica de uma
EDO quando a fungdo f(z) é perturbada e a sua perturbagcdo depende de alguns pardmetros.
Por exemplo:

uma populacao de peixes que evoluiria de acordo com a lei logistica e que é sujeita a pesca:

¥ = fp(x) =rz(l — E) — Ex

onde o pardmetro E diz-se o esforco de pesca (fishing effort) e pode ser controlado de forma
a satisfazer certos objectivos (ver Ex. 13 das TPs)
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Equacoes dependentes de parametros

Quando o segundo membro de uma equacao diferencial depende de um parametro, digamos
r € R, ao variar de r obtém-se uma familia de equacées diferenciais:

x/ prmng fr(x> et
= f(z,7)
onde f:R xR — R e, ao variar de r, o gréfico de x — f,.(z) varia de forma continua.
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Bifurcacoes
A dindmica da equagao
¥ = f(x,r)

depende de r.

Se ao variar de r houver uma alteracdo abrupta na dindmica da equacdo diferencial, diz-se que
essa equacdo sofreu uma bifurcacio.

36 / 42
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Em geral, ao variar do parametro r pode verificar-se uma variagdo no nimero ou na
estabilidade dos equilibrios da equacao

Os valores do parametro ultrapassando os quais se dd a ocorréncia anterior chamam-se valores
de bifurcacdo
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Bifurcacao sela-né

Se ao variar do parametro dois equilibrios colidem e desaparecem, a bifurcacdo correspondente
chama-se bifurcacio sela-né. Trata-se da bifurcacdo que se encontra mais frequentemente (mas
ndo é a Unica).

Exemplo: 2/ = f(x,r) =1 — 2?

r<0
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Deteccao de uma bifurcacao
Um equilibrio o da equagdo 2z’ = f(x,r) vai depender de r e serd denotado por xo(r).
Pode-se provar que:

uma condicdo necessaria para ter uma variacdo do nimero de equilibrios é que exista um 7 tal
que o correspondente equilibrio xy = x¢(r¢) da equagdo 2’ = f,. (x) satisfaca

fx(l'o, 7"0) = O

39 / 42

15




Deteccao da bifurcacao sela-né

Em particular: se o ponto (xg, ) é um ponto de bifurcacdo sela-nd, ent3o:

f (o, 70), felx0,m0) = 0.

Portanto para encontrar os pontos onde pode ocorrer uma bifurcacdao-sela-né resolve-se o
sistema:

flz,r)=0

fu(z,r) =0

De facto a condicdo anterior serve para encontrar os pontos onde pode ocorrer uma bifurcacio
qualquer (ndo necessariamente a bifurca¢do sela-né).
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Diagrama de bifurcacao
Consideramos a equacgdo
¥ = f(x) = f(x,r).
Para r = ry fixado, os pontos que satisfazem
f(l‘a TO) =0
sao os equilibrios da equagao
v’ = fro(x) = f(z,70)
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Diagrama de bifurcacao

Ao variar de r, as solu¢des da equagao

f(z,r) =0

descrevem um lugar geométrico (uma curva) no plano (r, ).

Chama-se diagrama de bifurcacdo da equagdo 2’ = f(x,r) a curva

f(xz,r)=0

com os ramos que correspondem a equilibrios instaveis desenhados em tracejado e os ramos
que correspondem a equilibrios estaveis desenhados com um traco continuo.
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