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Modelos Biomatematicos —p. 1

Dado z; € R, ao conjunto

{x07xlax27” 5Tyt }
da-se o0 nome dérbita (ou desolugo) da equacao as
diferengas com condicao inicial
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Definicéo
Um pontoz, € R diz-se um ponto fixo d¢ se

f(zo) = 0.

Um ponto fixo def diz-se portanto um
equilibrio da equagoz,.1 = f(x,)
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Equa@es as diferencas de primeira or-
dem

/ :R — R infinitamente diferenciavel e

Tpy1 = f(z,) VneN

r1 = f(x0)
xy = f(z1) = f(f(0)) = f o f(x0) = f*(z0)
x3 = f(22) = f(f(21)) = f(f(f(20))) =

Modelos Biomatematicos —p. 2

No caso da E.D.O. escalar

v = f(2)

x(t) = constante = xy € R é uma solugéo da
ED.O. < f(x) =0

No caso discreto,
{z0, x0, 0, 0, -+ } (OUz,, = 29 VN € N)
é solugéo deCnJrl = f(xn) <~ f(.CCQ) = Xy.
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Proposi@o

Seja

{ZC(),Il,fEQ," * 5 Tp, }
a Orbita da equacao as diferencas

T+l = f(xn)
com valor inicial x.
Se
lim z, =1€R,
n—-+00

entdo

f(l)=1, istoé, [ &um ponto fixo def
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Definicdo Um ponto fixoz, de f diz-se umpogo

(ou umatractor) se existe uma vizinhangd C R de
xo tal que

yoeu —

["(wo) €U YneN e lim ["(yo) = 0.

Um atractor é um ponto estavel.
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Equa@o Linearizada

Sejaxy € R um ponto fixo def.

Chama-sequagio linearizada em torno de, a
equacao as diferenchisear

znp1 = f'(20)zn = [f'(20)]"20
Recordamos que
z =0 = [f'(z)| <1
20| = +00 = [f'(20)| > 1
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O anélogo de uma orbita fechada de uma E.D.O.
€ um ponto perodico def:

Definicdo Um pontox, € R diz-se um ponto
periodico def de periodo (minimao} se

xj = f(x0) # x; = ['(w0)
,j=0,--- k=1, i#j

fH(o) = o
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Definicéo
Um ponto fixoz, de f diz-se umdonte

(ou umrepulsol se existe uma vizinhangd C R de
xo tal que as iteradas através dede todos os pontos
ded \ {x¢} saem de.

(Vyo € U\ {zo} existen,, € N : f"o(yy) ¢ U)

Uma fonte € um ponto instavel.

Um ponto fixo que ndo seja uma fonte ou um poco
diz-seneutralmente eével
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Teorema

Sejar, € R um ponto fixo def. Entdo:
1. xp € um poco séf’(xg)| < 1;

2.z € uma fonte séf’(zg)| > 1;

3. nada podemos concluir acerca das

propriedades de estabilidade dg se
f(xg) = £1.
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Logo, como no caso de uma 6rbita fechada, uma
oOrbita periodica repete-se:

{3707331; sty Tp—1,T0, L1, " }

Orbitas periddicas de periodesdo também
chamadag —ciclos

Observe-se que se, € um pontok—periédico
de f 0 mesmo € verdade para 0s pontos
Ty, T2y * ", T—1

do k—ciclo
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Notamos que
xo ponto k—periodico def — 1z, € um
ponto fixo de f* (mas n&o def’ para
1<j<k-—1)(eviceversal)
Logo, também os pontos

L1, X9y, Tl—1
da Orbitak —periddica sdo pontos fixos dg*
(mas ndo def’ paral < j <k —1)
Portanto, a umk—ciclo de f correspondentk

pontos fixos def* (que n&o sdo pontos fixos de
S/ paral <j<k-—1)
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Ha uma bijeccéo entre os pontos fixos ffeque
nao sdo pontos fixos dé e os pontos
2—periddicos def.

Definicéo

Sejaxr, um ponto fixo def? mas nao def.

O 2—ciclo de f correspondente diz-se atractivo
(ou repulsivo) ser, for um ponto fixo atractivo

(ou repulsivo) def?.
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Bifurcagdes

Quando o segundo membro de uma equacéao as
diferencas depende de um parametro, digamos
r € R, ao variar der obtém-seauma fanilia de
equa@esas diferencas

Tp+1 = fr(-Tw) =
= f(iEn,T)
ondef:RxR—R

Por exemplo

fT('T) :f(.l’,T) =TT, fr(l') :f(l‘,’f') :7’.7)(1—.73)
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Em particular:2—ciclos
Sejaxy um ponto periédico de periodode f:

x1 = f(w) # xo, f(z1) = f*(x0) = 0.

Entéo
{x()v L1, X0, L1, " }

éum2—ciclode f e

xo € um ponto fixo def?.

x1 também é um pont®— periddico e um ponto
fixo de f2.

Modelos Biomatematicos — p. 14

Seja{xg, x1, o, 1, - - } um dois ciclo def.

Pela regra da cadeia,
[F2(x0)]" = [f(f(z0))) = (1) f'(x0)
()] = [f(f@)] = f'(z0) £ (x1).

Logo, conclui-se que

0 2—ciclo é estavel sef’(zo) f'(z1)| <1 eé
instavel se|f'(xo) f'(x1)] > 1.
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Bifurcagdes

A dindmica discreta da equacédo

Tpt1 = fr(xn)
depende de.
Se ao variar de- houver uma alteracéo abrupta na
dindmica da equacéo as diferencas, diz-se que essa
equacao sofreu unafurcagao.
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Em geral, ao variar do parametropode
verificar-se uma das seguintes ocorréncias:

1. uma variacdo no numero e na estabilidade dos
equilibrios da equacéo;

2. uma variagdo no numero e na estabilidade dos
ciclos

Os valores do parametro ultrapassando os quais
se da uma das ocorréncias anteriores chamam-se
valores debifurcacgdo
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NGs veremos 0s seguintes exemplos de
bifurcacdes simples de um ponto de equilibrio.

. um equilibrio que bifurca em dois equilibrios e
muda as suas propriedades de estabilidade;

. um equilibrio que muda de estabilidade
gerando-se un2—ciclo em torno desse ponto
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22-1

Um equilibrio z, da equagaa:,, ., = f,.(z,) vai
depender de' e sera denotado par(r).

Pode-se provar que:

uma condi¢do necessaria para ter uma variagao
do namero de equilibrios é que exista umtal
que o correspondente equilibrig(ry) da
equagaapnﬂ = f’r’o (l‘”) Satisfa(;a

f7/-0(930(7’0)) =1

uma condi¢do necesséria para ter variagao do
namero de ciclos € que exista urmp tal que o
correspondente equilibrio,(ry) da equagéo
Tpi1 = fr,(x,) Satisfaca

fiy(@o(ro)) = —1.
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Equacdo logistica discreta

Ipt1 = Txn(l - x?l)v r>0

Modelos Biomatematicos — p. 22

22-2



equagao logistica com
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equagao logisica com

 segunda terada da funcao logistica para r=2.8
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a segunda terada da funcao logistica para
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a segunda terada da fungao logistca para =18

22-10

2 segunda iterada da funga logistica para r=3
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2-ciclo para o valor
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22-15 22-16

Diagrama de bifurcap

Para cadal < r < 4 representa-se num
diagrama o atractor’ da dinAmica contra

16-ciclo para o valor r=3.5675

l<r<r:=3 umpogoz(r)=1-1

22-17
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Diagrama de bifurcap

Para cadal < r < 4 representa-se num Tn — Too = 3.570... n — 400
diagrama o atractor’ da dindmica contra

l<r<r:=3 umpogoz(r)=1-1

Tn+1l — Tn
3=r <r<ry:=1++6=3.449.... Trao — Tnsl
um 2! ciclo estavel{z3(r), z3(r), -+ ,}

— 4.6692... n — +oo

14+vV6=ry<r<ry:=3544... um 22 ciclo
estavel

3.544 =ry <7 <74:=23.564 um 23 ciclo
estavel

r, <r<r, um2" ciclo estavel
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Diagrama de bifurcacao da equacao logisica




