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Modulo 7(continuacao)

Estimacéao de parametros

7.9 Intervalos de confianca

Quando a populacéo é sondada e ndo recenseada, as estatisticas da LT, designadamente S, e
l,, sdo também estimativas e, por isso, requerem que as suas propriedades estatisticas sejam tidas em
atencdo. Quando é efectuada uma estimativa da sobrevivéncia, esta deve ser apresentada com a
informacao estatistica necesséria para o leitor julgar por si proprio a confian¢a que pode depositar na
referida estimativa. Por outras palavras, deve ser apresentada com uma variancia e um intervalo de
confianca.

Recorde-se S, e qx, definidas por [4.1] e [4.5], respectivamente. Estas taxas definem a
probabilidade de que cada individuo que chega vivo a idade x pertenca a uma de duas categorias,
sobreviver ou ndo-sobreviver, enquanto tem x a x+Ax anos de idade. Se N, for uma amostra aleatéria
de todos os individuos chegados a idade x da populagédo, entéo a probabilidade de k destes individuos
sobreviverem até x+Ax e N,-k morrerem, é dada pela distribuicdo binomial, com parametros S, e 1-
S,=0qx. A variancia de uma estimativa de S, ou de g, € dada pela variancia da binomial:

S
Var(SX):Var(qx):’)\‘I—qx [7.16]

X

Como S, e gy sao eles proprios estimativas, o estimador centrado da variancia é (Zar 1984),

_ _ S
var(s,)=Vvar(q, )= qu—xl (7.17]
X

onde o til significa que se trata duma estimativa do correspondente valor na populacao.

O mesmo raciocinio pode ser usado para l, . Isto é, a probabilidade de que cada recém-nascido
pertenca a uma de duas categorias, sobreviver ou ndo sobreviver, enquanto tem 0 a x anos de idade.
Se Ng for uma amostra aleatéria de todos os recém-nascidos, a probabilidade de k destes sobreviverem
até x, é dada pela distribuicdo binomial, com parametros I, e 1-l,. A variancia de I, € estimada por,

L -1,

varl, =
¥ Np-1

[7.18]
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Podem-se obter limites de confianca para os pardmetros Sy, 0y € ly, directamente de [7.15] e
[7.18], usando a aproximacao da distribuicdo normal & binomial. Para um valor de N, suficientemente
grande (diga-se >30), os limites inferior e superior do intervalo de confianca para S séo
aproximadamente dados por,

Sy +24/24Var(Sy) [7.19]

onde S, é a estimativa obtida pelos métodos da seccéo 4.1 e z,, € o quantil da distribuicdo normal
reduzida, N(0,1) para la do qual a area sob a curva é o/2. Para um intervalo de confianga de 95%, tem-
se 0=0.05 e a/2=0.025, a consulta de uma tabela da distribuicio N(0,1) indica que z,,=1.96.
Finalmente, o termo com a raiz quadrada é o desvio-padrdo de S,, calculado a partir de [7.17]. O
mesmo raciocinio pode ser aplicado para construir intervalos de confianga para gy e Iy, usando ainda o
desvio-padréo derivado de, respectivamente, [7.17] e [7.19], e o valor de z,.

A tabela 7.4 tem um exemplo numérico que ilustra a construgdo de intervalos de confianca a
95% para Sy e ly, baseados na distribuicdo binomial. Partindo de um ndmero inicial de individuos,
No=100, que decresce sucessivamente (99, 50, ...), foram calculadas as taxas de sobrevivéncia, os
desvios-padrdes (usando [7.16] e [7.18]) e os intervalos de confianga usando [7.19].

Tabela 7.3. Célculo de intervalos de confianga para as taxas de sobrevivéncia, S, e l,, duma coorte que se inicia
com N,=100 individuos. As variancias binomiais (Var Binm) sdo calculados usando [7.16] e [7.18] e os desvio-
padrdes (dp Binm) sdo a raiz quadrada da variancia. Os limites inferior (L inf) e superior (L sup) dos intervalos de
confianca (IC Binm) para Sy e I, séo calculados usando [7.19].

Sy Jge IC Binm p/ Sx IC Binm p/ |
Ny S s Var Binm dp Binm | Var Binm dp Binm L Inf L Sup L Inf L Sup

100 0.99 1 0.0001 0.0099 0 0 0.9705 1.0095 1 1
99 0.51 0.99 0.0025 0.0502 0.0001 0.0099 0.4115 0.6085 0.9705 1.0095
50 0.4 0.5 0.0048 0.0693 0.0025 0.0500 0.2642 0.5358 0.4020 0.5980
20 0.25 0.2 0.0094 0.0968 0.0016 0.0400 0.0602 0.4398 0.1216 0.2784
5 0.2 0.05 0.0320 0.1789 0.0005 0.0218 | -0.1506  0.5506 0.0073 0.0927
1 0 0.01 0 0 0.0001 0.0099 0.0000 0.0000 | -0.0095  0.0295

0 0 0 0 0 0 0 0

Infelizmente, ha dois problemas com os intervalos de confianga calculados por [7.19] que sdo
visiveis na Tabela 7.4. Primeiro, os limites dados por [7.19] podem gerar intervalos que saiam para fora
dos limites [0, 1] admissiveis para uma taxa de sobrevivéncia. O segundo problema surge quando uma
das estimativas, Sy ou |, € igual a 0 ou 1. Neste caso, a variancia dada por [7.16] ou [7.18] também é
zero e os limites do intervalo de confianca ficam iguais ao proprio parametro estimado. Uma forma
simplista de resolver o primeiro problema, consiste em substituir o limite do intervalo de confianga que
ultrapassa 0 ou 1 por, respectivamente, 0 ou 1. Este procedimento, porém, tem o inconveniente de
tornar a amplitude do intervalo (i.e. a diferenca entre o limite superior e inferior) artificialmente pequena.
Ha formas melhores de lidar com o problema, algumas das quais bastante sofisticadas (Ebert 1999). A
técnica apresentada a seguir, foi seleccionada pela facilidade com que pode ser programada numa
folha de célculo (excel ou outra) e porque foi recentemente recomendada por Agresti and Coull (1998) e
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por Brown et al (2001). Além disso, os seus méritos ndo dependem muito do tamanho da amostra ou do
valor verdadeiro do pardmetro que se pretende estimar (n e p da distribuicdo binomial). A sua deducéo
é directa, embora requeira longa manipulacdo algébrica. No fim, tudo se resume a uma férmula que
sera apresentada sem explicagdo tedrica.

Designe-se por 6, a estimativa da taxa da idade x (6, pode ser uma estimativa de S,, gy ou ).
Esta estimativa foi obtida a partir de um nimero inicial de individuos, N, (o tamanho da amostra). Seja
Z.2, COMo ha pouco, o quantil da distribuicdo normal reduzida, N(0,1). Por exemplo, para um IC de
95%, ja vimos que z,,=1.96. Os limites inferior e superior que delimitam o IC dentro do qual o
verdadeiro valor da taxa deve estar com (1-a)% de confianca sdo dados por,

2 2
0 + Zy12 + Zalz\/gx (]I;I_gx)_i_jzlz\;zz
> - [7.20]

Para exemplificar a aplicacdo deste método, retomo dois exemplos numéricos da Tabela 7.4.
No primeiro, tomo Ny=100 e Ns;=20, donde 1;=0.20, e vou calcular os limites de um intervalo de
confianca a 95% (a/2=0.025) para l;. Neste caso, 6= 0.20, Ny é o tamanho da amostra e z,,=1.96. A
aplicacdo de [7.20] da directamente o seguinte IC: [0.1334, 0.2888], o qual esta um pouco mais
“encostado a direita” do que o intervalo [0.1216, 0.2784] da Tabela 7.4. Além disso, ao contrario do IC
binomial, ndo é simétrico em torno de 0.2.

Num segundo exemplo, considero No=100 e N;=99, donde S,=0.99, e calculo os limites para
um IC a 95% em torno de Sy. Recorde-se que, na Tabela 7.4, o limite superior do IC neste caso deu
superior a 1, o que ndo é admissivel. A aplicacao de [7.20] d& o seguinte IC: [0.9455, 0.9982], o qual j&
€ admissivel.

A Tabela 7.5 retoma a coorte da Tabela 7.4 e recalcula os intervalos de confianca para S, e 0s
guais sao comparados com 0s anteriores intervalos binomiais.

Tabela 7.4. Intervalos de confianca para a taxa de sobrevivéncia, S, duma coorte que se inicia com Ny=100
individuos. Apresentam-se os limites inferior (L inf) e superior (L sup) dos intervalos baseados na distribuicdo
binomial (da Tab. 7.4) e baseados na equacéo [7.20] de Agresti-Coull.

Intervalo binomial Intervalo Agresti-Coull

N, Sy L inf L sup L inf L sup
100 0,99 0,970 1,010 0,946 0,998
99 0,51 0,412 0,608 0,408 0,601
50 0,4 0,264 0,536 0,276 0,538
20 0,25 0,060 0,440 0,112 0,469
5 0,2 -0,151 0,551 0,036 0,624
1 0 0 0 0 0,793
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Para valores intermédios da sobrevivéncia (~ 0.4-0.6), ndo existe grande diferenca na
amplitude e nos limites dos intervalos obtidos pelos dois métodos. Perto dos limites 0 e 1, porém, os
intervalos Agresti-Coull sdo assimétricos e ndo saem para fora daqueles limites, ao contrario dos
intervalos binomiais que mantém a simetria a que a equacao [7.19] obriga. Nos casos extremos em que
a sobrevivéncia é igual a 0 ou a 1, s6 os intervalos Agresti-Coull sdo aceitaveis.

7.10 Variancianos métodos Kaplan-Meir e Nelson-Aalan
Para estimar a variancia em torno de uma estimativa da sobrevivéncia no método Kaplan-Meir,
ha a considerar dois casos. Primeiro, a variancia para as estimativas de sobrevivéncia por idade, S,

pode ser estimada pela formula habitual, [7.17], para a variancia de proporcdes,

_Sx(@-S4)
(5,)- 2%

Var

Por exemplo, nos ursos (sec 7.2), a variancia da sobrevivéncia da idade 10,5 &,

Var(Sys)= Slollfligillof)) - (0.883)_(2'111) =0.012

A construcdo de intervalos de confianca para S pode depois prosseguir normalmente,
seguindo as orientacdes da sec¢do anterior.

O segundo caso é o da variancia de estimativas de sobrevivéncia até a idade x (l,) que
resultam, elas préprias, do produto de outras sobrevivéncias, como é o caso de I, no método KM, em
gue ndo se acompanha sempre a mesma coorte. Suponhamos que |, foi estimado a partir das
sobrevivéncias das idades i, i+1, i+2, ..., x-1. A estimativa da variancia de I, pode ser obtida pela
chamada “férmula de Greenwood” (Skalski et al 2005)",

X—1 D
) :
Var(ly) = I Z—N-NI- . [7.21]
1"+

Sendo D; o numero de mortes com idade i. No exemplo dos ursos, a variancia da sobrevivéncia entre
as idades 2.5 e 5.5, por exemplo, é dada por,

Var(l —0612)% 2 2 L }0.030
ar(l[25,55) = ( ) {(7)(7)+(7)(5)+(7)(6)

No método Nelson-Aalan, o estimador da sobrevivéncia era, recorde-se,

! A formula de Greenwood é a mais popular, mas Cox and Oakes (1984) Analysis of Survival Data, Chapman
And Hall, argumentam que a seguinte férmula tem um comportamento preferivel: Var(l,) = If(l—lx)/NX
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X
D
XN

— @ linicial !
Iy =¢e

A variancia deste estimador, pode ser aproximativamente calculada por (Skalski et al 2005),

X
D.
var(l,) = I)%Z:N—'2 [7.22]
i=0 !

7.11 Tamanho da amostra

Considere-se agora o tamanho da amostra necessario ao calculo duma taxa de sobrevivéncia.
Suponhamos que estamos interessados em estimar a taxa de sobrevivéncia entre a idade x e X+AXx,
mas nao queremos cometer um erro maior do que a quantidade E (por exemplo, E=0.1). Suponhamos
ainda que o risco que estamos dispostos a correr de que o referido erro seja superior a E é 0=0.05, isto
€, em cada 20 vezes que fizessemos a experiéncia, s6 uma vez o erro seria superior a E. Qual é o
ndamero minimo de animais, N,, que temos de amostrar para assegurar este objectivo ? A teoria
estatistica da amostragem (Cochran 1977) indica-nos o valor minimo que N, deve ter:

_ ZOZlSX(l— sx)

N
X E2

[7.23]

Sendo z, o valor tabelado da distribuicdo normal reduzida (z,=1.96, para o=0.05). Na pratica, como Sy
nao é conhecido, é necessario substitui-lo em [7.21] por um valor estimado. Caso nado haja a minima
indicacéo do valor provavel de S,, uma alternativa de ultimo recurso a [7.23] é,

0.2522
==

Ny [7.24]

Se houver razdes para crer que o valor de N,, estimado por [7.23] ou [7.24], ndo € muito
inferior ao nimero total de individuos que na populacdo tém x anos de idade, entdo a amostra nédo
necessita de ser tdo grande. Designando por Ny pop 0 NUMero total na populagdo, o tamanho final da
amostra, My, pode ser corrigido por:

N, -1 [7.25]
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7.12 Populac@es exploradas

Frequentemente, o bidlogo tem de recorrer a dados de capturas efectuadas sobre a populagéo,
por razdes comerciais ou desportivas, para estimar parametros demograficos e, a partir dai, modelar a
dinamica da populacdo e, eventualmente, geri-la. E importante portanto compreender as vantagens e
desvantagens deste tipo de dados. A vantagem mais 6bvia é que os cacadores (ou pescadores)
ajudam a colecta dos dados. A captura de animais pode decorrer ao longo areas geogréaficas muito
extensas e/ou ocupar uma grande parte do ano. Uma sondagem que fosse efectuada para fins
cientificos com uma ocupacdo espacio-temporal semelhante, seria proibitivamente cara.
Comparativamente, a amostragem das capturas € um procedimento muito mais barato e, em geral,
logisticamente mais simples. Por esta raz&o, os dados de capturas pela caca e pela pesca sdo com
frequéncia uma das principais fontes de informacdo em que se baseia a gestdo de populacbes
exploradas.

Apesar destas vantagens, ha importantes desvantagens no uso dos dados de capturas. Os
cacadores e os pescadores ndo tomam amostras aleatorias da populacéo explorada. H& varios factores
gue podem influenciar as caracteristicas dos animais que sdo capturados, nomeadamente, a legislagao
relativa a exploracdo, os meios de captura de que se disp8e (armadilhas ou armas, anzéis ou redes de
arrasto ...), o valor econémico dos diferentes tipos de animais, os factores climatéricos e a prépria
abundéancia dos animais. A disponibilidade e a vulnerabilidade a captura também ndo é a mesma entre
animais de diferentes tamanhos, sexos, ou ao longo dos anos. Evidentemente, a eventual relutancia de
cacadores e pescadores em relatar o que capturaram com exactiddao, como e onde, também néo ajuda,
mesmo que a legislacdo obrigue a que o fagam. Por estas razdes, a gestdo de grandes populactes
exploradas €, em geral, feita com base na combinacéo das “espreitadelas ao saco do cacador” com
sondagens cientificas independentes, realizadas de forma a obter amostras tdo representativas da
populacéo que esta no campo quanto possivel.

Populaces marinhas exploradas

A estimacdo da abundancia das grandes popula¢cdes marinhas coloca dificuldades muito
particulares. E em geral impossivel observar os individuos directamente, a sua distribuicdo geogréfica é
em geral muito extensa e, quando se efectuam marcacdes de animais, as taxas de recaptura sdo
habitualmente muito baixas (<2%). Estas dificuldades, aliadas ao facto de muitas destas populaces
terem grande interesse econémico, sdo talvez a razdo por que os bidlogos que trabalham com
populagdes marinhas foram, ao longo dos Ultimos 50 anos, particularmente activos na elaboragéo de
teoria e métodos alternativos para estimar taxas de sobrevivéncia (Gulland 1955, 1969; Ricker 1975,
Pauly 1984, King 1995)

A estimacéo da sobrevivéncia de popula¢des exploradas pela pesca ou pela caca, depende
fortemente da informac&o recolhida a partir dos animais capturados. E intuitivo que a estrutura etaria
das capturas deve ser muito informativa acerca da estrutura etaria da populacdo, desde que as
capturas sejam uma amostra representativa da populacdo. Em geral é razoavel pressupbr que as
capturas sao uma amostra representativa a partir de determinada idade, a chamada idade de
recrutamento a exploracédo. A partir desta idade, C,/Cy, isto é, a propor¢do de animais capturados com
idade x, C,, relativamente a captura total, Cy, deve ser idéntica & correspondente propor¢do na
populacéo, c,=N,/N, desde que as capturas ocorram aleatériamente. Uma das técnicas mais utilizadas
nas décadas de 1960-70 foi a chamada "curva de capturas” (the catch curve). Baseia-se na relacéo
gue, numa populacao estacionaria, deve existir entre o decréscimo das capturas por idade (C, versus Xx)
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e a sobrevivéncia por idade, assumindo que a distribuicdo etaria das capturas é representativa da
distribuicao etaria na populacdo. Ricker (1975) exp6e os detalhes do método.

A utilizagdo de relagdes empiricas que envolvem taxas de sobrevivéncia ou de mortalidade
tambem tem sido comum em espécies aquaticas. Uma relagdo empirica € uma relacao estatistica que
se constata que existe entre os parametros biol6gicos ou ambientais das espécies. A explicacdo para
estas relacdes € em geral mal compreendida, mas o seu caracter predictivo confere-lhes grande
utilidade pratica (Peters 1983). Por exemplo, Hoenig (1984) reuniu dados de grande numero de
moluscos, peixes e cetaceos, e concluiu que nas espécies marinhas existe a seguinte relacéo entre a
taxa média de sobrevivéncia total, S, e a idade maxima observada na espécie (Xmay):

1.44-0.984 LN Xy

LnS, =-¢

A aplicacéo directa da férmula indica que, se o individuo mais velho que foi observado na espécie
tivesse 1, 5 e 10 anos de idade, a sobrevivéncia total média da espécie (eqs 2.4 e 2.5) seria,
respectivamente, 0.015, 0.42 e 0.645.

Num outro exemplo, Hoenig et al. (1983) apresentaram uma relagdo empirica entre S;, a
mediana dos comprimentos dos individuos da populagdo, Y, (estimada a partir de amostras de
capturas), dois dos parametros da equacéo de crescimento de Von Bertalanffy (K, Ly) e, finalmente, o
comprimento médio com que os individuos séo capturados pela primeira vez, |.:

K Ln2

Y - Ln(l— . j
LOO

LnS, =-

7.13 O método Michod-Anderson para estimar r e sobrevivéncia a partir de frequéncias etarias.
(NAO leccionado nas aulas, NAO vem para avaliacio de conhecimentos)

No modulo 4 introduzi o conceito de populacdo estacionaria e discuti a possibilidade de
aplicar a teoria da coorte a populacéo, assumindo que esta se encontra estacionaria. Esta aplicacédo
tem bastante interesse, dado ser frequente o ecologista ndo dispér de varias observacbes da
estrutura etaria da populacdo espacadas no tempo, de forma a poder seguir a sobrevivéncia das
coortes. De facto, quando existem estimativas do nimero de individuos por idade num Unico ano, t,
do calendario (simbodlicamente, Ny, Ny, ..., Ny, ...), 0 método habitualmente usado para estimar as
taxas de sobrevivéncia consiste em assumir que a populacdo atingiu DEE e que r=0, i.e., esta
estacionaria. Como a estrutura etaria da populagdo nestas circunstancias € igual a da coorte, as
taxas de sobrevivéncias sdo entdo calculadas por,

SX — NNX+l,t e IX — NX,’( [Al]

Xt
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O pressuposto de estacionaridade é bastante forte e, se possivel, convém dispor de
alternativas menos restritivas que também permitam extrair informacdo demografica relevante a
partir da estrutura etaria vertical da populagdo num Unico ano. Nesta seccdo apresento um método
gue permite estimar o parametro r e as taxas de sobrevivéncia a partir da estrutura etaria (Nog, Ny,
..., Ngt, ...) observada no ano t, sem que seja necessario assumir r=0. Basta assumir que a
populagdo tem crescido com LT constante, tendo atingido a DEE (mas ndo necessariamente a
estacionaridade) e, simultdneamente, dispér de informacdo sobre a fertilidade da populacéo por
idade, isto é m,. O método deve-se a Michod and Anderson (1980)° e é concebido para reprodutores
sazonais.

Se a populacéo se encontra em DEE, o nimero esperado de individuos no inicio da idade X,
no instante t, é igual aos nascimentos ocorridos ha x anos atras, By, multiplicados pela probabilidade
de sobreviver até a idade x,

Em geral, porém, a sondagem da populacdo ndo é efectuada imediatamente apds a época
de reproducéo, i.e., no inicio da idade. Seja t o instante em que se da a sondagem e designe-se por
p a fraccdo da unidade de tempo considerada que decorre desde a época de reproducdo até ao
momento t. Por exemplo, se o intervalo de tempo considerado, (t, t+1), sdo 12 meses e a sondagem
ocorreu 3 meses apoés a época de reproducdo, entdo p=3/12=0.25. Designe-se por |, a probabilidade
de um recém-nascido permanecer vivo até a sondagem. O numero esperado de individuos na idade
x=0, na altura da sondagem em t, deve ser igual ao nimero de nascimentos ocorridos no intervalo
anterior (t-1, t), multiplicado por I

Not = Bl [AZ]

p

O numero esperado de individuos na idade x=1, na altura da sondagem, deve ser,
Nl,t = Bt—2|l+p

onde |4, € a probabilidade de um recém-nascido fazer 1 ano de idade e depois permanecer vivo até
a sondagem. O numero esperado na idade x=2 sera,

N,, =B,

t-3"2+p
Em geral, na idade x, espera-se o seguinte nimero de individuos,

N =B

X, t t—(x+1) " x+p

2 Michod, RE and Anderson WW. 1980. On calculating demographic parameters from age frequency
data. Ecology 61:265-269
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Recordando a relagdo [7.5], valida para uma populacio em DEE, isto €, B=B.,e™, 0 nimero
esperado de individuos na idade x no instante da sondagem &,

Nx,t = Bte_r(x+l)|x+p [A3]

No intervalo de tempo (t, t+1), cada individuo da idade x contribui com m, descendentes para
a populacdo. O numero total de nascimentos ocorridos no intervalo (t, t+1), isto é B,, deve ser o
somatério das contribuicdes de todas as idades,

L
_ —r(x+1)
Bt _the Ix+pmx
x=0
dividindo tudo por B,

L
1=Y"e " m, [A4]
x=0

A equacao [A4] corresponde a equacgédo de Lotka [7.8], quando o instante em que se da a sondagem
do numero de individuos por idade esta “deslocado” a fracgdo p “para a frente”, relativamente a
época de reproducéo.

Retome-se a equagéo [A3] e resolva-se em ordem a l,.p,

N t er(x+1)
IX+ = =
P
Bt
De novo, uma vez que B=B,e",
I Nx,t er(x+l) Nxt erx
X+p r =
Btfle Btfl
Recordando [A2], tem-se finalmente,
N ot erx
Ix+p = N— I p [A5]

Quer dizer, se for conhecido r e |, a equagdo [A5] permite obter estimativas de |, a taxa de
sobrevivéncia dos recém-nascidos até a idade x+p, a partir da estrutura etaria da populagdo no
instante t. Com o objectivo de obter uma estimativa de r, substitua-se [A5] em [A4],

isto &,
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N
L 1,m, [A6]
NO,t

L
e'=>
x=0

A equacao [A6] permite estimar r a partir da estrutura etaria da populacdo, da tabela de
fertilidade por idade e de I,. Uma vez conhecido r, este pode ser usado na equagéo [A5] para estimar
sobrevivéncia por idade.

Para estes procedimentos é necessario ter uma estimativa independente de 1, a
probabilidade de um recém nascido sobreviver a fraccdo de tempo p. Quando este valor ndo €
conhecido, muitas vezes sera mais razoavel assumir um valor numérico para |, do que assumir que a
populagdo se encontra estacionaria (r=0) como muitas vezes é feito. Se, no entanto, o ecologista
preferir assumir estacionaridade, a sobrevivéncia deve ser estimada por [A5] e ndo por [Al]. Note-se
que a utilizagdo de [Al] pressupde que I,=1, isto &, recenseamento imediatamente apos reproducéo,
ou entdo o que se esta a estimar € I/l

Finalizo recapitulando os pressupostos e os calculos. Assumindo que a populacdo estd em
DEE e que séo conhecidos: (Noy, Ny, ..., Ngy, ...), (Mo, My, ..., my, ...) e |,. Primeiro, obter o valor de r
a partir de [A6], a seguir obter a sobrevivéncia das idades x+p, a partir de [A5].
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