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LObjet:‘civos do curso e matéria prevista

Objectivos de aprendizagem

1. Téoria
» Objetivos em termos de contetido:
PARTE A: 13/2-20/3
Introdugdo as equa¢des diferenciais ordinarias (EDO)
PARTE B: 24/3-21/4
Fungbes vetoriais de n varidveis. Introdugdo as curvas e
superficies.
PARTE C: 26/4-26/5
Integrais de linha, duplos e triplos. Coordenadas polares.
» Aprender a demonstrar resultados simples.
2. Prética
> Po6r em prética a teoria realizando exercicios
» Aprender a calcular
» Aprender a conceber uma resposta escrita; trabalhar em grupo
e partecipar a dindmica da turma
» Nesta cadeira é fundamental a participagdo nas aulas de TP,
onde a matéria vai ser acompanhada semana apds semana.
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LObjecﬁvos do curso e matéria prevista

A avaliagao tem 3 componentes:

> Testes intermédios (avaliagdo continua): ~ 30%=2
valores cada (QUIZ ONLINE durante as aulas T dos dias 3/4
(parte A), 5/5 (B) e 26/5 (C). Perguntas de teoria e exercicios
(sem demonstracdes). Quizz no exame (15%=3 valores).

» Arredondamento AC: participagdo as T e/ou TP
(presencas).

> Exame escrito, parte pratica: exercicios vistos nas TPs
e/ou préximos dos exercicios feitos nas TPs (30%=6 valores)

» Exame escrito de téoria (demonstragao): 25%=5 valores.

» Relatério de grupo (de 1 as 5 pessoas) (dispensa de T e
TP do 2/3 ao 6/3). Este relatério serd avaliado pelo vosso
professor de TP (I: insuficiente; B: bom; MB: muito bom) e
servird para efeito de arredondamento da nota final (passar de
9.2 2 10 com "MB" ou de 13.6 a 14 com "B"; com "I" ndo se
faz arrendodamento por cima, i.e. 9.3 fica em 9).
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LObjet:‘c?vos do curso e matéria prevista

Apoio e sessoes de esclarecimento

» Durante a aula de TP, depois das apresentacodes dos exercicios
(pode-se conversar além da hora prevista com quem o desejar)

» Por marcagdo com o professor de tedrica ou o vosso professor
de TP.

OS VOSSOS PROFESSORES de TPs:
» Nicolas Van Goethem (professor & regente da disciplina)

» Cecilia Ferreira (professor)
mcferreira@ciencias.ulisboa.pt

» Francisco Moreira (assistente convidado, aluno de
doutoramento) flmoreira@fc.ul.pt

ESTATISTICAS DOS ANOS ANTERIORES:
» 2021/2022 : passagem: 80,1%
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LObjet:ﬁvos do curso e matéria prevista

Sugestdo de textbooks de apoio

» Single and Multivariable Calculus (early transcendentals):
James Stewart 2018 (Cengage Learning)
» Calculus, one and several variables:
Salas, Hille and Etgen 2007 (John Wiley and Sons)
» Fundamentos de andlise infinitesimal:
M. Figueira 2011 (Colecdo Textos de Matemdtica, vol.5, DM
FCUL)
» Calculo Diferencial e Integral para Funcdes de Virias
Varidveis:
Carlos Sarrico 2009 (Esfera do Caos)
CURSOS ONLINE (OPENCOURSEWARE)
e https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-03sc-differential-
equations-fall-2011
e https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-02sc-
multivariable-calculus-fall-2010/
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LObjecﬁvos do curso e matéria prevista

Objectivos do curso

1. PARTE A: Ter nocdo de Equacdo com Derivadas Ordindrias e
de modelos matematicos com base EDOs; identificar e resolver
varios tipos de EDO; ter nocdo de questles de existéncia e
unicidade para EDOs e de problemas com valores iniciais.

2. PARTE B: Ter nogdo de curvas e superficies
parametrizadas e do cdlculo com funcoes de n varidveis
tal como limite, continuidade, diferenciabilidade; ter nocdo de
extremos locais e globais e uma introdugdo a optimizacao.

3. PARTE C: Ter nogdo de integrais de linha (possivelmente:
de superficie), duplos e triplos; teoremas de Stokes e Green;
introducao as coordenadas polares; derivacdo e integracdo em
coordenadas polares.

B Sempre que possivel, serdo dadas algumas pequenas
demonstracoes de teoremas ou lemas. As mesmas fazem parte da
matéria tedrica para o exame.
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L Conteido das aulas teéricas

Conteudo das aulas tedricas
PART A:

>

>

>

Aula 1: Introdugdo as equagdes diferenciais ordindrias (EDO)
(13/2)

Aula 2: EDO linear ou n3o linear, de primeira ordem,
separavel (17/2)

Aula 3: EDO linear de primeira ordem: coeficientes
constantes e caso geral (24/2)

Aula 4: EDO de primeira ordem: diferenciais exatos (27/2)
Aula 5: EDO de primeira ordem: sistema linear (10/3)

Aula 6: EDO de segunda ordem: introdugdo e teoria geral;
solugbes particulares e solugdo geral; base de solug¢des;
Wronskiano (13/3)

Aula 7: EDO de segunda ordem: Teorema de existéncia e
unicidade; EDO com coeficientes constantes: caso homogéneo
e ndo-homogéneo (17/03)

7/313
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L Conteido das aulas teéricas

Conteldo das aulas tedricas

» Aula 8: EDO de segunda ordem: solugdes particulares (20/3)
PARTE B:
» Aula 9: Fungdes vectoriais de n varidveis -1- (24/3)
Aula 10: Fung¢des vectoriais de n varidveis -2- (27/3)
Aula 11: Quizz de treino (31/3)
Aula 12: TESTE INTERMEDIO 1: EDOs (3/4)
Aula 13: Fungdes vectoriais de n vardveis -3- (14/4)
Aula 14: Extremos e Optimizagdo (17/4)
Aula 15: Curvas no plano e no espaco (21/4)

vVvvyVvVvVvyyypy

Aula 16: Representacio de superficies: superficies
parametrizadas (24/4)
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L Conteido das aulas teéricas

Conteldo das aulas tedricas

PARTE C:

>
>

vvvyyypy

vy

Aula 17: Gradiente, divergéncia e rotor (28/4)

Aula 18: TESTE INTERMEDIO 2: FUNCOES DE n
VARIAVEIS (5/5)

Aula 19: Integral de linha; Integral duplo (8/5)

Aula 20: Integral fatiado; Integral de superficie (12/5)

Aula 21: Teorema de Green e de Stokes. Integral triplo (15/5)
Aulas 22: Coordenadas polares; Gradiente em coordenadas
polares. Integragdo em coordenadas polares (19/5)

Aula 23: Revisdes parte C (22/5)

Aula 24: TESTE INTERMEDIO 3: INTEGRAIS (26/5)
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LParte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A

PARTE A: Equacoes Diferenciais Ordinarias
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|—Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

AULA 1: (13/2/2023)

Introducao as EDO.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias -1-
Motivaggo

P A ciéncia é construida em primeiro lugar com base e mediante
observacgdes de alguns fenémenos " naturais” (fisicos,
quimicos, bioldgicos,etc.)

» Em segundo, de tentativas de modelizacdo dos mesmos: isto
é, da formalizacdo das observacGes sob a forma de equacdes.

> Em terceiro, da andlise das equagdes do ponto de vista da
matemdtica
(existéncia e unicidade, analise funcional - andlise numerica
etc.)

» Enfim, da validagdo do modelo quando comparamos as
previsoes obtidas pelos modelos com as observacoes
disponiveis do fenédmeno em quest3o.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias -2-

» Uma variavel pode ser independente (tipicamente: o tempo,
a posicdo, etc.), ou dependente (nomeadamente, do tempo,
da posicdo, etc.). Por exemplo:

e a temperatura T (var. dep.) é fungdo do tempo (se a
posigdo for fixada) ou da posigdo (se o tempo for fixado), ou
dos dois (logo como fung3o de duas variaveis independentes)

¢ a deformacdo de uma mola ou de uma corda u (var. dep.)
pode ser funcio do tempo e/ou do espaco (i.e. da posicdo)

e a velocidade de um fluido, a densidade de populag3o, a
corrente elétrica, etc.

> A taxa de variacao da varidvel dependente y: de quanto varia
1 quando a varidvel independente ¢ varia de uma unidade?

e A quantidade % serd modelizada pela derivada da funcio
t — y(t), ou seja a taxa de variac3o da varidvel y é a funcdo
derivada t — 3/(t).
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias -3-

Uma equagido diferencial ordindria (EDO) é uma equagdo cuja
incégnita é uma fungdo y (representa a variavel dependente do
modelo) dependente de uma varidvel independente (¢ ou z)
pertencente a um dominio /. Uma EDO de primeira ordem é uma
equacdo que depende da varidvel dependente ¥, da sua taxa de
variagdo ¢/, e da varidvel independente ¢ (ou x).

Uma EDO de segunda ordem contém, além das anteriores, a taxa
de variacdo de ¢/, i.e. a fung¢do y”. Em geral, serd de ordem n se
contém as derivadas de y de ordem superior a 1, até n.

Sendo F'(a,b,c) uma fun¢do de 3 varidveis independentes a,b e ¢,
uma EDO de ordem 1 é a equagdo: F(t,y,y’) =0, i.e. procuramos
uma funcdo y: I — R tal que Vt € I : F(t,y(t),y'(t)) = 0.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias -4-
Sendo y(™) a derivada de ordem n da varidvel dependente y (e
incégnita do problema), a forma mais geral de uma EDO é:

F(t7y7"' 7y(n)) =0.

» a EDO é de ordem n > 1 se a maior derivada de y for 3()

» o grau da EDO é a maior poténcia na maior derivada y(™

» a EDO é explicita se existe uma funcdo f tal que FF =0
re-escreve-se da forma: ™ = f(t,y, -,y V)

» a EDO ¢ auténoma se y(™ = f(y,--- 4" 1) ou seja se F'
(ou f) n3o depende explicitamente do tempo (ou seja, da
variavel independente)

» a EDO é linear se F(t,y,--- ,y(”)) é linear em (y,--- ,y(”))
(i.e., se cada derivada tem poténcia igual a 1)
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias -5-

>

>

>

a EDO é linear de ordem n se F' = 0 re-escreve-se na forma:
ao(t)y™ + a1 )y + - a1 ()Y + an(t)y = (1)

a EDO é linear de ordem n e homogénea se:

ao()y"™ + ar(t)y" ™V + - an_1 (1) + an(t)y=0

a EDO é linear de ordem n com coeficientes constantes se:
aoy™ + ayy™ =V - a,_ 1y + any = g(t) (i.e., os coeficientes
a; ndo dependem do tempo).

uma solugdo particular da EDO é uma fun¢do y, : I — R que
satisfaz F(t,yp, - - ,y;n)) =0

uma solucdo geral da EDO é a maior familia de funcdes

{t — y(t)} que verificam F(t,y,--- ,y™) = 0.

Uma solucdo geral contem n " constantes de integracao”,
i.e., uma solugdo geral torna-se particular uma vez fixadas as
n constantes, mediante n condi¢des iniciais prescritas em
y(k), onde 0 < k — 1.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias -6a-

> Iginear dde ordem 2 com coeficientes constantes:
5 + 5% — 6y = 2sin(3t) (incégnita = y(t))
e Em termos funcionais:
F(a,b,c,d) =d+5c—6b—2sin(3a) =0
e A EDO corresponde a esta fungdo com
a=tb=y(t),c=1vy'(t), para qualquer t no dominio da EDO.
» Linear de ordem 2 com coeficientes constantes e homogénea:
3725 +4% 4 5 = 0 (incégnita = i(t))
e Em termos funcionais: F(a,b,c,d) =d+ 4c+5b =0
e Temos também a =t,b = y(t),c = y'(t),d = " (¢).
> Linear de ordem 3: u®) 4 23y = =% (incégnita = u(x))
e Em termos funcionais: F(a,b,c,d,e) = e+ a®b— e 2* =0
e Aqui, a=t,b=y(t),c=y'(t),d=1y"(t),e =y (t).
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias -6b-

> Nio linear de ordem 3: y) + 2y® = 727 (incégnita = y(x))
e Em termos funcionais: F(a,b,c,d,e) =e+ab®> —e 22 =0 é
ndo linear (nomeadamente, em b)
o Aqui, a =t,b=y(t),c=y'(t),d=y"(t),e =y ().
» N3o linear de ordem 1 e grau 2: y(y')2 + 2ty —y =0
(incégnita = y(t), forma n3o explicita)
e Neste ultimo caso, existe uma forma explicita de resolver a
equacdo polinomial em 1’ de maneira a obter 2 equacdes

/PP

explicitas de ordem e grau 1: y/(t) = )
—t— /P 112()
YO = —5m

e Em termos funcionais: F(a,b,c) = bc? + 2ac —a = 0 é ndo
linear (nomeadamente, em ¢)

e A EDO corresponde a esta fungdo com
a=tb=y(t),c=1vy'(t), para qualquer t no seu dominio.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

19/313

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias

_7-

| 2

v

Conservagdo do momento linear (lei de Newton):
ma”(t) = f(t,z) (forca f linear ou n3o linear)
Movimento harmdnico simples (mola): 2”(t) = —kx(t)
Movimento harménico com atrito de Coulomb:
2(t) = —k(2")x(t)
Circuito elétrico RLC: i () + 24/ (t) + 49 = L /(1)
Tamanho de uma populacio:
e lei de Malthus: P’(t) = rP(t), onde r > 0 é constante
e lei de Verhulst (eq. logistica): P'(t) = r(P)P(¢t) + q(t)
Deformacio de vigas: Ely™®(z) = q(z)

—zt/22+y2(T)

Reflexdo da luz: ¢/(z) = .
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias  TP1 -1-

[J EXERCICIO 1: Determinar o tipo de EDO e as varidveis
dependentes e independentes em cada exemplo da pagina 19.

[J EXERCICIO 2 Para cada exemplo da pagina 19, escrever a

EDO em termos funcionais, i.e., determinar a fun¢do F'(a,b,---)
com a a varidvel independente, e (b, ---) a varidvel dependente e
todas a suas derivadas até o ordem da EDO. (ii) Escrever a EDO

em termos de F. (iii) Dizer se a EDO correspondente ¢é linear ou
nao linear.
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias  TP1 -1-

0 EXERCICIO 3: Consideremos a EDO 3/ (z) = Y20 (i) O que
significa ¢'? (ii) Quais sdo a varidvel dependente e a varidvel
independente? (iii) De que tipo de EDO se trata? (iv) Qual das
duas fungdes y(z) = 2x ou y(x) = 22 é solugdo? (v) Verificar que
y(z) = Cx é uma solugdo geral desta EDO, qualquer seja o valor
da constante C. (vi) Como fixamos a constante de integra¢cdo?

[ EXERCICIO 4 Seja a EDO 2" (t) + 52/(t) + 6z(t) = 0. (i) O
que significam z/(t) e 2 (¢)? (ii) Quais sdo a varidvel dependente e
a variavel independente? (iii) De que tipo de EDO se trata? (iv)
Verificar que z(t) = e~ 2! e 2(t) = ¢3! sdo solugdes da EDO. (v)
Verificar que e*! n3o é solucdo. (vi) Verificar que

2(t) = Cre 2! + Coe™3! é uma solugio qualquer sejam os valores
das constantes C; e Cy. (vii) Determinar as constantes C; e Cs.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

22/313

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias

TP2 -1-

[ DESCRICAO DO PROBLEMA:

Derramamos uma quantidade de café com temperatura inicial 75°

numa chavena que se encontra a temperatura ambiente de
T, = 20° e, numa segunda experiéncia, T, = 6°.

Questdo: como evolui a temperatura do liquido com o tempo?

[0 OBSERVACOES:

tempo (em minutos) 0| 3|6|9|12(15|18|21 |24
temperatura (ar a 20°) | 75 | 70 | 65 | 61 | 57 | 53 | 50 | 47 | 45
temperatura (ara 6°) |75 |66 | 59 | 52 | 47 | 42 | 37 | 33 | 30
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias  TP2 -2-

80 . 200C ------
: i Z6oC e o e 0 00
60 .
40 T
: o (min.)
20 5 10 15 20 25

[0 MODELIZACAO:

Em primeiro, escolhemos a varidvel dependente: serd a
temperatura 1", como fun¢do da varidvel independente o tempo
t. Ora, pelo gréafico, observemos que a taxa de variacdo da
temperatura, i.e., o declive da curva temperatura/tempo aumenta
(em valor absoluto) quando a diferenga (7' — T,) entre a
temperatura do liquido e a temperatura do ar ambiente aumenta.
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias  TP2 -3-

Por outro lado o declive é negativo, pelo que podemos propor uma
lei (i.e., uma relagdo dada por uma equagdo - por determinar) do
tipo dT

— = —k(T -1,

dt ( a)
com k > 0 um parametro estritamente positivo (por determinar).

[1 ANALISE:

Re-escrevemos a equacdo como: 1" + kT = kT,. E uma equagdo
linear com coeficientes constantes e ndo homogénea. Encontramos
primeiro uma solug3o particular: Ty = T,, (verifique esta
afirmagdo). Resolvemos depois a equagdo homogénea 7' + kT =0
ou seja % InT = —k, pois que pela derivacdo em cadeia temos
AT = (41InT) 9 = LT’ Logo temos uma equagdo
diretamente integravél % InT = —k com solu¢do geral

T = Ce ¥ onde C e k s3o duas constantes por determinar.
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias TP2 -4-

ANALISE: (cont.) Atencdo: em termos de modelo as duas

constantes tém um significado diferente: C é chamada constante
de integragdo e serd determinada fixando um valor inicial: no
nosso caso T'(0) = 75, enquanto k é um parametro do modelo
que depende das propriedades fisicas do liquido.

Portanto, para determinar k& temos duas opc¢bes: ou é um dado do
modelo (experiénga anterior, tabela de propriedades dos fluidos
etc.); ou, em alternativa, determinamos k£ com os dados que
observdmos. No nosso caso, com a temperatura ambiente de 20°,
obtivemos por exemplo T'(3) = 70°.

[J Recapitulando: temos uma solucdo particular do problema nao
homogéneo T),(t) = T, = 20 e uma solugdo geral do problema
homogéneo. Veremos mais a frente que a solu¢do da equagdo é
tnica e é a soma das duas, i.e. T(t) = T, + Ce™**.
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LParte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias TP2 -5-

ANALISE: (cont.) Ora, é facil, mediante uma mera substitui¢c3o,

obter C' e k a partir de T(0) = 75 e T'(3) = 70, i.e., obtemos
C=Ty—1T,=>55¢ek=1In(55/50)/3 ~ 0.032. Logo a solugdo
geral da equac3o n3o homogénea é: T'(t) = 20 + 55¢0-932¢,

[0 COMPARACAO:

Falta comparar as (9%: model

previsGes (i.e., os valoresGO_; observ: -« v+

obtidos com a solu¢do 50;

da EDO) com as 403

observacdes. Pelo 3 .
o 30+ (min.)

grafico, vemos uma ] — ——————,

étima correspondéncia 209 5 10 15 20 25
entre os dois.
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias  TP2 -6-

[0 ANALISE (EXERCICIO 4): podemos escrever a EDO
4L — _k(T — T,) na forma seguinte (sob a forma de diferenciais):
drT

.- T
Ora a resolucdo da EDO consiste apenas em integrar (primitivar)
os membros a esquerda e a direita.
Resolver esta EDO e mostrar que a solucdo corresponde a obtida
anteriormente. O que é que se pode dizer da unicidade da solucdo?
Indicaco: supor que existem duas solucdes T e T' que verificam a

= kdt.

EDO; obter a EDO correspondente a T — T; resolver o problema
homogéneo; encontrar o valor da constante de integracdo mediante
a condic3o inicial verificada por T'— T'. Concluir.

[J EXERCICIO extra: Suponhamos que no modelo o pardmetro
k n3o é uma constante mas uma fung¢do do tempo, por exemplo
tome k(t) = kt,k > 0. Encontar uma solugdo geral desta EDO.
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: Equacoes diferenciais ordinarias TP2 -7-
Relatério (prazo: 6 de Margo 2023 a Meia Noite)

Neste trabalho de casa é pedido escrever um relatério sobre um
exemplo de modeliza¢do vindo do vosso campo de estudos (de
preferéncia). Sigam a metodologia vista na TP sobre a lei de
resfriamento, excepto pela parte de resolucdo da EDO. Devem
» encontrar um problema para modelizar por uma EDO
P mostrar como o modelo é construido: escolha das varidveis
dependente e independete, dedu¢do/ construgcdo da equagdo
matematica correspondente a EDO (esta é a parte principal)
» dizer que tipo de EDO ¢ obtida
» falar das condigGes iniciais ou de limite, e o papél das mesmas
» motivacdo e estéria do modelo (citar os nomes de quem

abordou este problema e/ou encontrou a EDO associada)
NOTA: O trabalho pode ser feito em grupos de 1 a 5 pessoas.
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AULA 2: (17/2/2023)

EDO nao lineares e método de separacao de variaveis.
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PARTE A: EDO nao lineares -1-

O objetivo desta aula sobre EDO n3o lineares é mostrar como
alguns casos particulares podem ser resolvidos, quer
qualitativamente, quer quantitativamente. Neste Ultimo caso
existem solu¢Ges sob forma implicita ou explicita.

A primeira classe de equagdes nao lineares que se consegue analisar
sdo as equacgdes autdnomas.

Uma EDO Ccll—? = f(t,y) em forma explicita (ou F(t,y,y’) =0 em
forma implicita, com F' uma fun¢do de 3 varidveis) é auténoma se
ndo depende do tempo (i.e. da varidvel independente). Neste caso

dy_ no_
g—f(y) ou F(y,y") =0.

Significa entdo que a taxa de variagdo da varidvel dependente
apenas depende da varidvel dependente, sem depender do tempo.
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Uma EDO auténoma tem as seguintes caracteristicas:

B modelizam fendmenos que sdo constantes no tempo, mas que

dependem do valor da varidvel dependente.

B Portanto, suas solugdes podem ser translatadas (shift) no

tempo, i.e., y(t) e y(t — tp) sdo solugdes para qualquer ty > 0.

B S3o sempre separdveis (v& mais a frente), mas podem n3o ser

facilmente integraveis.

B podemos sempre fazer um estudo qualitativo das solugdes.
Um caso importante deste tipo de equacdes s3o as equacoes
"logisticas” que serdo estudadas na TP4. Referéncia para a TP4:
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/
18-03sc-differential-equations-fall-2011/
unit-i-first-order-differential-equations/
first-order-autonomous-differential-equations/MIT18_
03SCF11_s10_1text.pdf


https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-03sc-differential-equations-fall-2011/unit-i-first-order-differential-equations/first-order-autonomous-differential-equations/MIT18_03SCF11_s10_1text.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-03sc-differential-equations-fall-2011/unit-i-first-order-differential-equations/first-order-autonomous-differential-equations/MIT18_03SCF11_s10_1text.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-03sc-differential-equations-fall-2011/unit-i-first-order-differential-equations/first-order-autonomous-differential-equations/MIT18_03SCF11_s10_1text.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-03sc-differential-equations-fall-2011/unit-i-first-order-differential-equations/first-order-autonomous-differential-equations/MIT18_03SCF11_s10_1text.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-03sc-differential-equations-fall-2011/unit-i-first-order-differential-equations/first-order-autonomous-differential-equations/MIT18_03SCF11_s10_1text.pdf
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PARTE A: EDO nao lineares -3-

Consideremos a EDO n3o linear e auténoma

dy
— =2/y.
dt VY
Consideremos tambem o candidato solucg3o:
y:R—=R:try(t)=(t—c)? c>0. Com efeito verifica-se
dy d

=t )2 =2(t - c).

por outro lado
2y =2y/(t —c)?2 =2|t —¢|.

Logo (t — ¢)? é solugdo apenas se t > ¢ uma vez que apenas neste
caso |t — ¢| =t — c¢. O dominio da solugdo é o intervalo [c; 400].
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‘Solugdes em formas explicitas e implicitas

Consideremos a EDO ndo linear
y =T
dx y
com expressao implicita correspondente ydy + xdx = 0 Tem uma

expressao explicita y’ = f(x,y), mas a sua solugdo geral é dada
por uma expressdo implicita #2 + y? = ¢, com ¢ uma constante.

Com efeito,
d, 5 5 dy d dy —=x
d:r(x +y) v ydw d:cc 0= dx Y

Dai conseguimos extrair duas solugdes sob uma forma explicita, i.e.

y(x) = £V e — a2
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Definiggo

Seja a EDO da primeira ordem F(z,y,y’) = 0 com x a varidvel
independente e y a varidvel dependente. Dizemos que G(z,y) =0
é uma solucao implicita da EDO definida em I C R, se

%G(w,y(x)) _ 0 e F(z,y(2), ¢/ (2)) =0,z € I.

A solucdo pode ser expressada sob forma explicita se existir uma
funcdo f tal que

G(z,y) =0 <= y= f(x),Vx € I.

Uma solugdo implicita é muitas vezes chamada curva integral
cuja justificacdo vem do exemplo a seguir.
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Nem sempre se consegue encontrar uma solugao explicita a partir
duma implicita. Por exemplo n3o se consegue extrair y
algebricamente da expressdo 2xy + msin(y) = 27.

No entanto, olhando pela figura onde consta a curva

2xy + wsin(y) — 2w = 0, observemos que existem solu¢des
explicitas definidas apenas em subintervalos de R e nenhuma na
totalidade de R, = R\ {0}. Para além existem subintervalo onde a
solu¢do n3o é unica.

"; r_ = - .
101 Exercicio: Indicar na figura os

intervalos onde a solucdo ex-
iste e é Unica, e os onde exis-
‘ ‘ 0 ‘ - v tem mais do que uma soluc¢3o.
Para quais valores de x n3o ex-
iste nenhuma soluc3o.

—10- Justifique.
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PARTE A: EDO nao lineares TP3 -1-

107 [0 EXERCICIO 5: Indicar
na figura os intervalos onde a
solucdo existe e é (nica, e os
3 O 0 7 7 x onde existem mais do que uma
solucdo. Para qual valor de
x n3o existe nenhuma soluc3o.
Justifique.

[0 EXERCICIO 6: Mostrar que 2%y + In(y) —5 = 0 é uma curva
Copy? :
integral da EDO ¢/ = xf;fl. Mediante um sofware de desenho de
curvas, tragar a curva integral e proceder como no exercicio
anterior.
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'EDO nZo linear separavel - Método de separagdo das variveis

A EDO g—z = f(x,y) é separdvel se existem fungdes F' de x e G de
y tais que

Z_Z = f(z,y) <= G(y)dy = F(x)dzx — f(z,y) = F(x)

G(y)

O método de separacdo das variaveis consiste em integrar
(primitivar) cada lado, caso F' e G sejam de facto primitivdveis:

6w) = [ Gty = [ Fla)de = F(a)+ C.
onde C' é uma constante de integracdo. Apds integracdo, temos
uma solugdo implicita G(y) — F(z) — C = 0. Com efeito,

d _dG(y) dy dF(z)
7 (G) = F(2) = C) = 4y di dr

= G(y)j—i—F(x) =0.
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PARTE A: EDO n3o lineares -8-
A partir de representacao implicita, podemos encontrar uma
solucdo explicita y =Gl (Flz) +O),

caso G for invertivel. Sendo, a solugdo é apenas uma curva integral.

U1 Ndo demonstramos o seguinte teorema que nos diz quando o
método pode ser aplicado, i.e. quando P e () sdo fungbes
continuas.

B TEOREMA A. 1. Uma func3o real e continua admite uma
primitiva.

(0 EXEMPLO 1: Seja a EDO xdy 4+ ydz = 0. Pode ser re-escrita
sob forma separada: dy/y = —dx/x. Logo integrando cada
membro, vem In |y| = —In|z| + C =1In1/|z| + C. Tomando a
exponencial de cada membro vem |y| = k/|z|, i.e. y = k/x com

k = 4+e® uma constante n3o nula.

Note que uma outra solucdo é x = 0.
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PARTE A: EDO nao lineares

0 EXEMPLO 2:

Caso as varidveis estajam ja sepa- ggg ég")zééézé
radas como em 2zdz+sin(y dy = - 0

0. Integrando temos z2 — 22252 SSSSSSS
cos(y) = C sob forma implicita,

e y = arccos(x? — C') sob forma
explicita.

O EXEMPLO 3:

No caso da EDO 2zydz + ysin(y)dy = 0 as varidveis ainda n3o
s3o separadas. Multiplicando por I(y) = y~! obtemos a equacgio
anterior 2zdzx + sin(y)dy = 0, a sua vez integravel.

A fungdo I(y) com a qual multiplicdmos a equagdo de tal maneira
que se torne integravel é chamada fator integrante

(vé mais a frente a sua utilizagdo sistematica).

(a forma implicita d4 mais in-
formagées do que a explicita)
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PARTE A: EDO nao lineares -10-
‘Sumério do caso ndo linear -1-

Recapitulando, no caso de uma EDO n3o linear, existe um método
geral, o da separagdo das varidveis (que também se aplica se a
EDO for linear), caso a EDO for separavel. Além disto, a solugdo
pode ser implicita sob a forma de uma curva integral, ou explicita,
ou os dois. Salientamos que como vimos existem em geral mais do
que uma solucdo, e cada uma costuma ser "local”, i.e. definida
num sub-intervalo de R. Além do caso separdvel, existem EDO
ndo lineares com formas particulares que sabemos resolver como
por exemplo as de Lagrange, Clairaut e Bernouilli.

Existem tambem EDO n3o lineares que se podem tornar lineares
mediante uma mudanca de variavel.

Em ambos os casos sdao apenas EDO com formas particulares
que conseguimos resolver.
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PARTE A: EDO nao lineares -11-

O EXEMPLO 4: A EDO n3o linear ‘% +yP(z) = Q(z)yIn(y)

transforma-se, com a mudan¢a v = In(y), em uma EDO linear:

g—z — Q(x)v = —P(x) que veremos mais a frente como resolver.

Uma equacdo de Lagrange tem a forma

x(t) = tf(2'(t) + g(' (1))
onde f e g sdo func¢des nao lineares definidas em J C R. A mesma
é dita "de Clairaut” se f(u) = u, i.e., se tem a forma

x = ta’ + g(2'). Existem solugBes particulares para essas EDO,
i.e., as funcdes afins

z(t) = mt + g(m),
onde m € J éraizde f(x) =z (Vm € J no caso de Clairaut).
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Uma fungdo f(z,y) é dita homogénea de grau n > 0 se para
qualquer A > 0 vale f(Az, A\y) = A" f(z,y). Se for homogénea de
grau 0, f(Az, \y) = f(x,y), logo a fungdo de duas varidveis f
depende apenas da fracdo % e portanto podemos escrever

f(z,y) = F(£) para uma certa funcdo de uma varidvel, z — F(2).

Uma EDO ¢/ = f(x,y) é dita homogénea se f é uma funcido
homogénea de grau 0.

(] Observacao: Existe alguma ambiguidade na utilizacdo do
termo homogéneo nas EDO, pois que no caso de uma EDOQO linear
significa que n3o tem forcagem, i.e., ndo tem no membro a direita
nenhum termo dependente apenas da varidvel independente. Logo
dizemos linear homogéneo neste Ultimo caso,
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PARTE A: EDO nao lineares: homogeneidade -13-

e apenas homogéneo no caso geral.

2
O EXEMPLO 5: AEDO ¢’ + ¥ = %; é homogénea pois que
re-escreve-se como y' = £(£ — 1) = F(¥). A fungdo f(z,y) =

4(¥% —1) é homogéneao de grau 0. Aqui F(z) = z(z — 1) .

T

O EXEMPLO 6: A EDO zy' = /22 + y? também é homogénea

de grau 0 pois que re-escreve-se como 3’ = /1 + (£)2 caso = > 0.

Aqui F(z) = v1+ 22
O EXEMPLO 7: A EDO yy’ =1 — £ n3o é homogénea.

Se uma EDO ¢’ = F(x,y) for homogénea, logo é com varidveis

separadas. Com efeito, mediante a mudanca de variadvel z := %

vem ¢/ = & (z2) = 2 + 22’ e portanto £ = F(z) — z é com

varidveis separadas, sendo que re-escreve-se como: F(f)z_z = ‘i—‘”.

Sabemos portanto resolver uma EDO n3o-linear e homogénea.
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‘Sumério do caso ndo linear 2=

Familias de EDO n3o lineares que conseguimos resolver e como:

» EDO sob forma implicita: acontece que algumas
manipulacdes dessem para obter uma solucdo sob forma
implicita, e eventualmente explicita. Vé o exemplo pagina 33,
o exemplo 3 pagina 39, os exercicios 6, 9, 10(i) e 12(iii).

» EDO com varidveis separadas: o método de resolucdo consiste
em primitivar os dois membros (a esquerda a variavél de
integragdo € y, a direita é x). V& os exemplos 1 e 2 paginas
38 e 39, os exercicios 8, 9(iii), 11 e 12.

» Fazendo uma mudanca de variavél apropriada: exemplo 4 p.
41 ou no caso das EDO homogéneas (exemplos 5 e 6 p. 43).

» Para algumas familias de EDO particulares como as de
Lagrange et Clairaut (pagina 41).

» Para as EDO auténomas: vé estudo analitico na TP4.
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[0 EXERCICIO 7: (i)Verificar que as funcdes afins definidas
acima s3do solu¢Ges da equagdo de Lagrange e de Clairaut.
(i))*Encontrar uma outra solugdo (HINT: o envelope convexo das
afins). (iii) Aplicar este método a EDO

(v'(z))? — 2¢/(z) — y(z) = —=x. (Este exericio é repetido na TP8)

[ EXERCICIO 8: Dizer se as seguintes EDOs s3o separaveis: (i)
x4+ x = 3cos(2t); (ii) 2/ = zt%x_ilm; (i) & 4 ¥ = 25 (v)
y = e, (v) ¥ = In(2xy); (vi) 2y + % = 4.

[0 EXERCICIO 9: Escrever as EDOs (i)
(z — y)dy + (2% — y*)dx = 0 e (ii) 2y’ — 3z = 2ye® sob forma
explicita (sem as resolver); (iii) dizer se sdo separdveis.
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PARTE A: EDO nao lineares TP3 -3-

[0 EXERCICIO 10: (i) Encontrar a solucdo geral sob forma
implicita da EDO 2yy’ — x = 2. (ii) Encontrar a solugdo particular
que satisfaz a condi¢do inicial y(0) = 4. (iii) Expressar a solu¢do
sob forma explicita e encontrar a (inica solugdo particular positiva.

[0 EXERCICIO 11: Resolver a EDO z’ =
exprimir a solucdo sob forma explicita?

2t .
HTS(J:)' pOde se

[J EXERCICIO 12: Resolver as seguintes EDQOs por separagdo da
variavel: (i) 2tdz + e=3%dt = 0: (ii) L% + Ri =0 onde L, R sdo
constantes; (iii) (22y? + 2x)dx + (2%y + 4y)dy = 0

(HINT: fatorizar as expressGes nas parénteses e dividir por um
produto de 2 polindmios de maneira a simplificar; primitivar os dois
membros).
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» Contexto: O elefante africano da savana (loxodonta africana)
contava-se em milhdes de individuos até desaperecer
completamente devido a caca. No final do século 19, tinha
desaparecido da Africada do Sul, pelo que foi decidido a
criacdo do Parque Kruger na fronteira com Mogcambique em

“- AN
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» Em 1910 foi observado um grupo de 10 elefantes,
provavelmente provindos de Mogcambique.

» Sendo o parque protegido, permitiu-se um crescimento natural
da populagdo, cujos dados siao reportados na figura acima.

» Observa-se um crescimento relativamente lento até aos anos
30, mais rapido até aos anos 60, e outra vez mais lento
depois, até chegar a uma espécie de planalto entre os 80 e o
final do século.

» Como a interacdo entre os elefantes e o ecossistema comecava
a tornar-se critica, foi decidido regular o crescimento.

» Para isso, era preciso modelizar o problema para perceber qual
era o valor do planalto, e por consequéncia, prever uma
matanca controlada.

» Os modelos existentes de crescimento populacional existem e
s3o devidos a Euler, Malthus e Verhulst.
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» Os primeiros trabalhos conhecidos sobre o assunto
sdo devidos ao matematicvo suico Leonard Euler (1707-1783)
s ow e
- - RECHERCHES GENERALES -
: - S UR :

LA MORTALITE.’ ET LA MULTIPLICATION
” DU GENRE HUMAIN.

par M EULER

» Euler observou a populagdo de uma cidade e propds a lei
discreta pp1 = kopn com kg > 1 e p,, a populagdo no tempo
t,, isto é, obteve com este modelo um crescimento muito
rdpido do tipo "sucessao geométrica”.
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> A versdo continua deste modelo foi proposta pelo Economista
Inglés Thomas Robert Malthus (1766-1834) postulando
simplesmente que a taxa de variacdo do tamanho da

populacido p podia ser proporcional a p, ou seja (( )) = ko
com kg uma constante positiva.

» Como vimos na TP1, isto corresponde também a lei de
resfriamento de Newton, pelo que sabemos que as solu¢bes
sao exponenciais.

» Serem exponenciais, no caso de uma populacido pode
nao ser muito realistico, como consta no exemplo dos elefantes:

t | 1905 | 1923 | 1030 | 1939 | 1945 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000
10T [ 149 | 425 | 1640 | 4034 | 8541 [ 38276 | 171542 | 768799 | 3445519 | 15441745

Se for este 0 modelo, estariamos demasiado longe das
observagdes, logo procura-se algo mais adequado.
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» O passo seguinte foi realizado pelo matematico belga
Pierre-Francois Verhulst (1804-1849). Ele procurou um
modelo onde o crescimento n3o fosse exponencial mas sim

com assintota horizontal no planalto.

» Seja K o valor do planalto. Logo (1 —
tende a 0 quando p se avizinha ao valor I|m|te K. Portanto se

pt) )

TP4 -5-

51/313

é uma funcio que

. . . t
no lugar da lei p’ = kop tivessemos a lei p’ = kop(1 Z%)
t 1905 | 1923 | 1930 [ 1939 | 1945 | 1950 [ 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000
Nobs (t) 10 13 29 4510 Q80 | 3010 | 5800 | 6500 | T400 | T200 | T310
NUt) | 10 | 146 | 402 | 1346 | 2623 | 3994 | 6271 | 7186 | 7428 | 7481 | 7406

Essas previsdes (p = N na tabela) mostram uma boa

correspondéncia com as observacoes, a partir dos anos 60,

enquanto até aos anos 40 n3o desvia muito do crescimento
malthusiano. Com efeito quando p — 0 o coeficiente de
crescimento k(p) := ko(1 — %) tende a ko.
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> A constante K chamada "capacidade bidtica” enquanto o
coeficiente (1 — 7%) é a porcdo da capacidade bidtica ainda
disponivel no tempo t.

> A equacio ‘fl—f = kop(1 — %) com kg uma constante positiva é
chamada equacdo logistica ou modelo de crescimento
populacional de Verhulst.

Sendo que vale a identidade p(1+%) = % + 11971{' podemos

re-escrever a EDO n3o-linear sob forma de varidveis separadas,
dp _dp  (1/K)dp dp d(1-p/K)

p(1 — 21) p+1—p/K_?_ 1-p/K = ot

Sabemos resolver esta equacdo primitivando os dois membros.
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A primitivacao é facil pois vem
logp — log(1 — p/K) = kot + C

Tomando a exponencial dos dois membros temos (verificar)

p — kot .C
i oK e
[J EXERCICIO 13: Verificar que a condic3o inicial permite
determinar que C = log [g@;g) e que portanto a solucdo geral do

problema é
p(t) = O
p(0) + e (K — p(0))
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A equacdo logistica é um caso particular da familia de EDO de
primeira ordem, auténomas,

v =f)
Com efeito, a funcdo f n3o depende explicitamente do tempo.
Apenas depende de t via y(t). J& analisamos o caso linear,
f(y) = koy, e quadratico, f(y) = yk(y). No primeiro caso, ja
tinha sido estudado na TP1 no exemplo da lei de resfriamento de
Newton: trata-se do crescimento exponencial. Salientamos que
uma mesma EDO pode servir como modelo para dois problemas
completamente diferentes. Por exemplo a EDO auténoma

v =yk(y) +4q
pode modelizar, em vez de uma populagdo, o rendimento de uma

conta bancdria onde a taxa de juro depende do montante na conta
y a qual é acrescentado um valor fixo ¢ (ndo é homogénea).
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO n3o lineares auténomas TP4 -9-

Sempre que a EDO for auténoma podemos fazer um estudo
qualitativo.

» Definimos um ponto critico de EDO ou valores de equilibrio os
valores de y que verifiquem f(y) = 0, pois neste caso a taxa
de variacdo v’ = 0 e chegamos a um equilibrio do sistema.

» No caso da equacgdo logistica os pontos de equilibrio sdo os
valores de y tal que yk(y) = 0. Queriamos é determinar a
fun¢do y — k(y) tal que k(0) = ko (assim, se y = 0, também
y' =0) e k(M) =0 (existéncia de um planalto com valor M).
A solucdo é obviamente ‘

uma reta:
k=kly) = ko(l —y/m)
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PARTE A: EDO n3o lineares auténomas TP4 -10-

» Ora, vejamos o comportamento de y. Em primeiro, os valores
de equilibrio 0 e M como na figura a esquerda: s3o valores
assintdticos das solugdes no sentido em que quando y chega a
um tal valor, a taxa tende para zero e portanto ndo ha mais
evolucdo do sistema. Analisamos também quando a taxa de
variacdo é positiva ou negativa, i.e., quando o polinémio f se
anula, ver figura do meio: ”

LN RN
NN
Wty =M -

—_— ,f‘:_u))«.}/‘ fl=0 .l)\rc:;) oY \ \

» Finalmente, desenhamos pequenos segmentos com o declive
desejado e tragamos as curvas solucdes (figura a direita).

y fly)
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LParte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

AULA 3: (24/2/2023)

EDO lineares de primeira ordem.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO linear de ordem 1 -1-
‘Caso dos coeficientes constantes

Seja f uma funcgdo continua. Uma EDO de primeira ordem linear
com coeficientes constantes tem a expressao seguinte:

Y (z) + ay(x) = f(x), com a uma constante.
B TEOREMA A. 2. A solugdo geral da equagdo homogénea (=
sem forcagem) v/'(z) + ay(z) =0 é yp(x) = Ce **,C € R.
A solugdo geral de y/(z) + ay(x) = f(x) é a soma da solucdo geral
da EDO homogénea, y;, e de uma solugdo particular y,,.
e demonstracdo: Por separacdo de varidveis, vem % In |yp| =

% = —a, logo primitivando vem In |y, (z)| = —ax + const, i.e.,
yn(z) = £Ce™* com C > 0. Seja y, uma solugdo particular, logo
yy(x)+ ayp(z) = f(x). Usando a linearidade da EDO, a soma

Yp + yn € solugdo geral, pois que (y, + yn) = —a(yp +yn) + f.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO linear de ordem 1 -2-

e demonstracédo (continuacdo): Acabamos de demonstrar que a
soma Ypp 1= Yn + Yp é sempre solugdo. Falta demonstrar que uma
solucdo geral qualquer tem necessariamente de ter essa forma.
Com efeito, seja § uma solucdo geral; logo ¢’ + ay = f. Mas,
temos também yfw + aynp = f; logo, substraindo as duas equacdes
vem (§ — ynp)' + a(y — ynp) = 0. Portanto a fungdo g — yp, é
solugdo da equagdo homogénea, logo é da forma § — yp, =
+Ce % onde C' > 0. Deduzimos que §j = Yhp + Ce o =

yp + (C + C)e™*, logo é da forma "y, +y,". QED. n

0 EXEMPLO 1: A solugio de y/ — 2y =3 é y = Ce?® — 3/2.

Uma fungdo afim de 2 variaveis tem a expressdo F'(u,v) =
apu + a1v + as onde ag, a1 e as sdo constantes Se ao = 0 é dita
"linear”, enquanto se ag # 0 é simplesmente "afim”.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO linear de ordem 1 -3-

Uma EDO linear de 1.2 ordem tem uma das expressdes seguintes:

F(y',y) = ao(2)y + ar(x)y = f()

ou, dividindo por ag # 0,
4+ yP(2) = Q).
e Estamos a procura de uma solugdo x — y(z).

e Em geral esta EDO n3o serd separavel e ndo conseguimos
portanto integrar os 2 membros. Com efeito ndo se consegue
primitivar [ dy + yP(x)dz, j& que y é ainda incégnita logo nio
tem uma expressao em fung¢do de x que desse para integrar.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A' EDO linear de ordem 1 -4-

Seja P(z) = [ P(z)dx uma primitiva de P. Logo P(z) = %_

B TEOREMA A. 3. Sejam P e () duas fungdes continuas em [.
A solu¢3o geral da equacdo homogénea v/(z) + P(z)y(z) =0,
zeléyy(zr)=CeP@ CcR. A solugio geral de

y'(z) + P(x)y(z) = Q(z), = € I, é a soma da solucdo geral da
EDO homogénea, y;, e de uma solugdo particular y,: ¥y = yn + yp.

e demonstracao: Seja y; a solucdo da equagdo homogenea

y,(x) + P(x)yn(z) = 0, logo satisfaz (In|ys|)’ = ZZ = —P(x).
Primitivando os dois membros vem y;, = Ce~P(*) C e R. Seja Yp
uma solugdo particular, logo y,(z) + P(z)y,(z) = Q(x). Pela
linearidade da EDO, vem que a soma y3,, := yn + ¥y, é solugdo
geral da EDO. De outro lado, seja § uma (outra) solugdo qualquer.
Raciocinando como na demonstracao anterior, y := § — yp,, é

solugdo da EDO homogénea, logo satisfaz (In|y|)’ = % = —P(x).
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO linear de ordem 1 -5-

Primitivando os~dois membros~vem
g=1yp+ (C+ C’)efp(x), C,C € R, atese. QED. [

[J Nota: verificar apenas que y, = Ce~P®) & uma solucdo da
equacdo homogénea, i.e,

i) = ~0ePOPE 0P pa) - Py (@),
nao é prépriamente demonstrar que é solucdo geral da mesma.
Para o efeito, devemos mesmo resolvé-la por separacdo de variavel,
como feito na demonstracdo. Depois, hd de demonstrar a
unicidade desta solugdo: procede-ce também como na
demonstracdo, supondo que existe outra e monstrando que
necessariamente tem de ter a mesma forma Ce P C e R.
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO linear de ordem 1 -6-

[J Se quisermos procurar solugcdes particulares, precedemos na
seguinte maneira: tomemos um palpite da forma

yp(x) = c(x)e”P®), em que ¢(x) é uma fungio por enquanto
ainda incégnita, e averiguemos sob qual condi¢do em x — ¢(x)
sera solu¢do da EDO:

y;(ac) + P(z)y, = c’(a?)efp(z) =Qr) < d(z)= Q(x)ep(x).

Logo, para obter x — ¢(z), temos de primitivar (integrar)
x +— (), i.e., encontrar uma primitiva de Q(xz)e”®),

c(x) = /Q(x)ep(m)dx.

A solugdo serd portanto

i) =<7 [ Q)P aa.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO linear de ordem 1 -7-

Tomemos o exemplo seguinte (tome P(x) = 2),
d
2 +2y = Q(a).
Multiplicando a EDO por e/ P@)dz — ¢22 yem

dy dy d
2z 2$ 2x 2x
27 49 9 el =Qz
€ (l y) l ye l (ye ) ( )6 3

d 2 . . . ..
logo - (ye**) pode ser mtegl_'ado facilmente. Ora_1, é suficiente
calcular [ Q(z)e**dx, como ja observdmos anteriormente.

O EXEMPLO 2: tome Q(x) = 3z. A EDO re-escreve-se como

e (ye*®) = 3ze*®
x
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO linear de ordem 1 -8-

Integrando por partes o membro a direita, calculamos a primitiva

/31’62Idl‘ —/ sz d X dx / (dcic (333623”) - €2$CZ:(32QU)> dx
_ d 3z 2z 3 2z _ 2z 3£ _ §
/(dl‘( e ) 5¢ )da:—e (2 4)—|-C,

com C uma constante arbitraria. Ora, integrando os dois termos
da EDO, sai

3z 3
2x 2x
= — ——-)+C,
ye e“( 5 4) +
pelo que a solucdo geral da EDO ¢é obtida multiplando por e~2%,
ie.,
B = sol. geral da homogénea
—_—
3r 3 - o
y(x) =—— -+ Ce
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PARTE A: EDO linear de ordem 1 -0-
O exemplo generaliza-se pois, considerando a forma geral
;Ly-kyp() Q(x), a<z<b.

temos (em analogia com a pagina 4, mas generalizando)

66 /313

[ Pdz dy :% J Pdx dex:i J Pdx
e <dx +yP(x )) 7€ +yP(z)e o (ye ) .

A funcdo u(z) := e/ P4 & chamada fator integrante.

Ora, falta sé calcular a primitiva [ Q(z)u(x)dzx.

0 Observacao: u é deﬁnida modulo uma constante

multiplicativa. Seja P(z) := [ Pdx, a primitiva de P com a
constante de prlmltlvacao |gual ago,ie % =P.

Mas, na verdade, uma primitiva qualquer de P é obtida como

[7 P(2)dz = P(z) — P(a) . Logo u(z) = e"@ePl@).
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LParte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO linear de ordem 1 -10-
‘Metodologia geral com o factor integrante

Seja a EDO
dy +yP(z) =Q(x), a<xz<b
dz
Etapa 1 Calcular o factor integrante u(z) = e/ P4 = P
Etapa 2 Calcular o integral indefinido [ Q(&)u(&)d¢

Etapa 3 A EDO re-escreve-se como

logo, caso u # 0, a solugdo é

) = o5 [ Qs = ( [ a@uiee + 0) |

com C uma constante arbitraria.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO de ordem 1 -11-

Sempre que damos uma condi¢do inicial (se a varidvel independente
for o tempo), ou limite (se a varidvel tiver outro significado) a
EDO linear da primeira ordem tem uma solugdo dnica.

B TEOREMA A. 4. Seja a EDO
Vtel: 2/ (t)+ P(t)x(t) = Q(t)

(ouVz €1:y(z)+ P(x)y(z) = Q(z)), onde P e @ séo funcdes
continuas e com a prescrigdo do valor inicial z(0) = xo (onde
0 € I). Entdo existe uma solugdo tnica que verifica z(0) = xo.

e demonstracdo: Seja u(x) := e P e v(t) := J Q(t)u(t)dt.
Vimos que a solucgo geral é z(t) = e~ P® (v(t) + C). Impondo
z(0) = o = e PO (v(0) + C) permite-nos determinar o valor da
constante: C' = ez, — v(0). QED. [
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO de ordem 1 -12-
‘Determinagdo de uma solugdo particular
Seja a EDO

Y (z) + ay(z) = f(x) = pn(z)trig(wz) exp(—kz),

em que p,(x) é um polinédmio de grau n, trig(wx) uma fun¢do do
tipo seno ou coseno da varidvel wx, com w € R e

exp(—kz) = e com k € R.

e Procura-se uma particular do mesmo tipo caso a # k e a # 0:

Yp(z) = gn(x) (asin(wz) + B cos(wx)) exp(—kz),

em que ¢, (z) é um polinémio de grau n e «, 8 € R coeficientes
por determinar.

e Caso a = k # 0, procura-se uma particular do tipo

Yp(x) = gnt1(2) (asin(wz) 4 f cos(wz)) exp(—kzx),

em que gn(z) é um polinémio de grau n + 1.
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PARTE A: EDO linear de ordem 1: EDO n3o homogénea
com coeficientes constantes TP5 -1-

[ EXERCICIO 14: Considere ¢/ (z) + ay(z) = f(x).

Encontrar uma solugdo geral caso (a) f(z) =k e a # 0, (b)
f(z)=kea=0;(c) f(xr) =22+ 3 e a0 (procure como
solugdo particular um polinémio do mesmo grau), (d)

f(z) =2z + 3 e a=0 (procure um polinémio do grau +1); (e)
f(z) = (22 +3)e % e a # 0 (procure um polinémio do mesmo
grau vezes a exponencial se a # 0 e a # k, de grau +1 sen3do), (f)
f(z) = (2z +3)e™™ e a = 0 (procure um polinémio do grau +1
vezes a exponencial).

e Resposta parcial (e) caso a = k: procura-se uma particular do
tipo yp(z) = (ax? + Bz + 7)e **. Obtem-sea =1e = 3.
Nota: n3o ha valor para v porqué? Porqué ~ve ** é solucdo da
homogénea, logo ja absorbida na solucao geral da homogénea yy,.
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO linear de ordem 1: EDO n3o homogénea

com coeficientes constantes TP5 -2-
[ EXERCICIO 15:
Encontrar a forma das solugdes particluares das EDOs
(@) y — 4y = cos(3t); (b) 2y + 4y = (12 +t+ 1)e™; (c)
y+y=e* d)y+y=(x+1e ™.
HINT: procure como solugdo particular: (a) uma fun¢do do tipo
seno, coseno com mesma frequéncia; (b) um polinémio do mesmo
grau vezes a exponencial; (c) e (d) polinémio de grau n + 1 vezes
exponencial (explicar porqué o grau tem de ser n + 1).

[0 EXERCICIO 16: (i) Dizer se as EDO seguintes da primeira
ordem s3o lineares e de que tipo; dizer se s3o lineares e
homogéneas; dizer se sdo n3o lineares e homogéneas™; dizer com
qual método se resolvem: (a) % + ycos(2z) = 2£; (b)

2t9r 4 3sin(t) = 4x; (c) @ + 2 = L. (ii) Resolver a (b).

xT
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PARTE A: EDO linear de ordem 1: fator integrante
TP5 -3-

[0 EXERCICIO 17: Seja a EDO % + 32272 = %y (i) Escrever
a mesma como % + yP(x) = Q(z); (ii) Resolver.
HINT: pode utilisar um software de calculo simbolico (ex. "Online

Integral Calculator”).

[J EXERCICIO 18: Dizer de que tipo de EDO se trata e resolver
as EDO (a) g—g + ¥ = 3cos(10z), com z > 0; (b) zy’ — z3e® = 2y,
com z > 0; (c) % — 2r =639, com 6 > 0. (Nota: este

exercicio pode ser feito na TP6).
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PARTE A: EDO linear de ordem 1 TPO6
[0 EXERCICIO 19: A lei de decaimento radioativo é
% = —kQ, k> 0 onde Q(t) é a quantidade de elemento
radiactivo (em gramas). (i) Resolver a equacdo, onde Q) € a
quantidade inicial. (ii) Deduzir o tempo t,, de meia vida do
elemento, i.e. o tempo quando Q(t,,) = 1/2Q(t9) = 1/2Q.
[0 EXERCICIO 20: (i) Qual'é o tempo de meia vida de um
elemento radioativo se 15% do mesmo precisa de 15 dias para se
desintegrar. (RESP. 63,954 dias). (ii) Sendo que 20% de um
substancia radioativa se desintegra em 200 dias, quanto tempo
serd necessario para sobrar 20% da mesma (RESP. 1442 dias).

[J EXERCICIO 21: Resolver as EDO com valores iniciais
seguintes: (a) % + 4i = ¢ com i(0) = 5 e com i(0) = 0; (b)
% — 7 =sin(t) com z(1) = 2. Neste (ltimo caso identificar a
solucdo do problema homogéneo, e uma familia de solucdes
particulare. (Nota: o integral pode ficar com integral indefinido).
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AULA 4 (27/2/2023)

EDO de primeira ordem: diferenciais exatos.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO de ordem 1: Diferenciais exatos  -1-
Diferencial exato

Seja a EDO
M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0.

O Estamos a procura de uma fung¢do = +— y(z) que satisfaca
M(z,y(x))dx + N(z,y(x))dy =0, Vzel.
O A questdo é a de determinar se existe uma fung¢do V(z,y) t.q.

dV(z,y) = M(z,y)dz 4+ N(z,y)dy.

Neste caso a solugdo (implicita) da EDO é V(z,y) = C, com C
uma constante, pois que

M(z,y)dz + N(z,y)dy = dV (z,y) = dC = 0.

[l Falta definir o que é o diferencial de V, dV/, de z, dx e de y, dy.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO de ordem 1: Diferenciais exatos -2-

O Seja V' uma fungdo de duas variaveis (z,y).

e A derivada parcial de V' com = em (xg,yo) é a derivada da
funcdo de uma varidvel = — V(z,y9) em x = x( (repare que o
valor de y € fixado: y = y); esta fun¢do é calculada como uma
derivada de uma funcdo de uma varidvel sé:

oV (x,
T Vo (2) i= B (w, o) = Zgeed.

Substituindo yo por y (é o "descongelamento”: desta vez, variavel
outra vez), na verdade temos uma fun¢do de duas varidveis

9.V (x,y) := V, (),

chamada derivada parcial de V' em ordem z.
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PARTE A: EDO de ordem 1: Diferenciais exatos -3-

e A derivada parcial de V com y em (z¢, o) é a derivada da
fungdo de uma varidvel y — V(zg,y) em y = yo (repare que o
valor de z é fixado: x = x¢); esta fungdo é calculada como

AV (xo,
y = Vi (y) = G (wo,y) = Doged,

Analogamente,
WV (z,y) = Vi(y).

e Nota: A significacdo da func3o derivada parcial em ordem z, no
8V(x,y(x)) z . ”

ponto (z,y(x)), v+ =g, é a seguinte ("congelar em 1o e

descongelar em y(x)):

o PG = Gt = (@)

(andlogo para a derivada parcial com ordem y).

r yo=y(x)
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PARTE A: EDO de ordem 1: Diferenciais exatos -4-

[0 Se as fungdes derivadas parciais de V', nomeadamente 0,V e
0,V forem fungdes continuas de = e de y numa vizinhanga de
(x0,%0), entdo a funcdo V(z,y) é dita diferenciavel em (z, yo).

[0 Suponhamos agora que V' seja uma fun¢do de 2 variaveis (z,y)
diferencidvel em A C R2. O diferencial de V' em (cada ponto de)
A é a"forma”

oV (z,y(x)) oV (z,y(x))
o dx + 2y

dV(z,y) = dy.

e Aqui, ha de ver dxr como um elemento infinitesimal ao longo do
eixo dos z, i.e. Ya = (u,v) € R?, temos dz[a] = u, e dy[a] = v.
Ou seja dx[a] é a proje¢do do vetor a no eixo dos x.
Analogamente, dy[a] é a projegdo do vetor a no eixo dos y.
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PARTE A: EDO de ordem 1: Diferenciais exatos -5-

O Observacdo: Suponhamos que y seja uma funcdo de z, i.e.,
temos y(z) e consideremos a fungdo de uma varidvel, z,

x = V(z,y(x)).
Ora, derivemos V' (z,y) com ordem z (pela regra da cadeia):

d _ OV(z,y(x)) | OV (z,y(x)) dy
%V(x,y(x))dx = o + By T

"Multiplicando” por dx obtemos a forma "diferencial de V' em

(z, y(2)),

4y (@, y(a))de = V@@ g V(@ YE))

dV(z,y) = dx Ox oy
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L Parte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO de ordem 1: Diferenciais exatos -6-

[ Gostariamos de igualar as derivadas parciais W

%’5(‘%)) com as fungdes M (z,y) e N(x,y), respeitivamente,
para pudermos escrever

(S

oV (z,y(x)) , OV (x,yx))
o dx+ 2y

dV(z,y) = dy = M (x,y)dz+N (z,y)dy,

e obter assim uma solugdo a nossa EDO.

e Mas, nem todas a expressdes M (z,y)dz + N(z,y)dy
correspondem a um potencial V(z,y) tal que

dV(z,y) = M(z,y)dz + N(z,y)dy.

Alias, a maioria ndo tem nenhum potencial associado.

[ O teorema seguinta permite averiguar quando tal potencial
existe.
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LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO de ordem 1: Diferenciais exatos  -7-
B TEOREMA A. 5. Seja a EDO sob forma implicita

M (z,y)dx + N(z,y)dy =0, (z,y) € ACR?

onde M e N admitem derivadas parciais que sdo fungdes continuas
em A. Suponhamos também que A seja um retidngulo do plano.
Se M e N satisfazerem

OM(z,y) _ ON(z,y) )
oy Ox ’

entdo existe um potencial (z,y) — V(z,y) tal que
dV(z,y) = M(z,y)dx + N(z,y)dy,

logo tal que V(z,y) = C é solugdo de M (z,y)dx+ N(z,y)dy = 0.
Se valer (%) o diferencial M(x,y)dz + N(x,y)dy é dito exato.
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0 EXEMPLO 2: Seja (292 + sin z)dm + 4dzydy = 0. Existe um
potencial pois que 3 (4:By) =4y e Py 0 (242 + sinz) = 4y.
Verifica-se que o potenC|aI ¢ V(z,y) = 2xy? — cosx + C, com C
uma constante. Com efeito, dV (z,y) = (2y? + sinx)dz + dzydy.

[0 Método geral de resolucdo (aplicado ao exemplo 2):

Etapa 1 Primitivamos z + M (x,y) = (2y? + sinz) e escrevemos
V(z,y) = [ M(z,y)dz + c(y) = [(2y* + sinz)dz + c(y)
onde y — ¢(y) é ainda uma fung¢do incégnita da varidvel y.
Logo vem V (x,y) = 2y*x — cosx + c(y).

Etapa 2 Queremos que av(g;y =4 4 [ M(x,y)dz +c (y) = = N(z,y)
para conseguirmos identificar c¢. No exemplo, N(z, ) = 4xy,
logo vem 4xy + g—; = 4zy, e deduzimos que ¢'(y) = 0, logo
¢(y) = C com C uma constante arbitrdria.
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Etapa 3 Concluimos que V(z,y) = [ M(z,y)dz + c(y) =
= 2y%x — cosx + C é a solucdo implicita da EDO.
[0 Método geral de resolucao (diferencial exato):
Etapa 1 Primitivamos x — M (x,y) e escrevemos

V(z,y) = /M(%y)dw +c(y),

onde y — ¢(y) é ainda uma fun¢do incégnita da varidvel y.
Etapa 2 Queremos que %ﬁ’y) = _d% [ M(z,y)dx + (y) = N(z,y)
para conseguirmos identificar c. Para o efeito, primitiva se a

funcao d
v ) = Ny - 3o [ Mla)da
para obter a fun¢do y — ¢(y), modulo uma constante,

Etapa 3 Concluimos que V(z,y) = [ M(z,y)dz + c(y) = C,VC € R
é a solucdo implicita da EDO.
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[J Acontece que mesmo que a forma Mdx + Ndy ndo seja exato,
a EDO Mdzx + Ndy = 0 tenha solugdo por outro método. Muitas
vezes, € preciso encontrar "truques” antes de aplicar um método.

Um deste é mudar de varidvel. Outro, o fator integrante.

O EXEMPLO 3: Seja a EDO xdt — (t3x + t)dx = 0 por resolver.
Observemos que n3o é exata. Observemos também que xdt—

tdx = —t*d(%). Logo, dividindo a EDO por t?, a mesma
re-escreve-se como d(¥) + tzdx = 0.

HINT: Efetuemos a mudanga de varidvel v := o(t,z) = . Logo
re-escreve-se como uma EDO com varidveis separadas,

dv + f}—Qdm =0, (resolve-nal).
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Seja Mdx + Ndy n3o exata e suponhamos que existe = — u(x)
tal que p(x)(Mdx + Ndy) seja exata. Logo, a solugdo desta
dltima é também solugdo da primeira sempre que u(x) # 0.
NOTA: alternativa é y — u(y) t.q. u(y)(Mdx + Ndy) é exata.

Lembrete: dizemos que (z,y) — f(z,y) é homogénea de grau n se
existir um inteiro n € N t.q. f(Az, \y) = A" f(z,y), VA € R,.

O EXEMPLO 4: z/y é de grau 0, = + y de grau 1, zy de grau 2.
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A EDO M(z,y)dx + N(x,y)dy = 0 é homogénea de grau n se M
e N forem ambas funcles de grau n. Logo pode-se re-escrever
como y' = —M(z,y)/N(x,y) = f(x,y), onde f é uma funcio
homogénea de grau 0. Verifica-se que

f@y) =f(Ly/z)=F(y/z) = —M(1,y/x)/N(1,y/z).

0 EXEMPLO 5: zy/(2* +y?) = (y/x)/(1 + (y/2)?) = F(y/z)

Etapa 1 Escrever M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 como % = F(y/x).

Etapa 2 Efetuaram.d.v. v =Y, logoy =wvz e % =0 —1—:32—2.
Etapa 3 Resolver v + zv" = F(v), i.e. integrar dv/(F(v) —v) = dz/z.
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[0 EXERCICIO 22: Dizer se as EDO sio exatas: (a)
% = 52;”’5275; (b) (2t cos T — 2xe*2t)dt — (t?sinz — e 2)dx = 0;
(c) % (dy + < )dy 0; (d) (3 + $z)dz + Sdy = 0; (e)

(22 ln ly| — ye~ )da: + (% ® e 4 2)dy = 0.

[0 EXERCICIO 23: Resolver as EDO exatas do Ex. 22 com o
método geral acima.

[0 EXERCICIO 24: Mostrar que dy +yP(z) = Q(z) ndo é exata,
exepto se P = (0. Encontrar o potencial neste tltimo caso.

[J EXERCICIO 25: Sem utilizar o método geral, encontrar o

potencial e a solugdo geral das EDO seguintes: (a) xzdt + tdx = 0;
(b) zdi=tdr — . () df = 0; (d) 2tzdt + t3dx — x%dx = 0.

x
HINT: expressar 2tzdt + t?dx e x?dx como diferenciais exatos.
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[J EXERCICIO 26: No caso do Ex. 22 (d), multiplicar a equagdo

por 22 e verificar que a nova EDO é exata. Resolver esta e (d).

[0 EXERCICIO 27: (i) Verificar que (z + tz?)dt — tdz = 0 n3o é
exata. (i) Multiplicar por %2 verificar que é exata, e resolver. (iii)
Verificar que a mesma € solu¢do da EDO original. (iv) Qual serd
uma outra solu¢do da EDO original?

[J EXERCICIO 28: Resolver a EDO zdt — (t32 + t)da = 0.
(facultativo: é o Exemplo 3 p.82).).

[0 EXERCICIO 29: Resolver a EDO 3 = 1.

HINT: invertir o papél das varideis dependente e indepenvdente.

e Solugdo: In(x+y+1)=y+C
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, ] d
O EXERCICIO 30: Sejaa EDO ¢ =1 — (z — y)? com y(0) = 2.
Verificar que n3o é nem com variaveis separadas, nem linear, nem
exata. Efetuando a mudanca de varidvel v = x — y, re-escrever a
EDO em termos de v e x e resolver.

e Solugdo: solugdo geral:(y — x)(z + C) = 1 e solugdo particular
(y—z)2x+1)=2.

[J EXERCICIO 31: Dizer se sio homogéneas de que grau das
funcdes: (a) xcos(y/x); (b) 3 4+ v?%; (c) 2% + 18y2; (d) 3zy>.

0 EXERCICIO 32: Dizer se a EDO (23 + %)dx — 3zydy = 0 é
homogénea, exata, qual é seu grau e resolver. Mostrar que a
solugdo pode ser escrita como 2y® — 23 = kx com k constante.
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HINT: pode utilisar um software de calculo simbolico, ou primitivar

2 . . .y .
27?;’ I (imediato por mudanca de varidvel); em alternativa pode
3 2
y T

escrever a EDO como x2df(x y) =0onde f(z,y) =% — Z.

0 EXERCICIO 33: Seja a EDO % = 2% com y(1) = 2. Dizer

quais sao os 2 métodos de resolugao Escolher um, e resolver.
e Solugao: solugdo geral sob forma implicita:
y? + 22y — 22 = C, VC € R; solucio particular: C' = 7.

[J EXERCICIO 34: Seja a equacio de Bernoulli:

d% +yP(x) = y"Q(z), n € N,. (i) Mostrar que a mudanga de
varidvel v = y'~" torna a EDO n3o linear em a EDO linear

% + (1 —n)P(x)v = (1 —n)Q(x) com coeficientes ndo constante.
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(ii) Explicar como se resolve.
iii) Aplicar a resolucdo da EDO v y —22%y3 = 0.
xX

e Solucdo: - = —2(22 — 1) + Ce ",
y* (@)

O EXERCICIO 35: Resolver (y/(x))? — 2/ (z) — y(z) = —z.
HINT: verificar se é uma equagdo de Lagrange/Clairaut.

e Solugdo: y(z) =z — 1.
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AULA 5 (10/3/2023)

Sistema de EDOs de primeira ordem.
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Consideremos o sistema seguinte de 2 equagdes com 2 fun¢des
incégnitas de ¢, 1 e x3. Sendo um sistema, estdo acopladas:

dro y Qij e R.

d
{% = a1171 + a1222
g = 2171 + a2

: e x ai; a :
Mediante a definicdo & := (xl) A= ( 1 12), este sistema
2

a1 a2
escreve-se de forma compacta sob forma matricial,
dx .
— = A7,
dt

e Aplicacdao importante: um sistema de EDO de ordem um pode
ser obtido a partir de uma EDO de ordem 2 (vé mais a frente).
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Seja a EDO y" + P(z)y’ + Q(x)y = 0. Efetuamos a mudanca de
varidvel v = ¢/. Logo a EDO re-escreve-se como

{% = —P(z)v - Qx)y

dy __ )
a = v
. . S, -Q -P
ou seja mediante a definicdo T := (g) A= ( OQ 1 )
escreve-se de forma compacta como um sistema de ordem 1:
dx
— = AZ.
dt

Ora consideremos o caso geral: procura-se t — Z(t) € R” tal que
dzx
— = A(D)X, Vt (x
o = A (%)
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B LEMMA A. 1. Supomos que a fungdo ¢t — A(t) seja continua.
Entdo o espaco de solugdes da EDO (x) tem dimens3o igual a
dimensdo de Z, i.e. igual a n.

Em analogia com as EDOs de ordem 1 escalares (i.e., uma equagao
apenas), procuremos uma solucio da forma Z = ie™. Com efeito,
temos o teorema seguinte:

B TEOREMA A. 6. (Multiplicidade geométrica = 2, caso
homogéneo) Seja A uma matriz 2 x 2 invertivel, i.e., det A # 0.
Supomos que A tenha dois vetores préprios u] # s, € dois valores
préprios associados, 71 e ro (que podem ser iguais). Entdo a
solucdo geral do sistema Ccll—f = A% é da forma

Z = cruie™t + cpune™t, c1,co € R.
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e demonstracao: Procuremos uma solucio da forma ¥ = we”
i.e., calculemos

t

e = rie™ = A" = (rii — Ai)e™ = 0.

dt
Logo, obtemos a igualdade A# = ri, ou seja U € o vetor préprio
da matriz A, e r o valor préprio associado. Como a matriz tem
dimensao 2 x 2 e é invertivel, logo os 2 vetores préprios sdo
independentes, pelo que quer uje"'! quer use™! sdo 2 solucdes
independentes. Pela linearidade da EDO, a combinacg3o linear
cruiet + coune™t ey, co € R é solucdo da EDO. Para além, é a
nica solugdo, uma vez que pelo Lemma A.1, o espaco de solugdes
é gerado pelos vetores independentes u7e"'? e uze™! . QED. [ |

e Nota: Aqui a multiplicidade algébrica pode ser 1 ou 2, i.e. se for

1, temos 71 # ro (por exemplo A = <(1) _31>) esefor2, ri=mry
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1 3
(por exemplo A = (O 1))

dzy
[0 EXEMPLO 1: Seja o sistema {d‘ig iQ. A matriz
ot T M

A (O 1Yt vet | (1) (-1
= 10 €m Vvetores € valores proprios u — 1) 1 €

r ==+1. Logo a EDO tem como solugdo geral
-1

) = ¢ ! el + co et c1,c0 €R.
xI9 1 1

[0 Ora consideremos o caso geral ndo homogéneo; procura-se
x(t) € R™ tal que
d¥

E:A(t)f+5(t), Vit (k)

onde ¢ — A(t) € R™" b(t) € R" sdo funcdes continuas.
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e Seja A uma matriz 2 x 2 invertivel, i.e., det A # 0. Sejam 3, u5
os vetores préprios da matriz A, e 1,72 os valores préprios
associados, i.e., temos multiplicidade geométrica igual a 2.

B TEOREMA A. 7. (Multiplicidade geométrica = 2, caso
n3o homogéneo) A solucio do sistema (), com ¢ — b(t) uma
forcagem vetorial continua em I, é da forma & = cjuje '+
cotize™t + x,(t), 1,02 € R, onde t 5 x,(t) é uma solugio
particular da EDO Cfi—f — AZ = E(t) As constantes ¢y, co estio
determinadas se forem prescritas condi¢@es iniciais (ou limites) em
t=ty €l ie., ¥(ty) = Zy. Assim, T torna-se a lnica solu¢cdo do
sistema de ordem 1 ndo homogéneo e com coeficientes constantes.
e demonstracao: Sendo uma equacgido linear ndo homogénea, ji
vimos que a solugdo geral é a soma da solugdo geral da EDO
homogénea (dada no Teorema A.6.) e de uma particular. Segue o
resultado. QED. [ ]
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dry
0 EXEMPLO 2: Seja o sistema {dcg2 = mtd
at = I — €

Procuremos uma solugdo particular do tipo

Tp1 = a1 + b1e®, xp = ag + boe3t. Por mera identificagdo temos
dm”l =3bed =ag +4+ b263t dﬁﬂ = 3bye® = a1 + bredt — ¥,
dal a1 =0,a0=—4eb = ,bg = %3. Logo a solucdo particular

ca-()- ()

A solugdo geral é, portanto (vé& exemplo 1),

coma (a0 ()

O EXEMPLO 3: Considere o mesmo sistema com #(0) = (0, 0).

Logo fixemos as constantes por identificacdo, i.e., ¢; = % e

17
Cy) = <
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‘Método de resolugdo: caso de valores préprios duplos

Supomos que o valor préprio de A, r, tem multiplicidade algébrica
2 e multiplicidade geométrica 1. Seja # o lnico vetor préprio.
Neste caso temos A#d = rid. Como temos apenas um valor préprio
em vez de dois, perdemos alguma informagdo sobre o sistema pelo
que temos de procurar uma solugcdo de uma forma mais geral, i.e.
tomemos como aposta Z = (¥ + ti)e’ onde ¢’ é um vetor
constante ainda incégnito. Ao inserir £ na EDO Z = AT vem
(T + e + de™ = A(T + til)e"™ = (AT + tril) ™.
Portanto, obtemos v resolvendo o sistema linear (A — rl)v = 4.
Mas, Ve € R, @ # cil pois caso contrdrio teriamos Aw = (cr + 1),
uma contradicdo. Portanto ie™ é uma solucdo independente de
(0 + ti)e™, logo a solugio geral do sistema de EDO homogénea é

f(t) = Clﬁert + 02(17+ tl_[)ert,VCl, c € R.
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'Método de resoluciio: caso de coeficientes ndo constantes -1-

Seja t — A(t) uma matriz 2 X 2 continua e invertivel, i.e., det A(t)
# 0 no intervalo . Sejam t — uj(t), ua(t) os vetores préprios da
matriz A(t) no tempo t, e t — 11(t), r2(t) os valores préprios

associados (possivelmente duplos) no tempo ¢.

B DEFINICAO 1: Sejam t € I — @ (t), 25(t) duas solucdes de
4t — A(t)Z. Seja B(t) = (#i(t)|#5(t)) a matrix cujas colunas sio
as duas solugdes x7, 2 no tempo t. Diremos que z7, T3 sdo
independentes se det B(t) # 0,Vt € I .

e Em alguns casos particulares, pode-se encontrar uma solugdo

facilmente ao problema com coeficientes ndo constantes.

O EXEMPLO 4: Tome A(t) = z(t)A, onde A é uma matriz
constante e t — z(t) uma fungdo real derivavel. Temos que
resolver 4 = A(t)% = z(t)AZ. Efetuamos uma mudanca de
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_

varidvel s(t) = fOt (7)dr de maneira que % = z(t). Seja

Z(t) =y (s(t)) = = (§os)(t) onde ¥ é a nova fungdo vetorial
incégnitam em vez de x da nova varidvel s, em vez de t. Pela
derivacdo em cadeia, a EDO em x re-escreve-se

d:c d _d ds

Simplificando por z(t), a nova EDO em termos da incégnita y é
W) _ ajs).
Ora, sendo a EDO com coeficientes constantes, a solucdo é dada
pelo teorema 7. Uma vez que obtivemos s — #(s) é facil obter a
solugao do problema inicial em %, ja que Z(t) = ¥ (s(t)) com
fo 7)dr,t € I. (Nota: é suposto que 0 € I).
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'Método de resolucdo: caso de coeficientes ndo constantes -3-

[J Vimos como se obtinha uma solu¢do de um sistema de EDO
com coeficientes ndo constantes e homogénea, num caso
particular. Enunciamos agora um teorema que garante a solucao
do sistema de EDO caso fosse ndo homogéneo. A demonstracdo é
similar as anteriores e vem da linearidade do problema.

—

B TEOREMA A. 8. A solugdo do sistema % — A(t)% = b(t),
com t — g(t) uma forcagem vetorial continua em I, é da forma

T = c121(t) + co@a(t) + xp(t), c1,c2 € R, onde t — £1(t), 23(t)
sdo duas solugdes independentes da EDO homogénea, e t — x,(t)
é uma solucdo particular da EDO ‘fl—f — A(t)Z = b(t). As constantes
¢1, co estdo determinadas se forem prescritas condi¢des iniciais (ou
limites) & = 25 em t =ty € I. Assim, a solugdo Z torna-se a (nica
solu¢do do sistema de EDO de ordem 1 ndo homogéneo.
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‘Método de resoluco: caso de coeficientes ndo constantes -4-

[ Vejamos agora como obter uma solu¢ao ao problema
homogéneo e ndo homogéneo no caso geral.

00 Caso homogéneo. Seja ¢t — B(t) a matriz cujas colunas sio
solugdes do sistema de EDO homogéneo. Logo B'(t) = A(t)B(t).
Suponhamos que det B(t) # 0,Vt € I, i.e., que todas as solugdes
sao independentes. Portanto podemos invertir a matriz B e vem
B'(t)B~Y(t) = A(t): é um sistema de EDO n3o linear que tem
solug¢do Unica, t — B(t). Porem, é geralmente dificil de resolver.

(] Observacao: caso A seja uma matriz simétrica, temos uma

t
solucdo da forma B( ) = elo A)dr Aqui o sentido de exponencial
de uma matriz é: eX =3 kl,Xk Com efeito, repare que

= Aelo AT ¢ B=1 — o= [ AT (ogo B/(1)B~L(t) = A(t).
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‘Método de resolucio: caso de coeficientes ndo constantes -5

[J Caso nao homogéneo. Calculemos em primeiro a matriz
solu¢do do sistema homogéneo, B(t). Procuremos entdo uma
solucdo do sistema n3o-homogéneo sob a forma duma combinagdo
linear #),(t) = B(t)c(t) das solu¢des da homogénea com
coeficientes ndo constantes dados pelo vetor incégnito t — &(t).
Falta encontrar tais coeficientes. Para o efeito, calculemos

T(t) = A(D)Zy+b(t) = B'(t)at)+B(t)d (t) = A(t)B(t)e(t)+b(t).

D t
Sendo que B'(t) = A(t)B(t), simplifica-se, e vem B(t)c (t) = b(t).
Invertindo B, obtemos os coeficientes pretendidos integrando
c(t) = B71(t)b(t), i.e. (a constante arbitrdria C ¢é fixada pelas
condigBes iniciais),

-

&) = /0 B (r)b(r)dr + C,
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O Questao: este procedimento limita-se a sistemas de ordem 17
N3o, consideremos o sistema de EDO de ordem 2 seguinte:

{ 2 (t) — 4y(¢) el
y'(t) + 22/ (t) = sint’
Introduzimos as novas varidveis

21(t) = x(t), 2(t) = 2' (1), 23(t) = y(t), za(t) = ¥/ (¢),
logo o sistema re-escreve-se na forma

{:L”Z(t) —dxs(t) = €t

o (t) + t222(t) = sint’

i.e., com ¥ = (561,372,963,964)T,

0 1 00 0

dc. [0 0 4 0|, [ ¢

a o o o 1" | o
0 —t2 0 0 sint
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[0 EXERCICIO 36: Uma reacdo quimica envolvendo solventes é
descrita como abaixo, onde [E] é a concentragdo do solvente E e
k1, ks, k3 sdo constantes relativas a quinética da reacao :

i) ks

K A

d[A]/dt = -k,[A] + k,[B]
d[BI/dt = ky[A] - (k, + ky)[B]

d[Cl/dt = k,[B] /

. . ti . e
(i) Escrever o sistema sob forma matricial. (ii) Resolver no caso de
ks = 0. (iii)* Resolver no caso geral e tragar as curvas.

[J EXERCICIO 37: Efetuar uma mudanca de varidvel e
re-escrever o sistema de EDO de ordem 2 em um sistema de ordem

L { 2(t) — /() + 3y(t) = —lnt
y"(t) +e'a’(t) — x(t) + y(t) 0
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EXERCICIO de TEORICA-PRATICA (Sistema de
Lotka-Volterra:) Sejam y o nimero de individuos da populagdo
de algum predador (exemplo: lobo) e z o ndmero da individuos da
populagdo da sua presa (exemplo coelho). Construimos o modelo
"de presas-predadores”:

1) Presas extintas: se as presas forem extintas, como o modelo
considera que se trata do Unico alimento dos predadores, a
populacao de predadores deve extinguir-se também, com uma taxa
proporcional a sua populacio atual. Sendo : ~ a constante de

proporcionalidade e t o tempo, temos { T 0
i [ , : d
@ = —vw, >0

2) Predadores extintos: se os predadores forem extintos, a
populacido da presa cresce a uma taxa proporcional a populacdo
atual. A constante « representa essa proporcao, temos:
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y = 0
% = ax, a>0.

3) Ambas populagées existem:

Os encontros entre presa e predador, que levam a morte de uma
presa, é diretamente proporcional ao produto das suas populagdes.
Entendendo melhor, se tivéssemos os individuos a e b da populacao
de presas e ¢ e d da populagio de predadores, os seus encontros

— a b
seriam: ¢ ac bc, logo, o produto das duas populagdes. Como
d ad bd

os encontros tendem a gerar morte da presa e alimentacao do
predador, temos alteracoes nas populacdes. No caso do modelo,
temos duas constantes positivas de proporcionalidade envolvidas
nesse produto, sendo que [ representa taxa de predacdo e  de
conversao da caca em novos predadores.
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Temos:
» Populagcdo da presa sofre reducdo: : —fGxy, 5 >0
» Populagdo do predador sofre aumento: : +dxy, 6 > 0

4) Caso geral: Considerando todas as trés hipSteses, temos como
equacdo desse modelos o que segue (chamado sistema de
Lotka-Volterra):

d
@ = oy,

com «, 7, 3,6 > 0 os 4 parametros da cinética das interacdes entre
presas e predatores.

5) Soluc3o analitica: EXERCICIO 38: Resolver o sistema (dar a
solugdo sob forma implicita).

HINT: eliminar o tempo no sistema e escrever uma EDO para g—g.
Resolver por separa¢do de varidvel e primitivar.( Fonte: wikipedia).

{ ‘é—f = oax — By
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EDO de segunda ordem: introducdo e teoria geral; base de
solucoes; Wronskiano.
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'EDO de ordem 2: a Lei de Newton

A lei de Newton é expressa num referéncial inercial (i.e., um
observador com velocidade constante) e diz o seguinte: a soma das
forcas exteriores atuando num corpo de massa m € igual a massa
vezes a acceleracdo do corpo:

F:ZE-:ma,
7

_d,_dd d%x _dz _
onde a = ;v = 3 ZT 57, COM T ev:= G = aposicdo e a

velocidade do corpo com respeito a origem do referéncial.
Logo temos uma EDO de segunda ordem

onde a forca F' pode ser linear ou n3o linear e dependerde x e dt
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O EXEMPLO 1. Movimento gravitacional.
F=Fy(z) = ﬂf ;0”) com 1z a posicdo do centro

da terra. A EDO de ordem 2 correspondente,

d’x mg

daz ||:L“—xo||(x_x0) =0

s6 faz intervir a derivada segunda de z (a posigdo), e
x sob a forma (x — o).

[0 EXEMPLO 2. Movimento gravitacional com atrito de Coulomb.
F = F,(x, dt) = Fy(x) — n(‘fit vg) com xg a
posicdo do centro da terra e vg uma velocidade de
referéncia do sistema (o vento por exemplo) e > 0
um coeficiente de atrito. Neste caso a forca diminui
com a velocidade do corpo, pois a resisténcia do ar
aumenta proporcionalmente com a velocidade.
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A EDO de ordem 2 n3o linear correspondente é
d’x dx mg

m@ - 77% - m(l‘ — o) = nvo,

tendo as derivadas primeira e segunda da posicao z, e
x sob a forma (z — xp), mais um termo de forcagem
R = nug. Observamos que o coeficiente de % é
constante, enquanto o de (z — x¢) depende de x.

0 EXEMPLO 3. Oscilador harmonico de tipo mola. A forca que
atua numa mola fixada em z é dada por
F,, = —k(xz — x¢), onde k é o modulo de
elasticidade, ou coeficiente de Lamé.

A EDO de ordem 2 linear correspondente é
d’z
mﬁ + KT = —KXQ.
Sem derivada 1.2 de z, e com coeficiente e forcagem constante.
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[0 EXEMPLO 4. Oscilador harmonico de tipo péndulo.
Seja um péndulo de comprimento ¢ com uma massa m.

| Pela conservacdo do momento linear:
%(O?xmz‘;’) — 0P x (R+mg) = OP x mg, onde v = (0 e
O? =l cosfe; + ¢sinfey = 00 + gsinf = 0.
O E uma EDO n3o linear de ordem 2 com varivel dependente o

angulo 6.
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'EDO linear de ordem 2: definicso

Uma EDO de segunda ordem tem a expressao
y'+ P(@)y + Q(z)y = R(z), (%)

onde a incdgnita ¢ a fun¢do = — y(x).

E dita homogénea (ou sem forcagem) se R = 0.

O EXEMPLO 5: £Y — 35244 4 4y — 9c3r,

O teorema de existéncia da EDO de ordem 1 permite demonstar o
seguinte teorema de existéncia.

B TEOREMA A. 9. A EDO (%) tem solugdo tnica no intervalo I
se P, e R forem fungdes continuas em I e se y(xg) = yo €
y'(z0) = vg com zg € I e yp,vp € R.

[J A demonstracdo da existéncia e unicidade segue do resultado de
existéncia anterior para sistemas de EDO de primeira ordem.
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Duas solugdes 41 e yo sdo independentes se para qualqueis
constantes C7, Co, C’lyl + CQyQ =0 = C1=Cy=0.
Solugdo geral no caso R = 0 (homogéneo).

B LEMA A. 1. A solugdo geral da equagdo (x) com R =0 é dada
por y = Cry1 + Coya, C1,C € R, onde y; e yo sdo duas solugdes
independentes.

e demonstracao: Pela linearidade temos, para qualqueis solucoes
Y1 € y2, e qualqueis reais C1,Cy € R, C1y{ + PC1y] + QC1y1 =0
e Coyly + PCoyh + QCay2 = 0, logo adicionando as duas equagdes,
a fungdo y = Cyy; + Cays2 é também uma solu¢do. Por outro lado,
o espaco das solucGes de uma EDO de ordem 2 tem dimensio 2,
logo se y1 e yo sdo independentes, as mesmas vao gerar o espago
na sua totalidade. Segue a tese. QED. |
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O Wronskiano em z, w(z), é o determinante da matriz

(yl(w) ya2(x)
(@) ya(x)
B LEMA A. 2. Seja R = 0. Temos w'(z) = —Pw(x), logo

w(z) =w(xo)e Loy POE papa além,

w(zx) #0, Vo < w(xg) # 0.

e demonstragdo: Calculemos w' = y\vyh — vhy] + y1vy — vy =
y1(=Pys = Qu2) — ya(=Pyr — Qu1) = Pyayy — y1ys) = —Puw.
Logo % Inw=-Pew(x)=Ce J2o PO o ¢ constante. Em
x = xo temos w(z) = w(xg) = C. Portanto se w(zg) = C # 0,
temos tambem w(z) # 0, ja que multiplicamos por e¢* > 0, Vu. A
outra implicacdo é imediata, segue a tese. QED. |

), e, w(e) = 1 (@)he) — ya()y) (@),
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B TEOREMA A. 10. Seja R = 0. Duas solucdes 31 e s sdo
independentes sse w(zg) # 0 (ou sse w(x) # 0, V).

e demonstracao: Pelo Lema A.1, sabemos que se y; e y2 sdo
independentes, a solugcdo geral escreve-se como y = Ciy; + Cays
com C1,C5 € R. Seja as condigBes limites y(zg) = yo €
y'(xg) = vo. Pelo Teorema A.9, sabemos que neste caso a solugcio
existe e é tnica: é y = C1y; + Cays para um Unico par de numeros
reais {C1,Ca} (podem ser igual a 0). Logo, yo = y(zo) =
Cryi(zo) + Caya(zo) € vo = ¥/ (x0) = C19)(z0) + Cayh(x0). Pela
dlgebra linear sabemos que isto se verifica sse podemos inverter a
matriz 2 X 2 na equacao <y/1(m0) y,Q(xO)> <Cl> = <y0), ou
yi(zo) w5(xo)) \C2 Yo
seja, se e somente se o determinante da mesma nao é nulo, ou
seja, se e somente se w(xy) # 0. Mas pelo lema 2, isto acontece
também em todos os x, logo w(x) # 0. Segue a tese. QED |
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EDO de segunda ordem: solucées particulares e solucao
geral; teorema de existéncia e unicidade; EDO com
coeficientes constantes: caso homogéneo e nao-homogéneo.
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B TEOREMA A. 11. A solugdo geral y de (x) é a soma da
solugdo de (%) com R = 0, mais uma solugdo particular y, de (x),
ie., y=Ciyr + Coya +yp, C1,C2 € R, onde y; e yo sdo
solucdes independentes da EDO homogénea. A solucdo é unica
uma vez prescritas condices iniciais.

e demonstracao: Pelo Lema A.1. temos que yp, := Cry; + Coys é
a solugdo geral da EDO homogénea: y; + Py) + Qyp = 0. Por
outro lado, y,, + Py, + Qy, = R. Somando, y = yj, + y, é solugdo
de (), pela linearidade do operador derivada e da EDO. Se forem
prescritas condi¢des iniciais, i.e. y(0) = yo e ¥'(0) = vy esta
solugdo € tnica. Com efeito, suponhamos que existem duas
solugBes y e i de (%). Logo a fungdo 3 := y —  é solugdo da EDO
homogénea com condi¢des limite §(xo) = y(zo) — y(zo) =0 e

7' (o) = v/ (x0) — ¥ (x9) = 0. Vimos no Teorema 9 que a mesma
tem uma dnica solugdo. Mas 4§ = 0 é solucdo da EDO homogénea,
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logo é a tnica solugdo e concluimos que y = 3. Segue a tese.
QED. |

Definimos o simbolo "derivada em ordem z", D, como Dy = %'
Da mesma forma, a derivada segunda sera rapresentada pelo
simbolo D% D%y = £y,

00 EXEMPLO 6: D(2e73%) = —6e3%, D?(2e73%) = 18¢ 732,

OO EXEMPLO 7: A EDO 4" + Py’ + Qy = R escreve-se como
¢(D)y = R onde p(D) := (D> + PD + Q).

0O EXEMPLO 8: A EDO correspondente a

(D? + 22D + 5)y = 3sin 2z é y" + 2y’ + 5y = 3sin 2.

0O EXEMPLO 9: A EDO 2”(t) + 42/ (t) + 3sin(2nt)z(t) = 0
escreve-se em simbolos como (D? + 4D + 3sin(27t))x = 0.
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O resultado seguinte é evidente, segue da linearidade da derivada
enquanto operador diferencial.
B LEMA A. 3. O operador D é linear.

Seja a EDO de segunda ordem
oDy =ay" +by +c=0, a,bceR
definida no intervalo I. Chamemos o polinédmio caracteristico o
polinémio
o(u) = au® +bu+c=0,u € R.
Calculemos o seu discriminante e as suas raizes:

 —bEVA

A=b>—4
ac, U %
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[J A solugdo geral da EDO homogénea depende do sinal do
discriminante. O teorema seguinte discrimina os casos.

B TEOREMA A. 12. Seja a EDO ¢(D)y = 0. Temos:

Caso A > 0:

Caso A = 0:

Caso A < 0:

Seja uq,us as duas raizes reais e distinctas de
©(u) = 0. A solugdo geral é da forma

yh(x) = et 4 Xpe¥2 . A, Ao € R.

Seja ug a Unica raiz reais dupla de ¢(u) =0. A
solugdo geral é da forma

yp = (A + px)e'o® A ueR.

Seja r — iw e r 4 iw as duas raizes complexas e
distinctas de p(u) = 0, com r,w € R. A solugdo
geral é da forma

yn = (Asin(wz) + pcos(wz))e™, A\ pu e R.
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e demonstragdo (casos reais apenas): No caso de 2 raizes reais
distintas, verifiquemos que e“!* é solu¢do (sera similar para e"2%).
Com efeito, De"® = ue®, D?e%* = 42e"* e portanto p(D)e" =0
implica au? + bu + ¢ = 0, uma vez que u = w1, ug S30 raizes do
polinémio. Ora, o Wronskiano

Ul UL
ujeulx uje“” — e(u1+u2)x(u2 _ Ul) £0,
pelo que e“1* e ¢“2* s3o duas solu¢des independentes.
e No caso de u ser a Unica raiz dupla, temos de um lado y; := e"*
solu¢do. Do outro, tomemos yo = ve™* com x — v(x) uma fungdo
(por enquanto ainda) incégnita. Calculemos Dys = v'e"™ + vue™®
e D%yy = v"e" 4 v'ue'™ + v'ue™ + vu?e'™. Logo temos
©(D)ys = av”e" + v/ (2au+) + velaje™™ = 0. Mas, sendo a
raiz dnica, u = 52, e p(u) = 0. Logo ¢(D)yz = 0 implica v” = 0,
logo v = Az + B. Portanto, uma segunda solucdo
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é yo := (Az + B)e™. Uma vez que o Wronskiano das mesmas é
nao nulo, sdo independentes e a solucdo geral é combinagdo linear
das duas, logo vem yp(x) = (Ax + p)e" com A\, p € R. QED. W
O EXEMPLO 9: Seja (D) = D?+2D +1= (D +1)?, logo a
raiz é dupla e é u = —1. A EDO ¢(D)y = 0 escreve-se

y" + 2y +y =0 e tem solugio y(x) = (Ax + B)e™*. (Verifique).
0 EXEMPLO 10: Seja ¢(D) = D? +1, logo a raiz é complexa, e
éu=+/—1=:i. AEDO ¢(D)y = 0 escreve-se 3y’ +y = 0 e tem
solugdo y = (Acosx + Bsinz)e® = Acosx + Bsinz, pois que
w=1er =0. Com efeito (cosz)” = —cosz e (sinz)” = —sinz.
0 EXEMPLO 11: Seja (D) = D? + 6D + 25. As raizes de
P(u) =0 séo 6i\/j —3+4i. A EDO homogénea ¢p(D)y =0
escreve-se y” + 6y—|— 425 = 0. Tem como solu¢do geral

y(z) = e73%(C1 cosdx + Cysin4x), pois que w =4 e r = —3.
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EDO de segunda ordem com coeficientes constantes:
solucoes particulares.
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Seja a EDO ¢’ + P(z)y’ + Q(x)y = R(z). A solugdo geral serd

Y = Yn + yp com y;, determinada como acima e y, uma solucao
particular. No caso dos coeficientes constantes, podemos apostar e
depois determinar a forma da mesma em alguns casos particulares
de forcagem = — R(x).

Antes de mais, introduzimos o conceito de fun¢do essencial.

B DEFINICAO 2: uma func3o essencial é do tipo e+?,
sin(wz), cos(wx), ou um polinédmio de grau m, py,(x). O produto
de duas fungdes essenciais é também uma funcdo essencial.

Quando a forgcagem consiste numa combinac3o linear de funcgdes
essenciais, a solucdo particular serd uma combinagao linear
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das mesmas funcdes essenciais e eventualmente das suas derivadas
de todos as ordens (e as vezes suas primitivas), com constantes
multiplicativas por determinar. Isto serd realizado inserindo o
candidado na EDO e identificando os termos. Alguns casos
particulares de forcagem x — R(x) sdo os seguintes:
Caso 1: Seja R(z) = Cek* C k€ R.
Neste caso, procuremos uma solucdo particular da forma
yp(z) = p(x)er®, (é o mesmo k).
Caso k ndo é raiz de p(u) = 0 Entdo p(x) = po(z) = A
(é do mesmo grau, logo a derivada d4 outra vez a
mesma fun¢3o essencial da mesma forma).
Caso k ¢é raiz simples Entdo p(x) = p1(z) = Az + B
(é de um grau superior).
Caso k é raiz dupla Entdo p(x) = pa(x) = Az? + Bx + C
(é de dois graus superior).
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Caso 2: Seja R(z) = asinwz + bcoswz, a,b,w € R. Neste
caso, se +iw nio for raiz de p(u) = 0 (em particular se ¢(u) ndo
tem raiz imaginaria), a boa aposta é uma fun¢do da forma

yp(x) = ¢+ Asinwz + B coswz.

(As derivadas d3o outra vez a mesma fungdo essencial).

Caso 3: Seja

R(z) = (C 4 asinwzx + bcoswz)er, a,b,C,w € R. Assim, se

k + iw ndo for raiz de ¢(u) = 0, a aposta é uma fun¢do da forma
yp(7) = (Asinwz + Bcoswxr)ek® A B,ceR.

(As derivadas d3o outra vez a mesma funcdo essencial).

Caso 4: Seja R(x) = p1(x)e*® k € R onde p; é um polinémio de
grau 1 (p1(z) = ax 4+ b). Aqui k pode ser igual a 0. A solugdo
particular é a mesma exponencial vezes um polindmio cujo grau
depende das raizes de (. Procuremos uma solu¢do particular da
forma y, = p(z)ek®, com
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Caso k ndo é raiz de ¢(u) = 0 Entdo p(z) =pi(z) = Az + B
(é do mesmo grau).
Caso k é raiz simples Entdo p(z) = pa(x) = Az® + Bx + C
(é de um grau superior).
Caso k é raiz dupla Entdo p(x) = p3(z) = Az® + Ba? + C+ D
(é de dois graus superior).
(Sempre com A, B,C, D e E reais possivelmente nulos).

Caso 5: Seja R(z) = pa()e?®, k € R onde py é um polinémio de
grau 2 (p2(z) = ax? + bx + ¢).

Procuremos uma solugdo particular da forma y, = p(x)eF, com
Caso k nio é raiz de o(u) = 0: p(z) = p2(z) = Az? + Bx + C.
Caso k é raiz simples: p(z) = p3(z) = Ax® + Bx? + Cx + D.
Caso k é raiz dupla: p(z) = ps(z) = Az* + Ba3 + Ca® + Dz + E.
(Sempre com A, B,C, D e E reais possivelmente nulos).
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Caso 6 (caso geral): Seja
R(x) = pu(x)(C + asinwz + beoswz)e® a,b,C,w, k € R,

onde p,, é um polinédmio de grau n. Procuremos uma solugdo
particular da forma p,,(x)(c + Asinwz 4+ B cos wz)er?,
¢, A, B € R, onde

Caso k =+ iw ndo é raiz de ¢(u) = 0: grau de p,, igual a n.
Caso k £ iw é raiz de p(u) = 0: grau de p,, igual a n+ 1.
etc.



e e e e
Caleulo infinitesimal 11 Aulas teodricas e teorica-praticas 133/313

LPalrte A: Equagdes Diferenciais Ordinarias

PARTE A: EDO de ordem 2: coeficientes constantes -20-

Sejam u; e uy (possivelmente iguais) os valores préprios do
polinémio fundamental: sdo chamados frequéncias préprias do
sistema.

Acontece que quando as frequéncias proprias do sistema sdo iguais
as da forcagem. i.e., aos coeficientes reais k nas exponenciais, o
sistema "entra em resonancia”.

Muitas vezes isto é uma singularidade do sistema pois " perde-se”
alguma informagio.

Dafi a necessidade de procurar solugdes particulares de grau
superior.

Este fenémeno surge em qualquer drea das Ciénicas naturais.
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O EXEMPLO 12: Sejaa EDO 3/ + 3y —4y=1—22. A
forcagem escreve-se como R(z) = (1 — 2x)e®, logo temos
primeiro que averiguar se 0 é uma raiz do polinédmio caracteristico
u? +3u—4=0.

Sendo que 0 n3o é raiz (noutras palavras ndo é uma frequéncia
prépria do sistema), determinemos uma solugdo particular da
forma y, = Az + B.

Inserindo a mesma na EDO segue 34 — 4Ax — 4B = =1 — 2z,
logosai 34— 4B =1e4A =2, ie yy(z)=%+3.

D’outro lado a solugdo geral da EDO homogénea é

yn(x) = Cre™® + Coe¥2® com uq,us raizes de u? +3u —4 =0
(exercicio: encontrar tais valores).

Logo a solugdo geral vai ser y = yp, + yp.
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0 EXEMPLO 13: Seja a EDO y” + 4y = 2e~2%. Procuremos
uma solug3o particular da forma y,(z) = Ce™2%, ie., 2e7 % =
4Ce2* + 4Ce~ 2, donde C = %.

(exercicio: digam porqué funcionou com um polinémio do mesmo
grau, ou seja com uma constante vezes a exponencial. Encontrar a
soluggo geral).

O EXEMPLO 14: Seja Seja ¢(D)y = R com

R(z) = 53 + 2 cos(4x). Procuremos uma solugdo particular da
forma y,(z) = B cos(4z) + C'sin(4x) +Ae3®, caso 3 ndo é raiz do
polinémio fundamental, da forma y,(x) = B cos(4z) + C'sin(4z)
+(Az + B)e‘%, caso 3 é uma das duas raizes distinctas, e da
forma y,(x) = Bcos(4x) + C'sin(4x) +(Az? + Bx + C)e3® caso 3
é uma uma raiz dupla de ¢(u) = 0.

Aqui 3 é a frequéncia que pode fazer como que o sistema entrasse
em resonancia, caso tiver um valor préprio igual a 3.
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O EXEMPLO 15: Seja ¢(D)y = R com

R(z) =222 — 1+ 2271 = (222 — 1)e" + 22e712.

Procuremos uma solugdo particular da forma

yp(z) = (Az? + Bx + C) + (D2 + Ex + F)e %, caso 0 e —1 n3o
sdo raizes do polindmio fundamental, da forma

yp(z) = (Az? + Bz + C) + (D2® + Ez* + Fz + G)e %, caso 0
n3o € raiz e —1 é uma das duas raizes distinctas, e da forma

yp(z) = (A2? + Bz + C) + (Dz* + Ex3 + F2? + Gz + H)e™@
caso 0 ndo é raiz e —1 é uma raiz dupla de p(u) = 0.

Ora, caso 0 for raiz simples sem —1 ser raiz, procuremos uma
particular da forma

Yp(7) = (A3 + Bax? + Cx + D) + (Ex? + Fz + G)e ™, e caso 0 é
raiz dupla, da forma

yp(7) = (Az* + Bz + C2? + Dx + E) + (Fa? + Gz + H)e ™ ®.
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(exercicio: dizer quais seriam as frequéncias do sistema para que
entre en resonancia com esta forcagem. Dar um exemplo de EDO
onde isto acontece).

00 EXEMPLO 16: Seja ¢(D)y = R com

R(z) = 2e % sin(3x) + 5ze**. Procuremos uma solug3o particular
da forma y, = (Asin(3z) + B cos(3x))e™® + (Cx + D)e?®, caso
nem 2 nem —1 + 3i forem raizes, da forma

yp = (Asin(3z) + Bcos(3z))e™® + (Cz? + Dz + E)e?*, caso 2 é
uma das duas raizes distinctas sem —1 4 3i ser raiz, e da forma
yp = (Asin(3z) + Bcos(3z))e ™ + (Ca3 + Da? + Ex + F)e??,
caso 2 é raiz dupla de ¢(u) = 0, sem —1 ser raiz.

(exercicio: completar os casos do exemplo anterior, i.e., quando
—1 =+ 3i for raiz).
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[0 EXERCICIO 39: Seja a EDO 3" + 3y — 4y = 1 — 2z. (i)
Re-escrever esta EDO em simbolos; (ii) verificar que y, = 5 + % é
uma solugdo particular; (iii) verificar que y;, = 3e~%* é solugdo da
EDO homogénea associada (sem forcagem); (iv) verificar que
yn, + yp é solugdo da EDO: pode ser chamada uma solugdo geral?
(v) verificar que g, = e é outra solugdo da EDO homogénea; (vi)
calcular o Wronskiano e e dizer qual serd a solugdo geral da EDO
homogénea? (vii) qual sera a solugcdo geral da EDO de partida?
(viii) quantas constantes arbitrarias existem e como fixa-las?

[0 EXERCICIO 40: Seja a EDO homogénea ¢(D)y = o +4y= 0.
(i) Encontrar 2 solugdes independentes e a solugdo geral. (ii) No
caso ndo-homogéneo p(D)y =4 e p(D)y = 4 + x encontrar uma

solu¢do particular e a solugdo geral. (iii) Dar condi¢des iniciais que
—2z
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[J EXERCICIO 41: Determinar as solucdes homogénea, particular
e geral das seguintes EDO:

[ y// _ 4y — 8$2;

> (D2 +4D +5)y = e* + 15z;

> 4L 4 i =12 4 2cos(3t).
[J EXERCICIO 42: Encontrar os candidatos para serem solucdes
particulares de:

> o — 2y — 3y = Sxsin(2z) + 2ze3%;

> (D? 48D + 16)y = 3z%e** +5;

> P2y 6dr 4 125 = 4t + 2 cos(3t).
Dizer quando o sistema entra em resonancia.

[J EXERCICIO 43: Resolver as EDO seguintes:
» " + 16y = 5sin(2z) com y(0) =2 et ¥/(0) = 1;
> % + 4i = 3cos(2t) com i(0) = 2 et i'(0) = 0.
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PARTE B

PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis. Curvas no plano
e no espaco. Superficies parametrizadas.
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AULA 9 (24/3/2023)

Funcoes vetoriais de m variaveis:

Linhas de nivel, graficos. Limite e continuidade.
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -1-

Uma func3o é dita "escalar” se toma valores em R. Até agora sé
faldmos deste tipo de funcées: nos EDOS, tratava-se de uma
func3o incégnita, escalar e dependente do tempo ¢ ou do
comprimento . Unica excecdo: quando faldmos de EDO sob
forma explicita, v/(z) = f(z,y), introduzimos uma funcdo escalar
de duas varidveis (z,y) € R? = f(z,y) € R, ou nas exdtas.

O EXEMPLO 1: z = f(x,y) = 22 +y> » O graficode f é o
conjunto, {(z,y,z) €
R3:z= f(m,y)}

> No exemplo 1, é um
paraboloide: para z =1

AT a seccao do paraboloide

Paraboloide Linhas de nivel é o circulo de raio 1.




e e e e
Caleulo infinitesimal 11 Aulas teodricas e teorica-praticas 143 /313

L PARTE B/célculo vetorial e multivariaveis/

PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -2-

1. Coordenadas: o eixo
horizontal é o da coordenada x
e o vertical da coordenada y. O
ponto P tem (é identificado

Seja  um  referéncial or-
togonal com  origem 0.

,
1 pelas) coordenadas (z,y).
o x 2. Componentes; o vetor d tem 2
componentes: uma ao longo do
O comprimento de @ é dado eixo dos x, é outra ao longo do
pela norma de a: eixo dos y, logo as suas
lall = a2 + y2. componentes s3o < z,y >. Um
Um vetor unitdrio tem por vetor n3o tem origem, pelo que
definicdo comprimento igual a todas as translacdes do mesmo

1. terdao as mesmas componentes.
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -3-

e Um vetor é definido como um elemento dum espaco vetorial:
existe uma estrutura linear tal que somas, diferéncias,
multiplicacdo por um escalar, existéncia do vetor nulo, do oposto,
etc, sdo bem definidos.

e Regra de soma e diferénca de vetores do plano:

Uma func3o vetorial é uma funcdo com valores em R™, n > 2, i.e.,
z— f(z) =< fi(z), -, fu(z) > tem n componentes, onde cada
componente é uma func¢3o escalar do escalar . O dominio de f é
D C R,m > 1. Logo seu gréfico é um conjunto de R*7.
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e A 3 dimensdes, seja um
referéncial ortogonal com origem
0 e coordenadas z,y e z.

A = (a1, a2,a3) (a1,a2,a3)

e Um vetor A a tem 3 com-
ponentes < ai,a9,a3 > cada uma
ao longo dos eixos dos z,y ou z.
Também, pode ser escrito na forma
seguinte: @ = ai€; + a2€, + aze..

4.

e Uma funcdo vetorial a
3d z —~ f(z) tem 3
componentes, sendo cada
uma dela, uma fun¢do es-
calar da varidvel indepen-
dente x. Sendo um ve-
tor, tem também uma ori-
entagdo.

[0 Observacao: A varidvel
x pode ser um escalar ou
um vetor de dimensdo m =
1,2 ou 3, possivelmente
diferente de n.
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -b-

Uma fung3o vetorial multivaridveis é precisamente uma relagio
f: D CR™— R"™ quando m,n > 2, onde D é o dominio de f.

e O dominio D de f é o subconjunto de R™ onde a funcdo f é
definida.

Em particular, a funcdo faz sentido em todos os pontos de D.

E costume assumir que D é o maior subconjunto de R™ onde a
funcdo f é definida, apesar de ser legitimo definir f em qualquer
subdominio de D.

e A imagem R de f é o subconjunto de R™ de todos os pontos que
sao imagem por f de um ponto do dominio D. Em outras palavras
z € R se e somente se existe um P € D tal que f(P) = z.

E costume assumir que R é o maior subconjunto de R”, imagem
por f de pontos pertencentes ao maior possivel dominio D.
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -6-

Em termodindmica: a pressao depende do volume e da
temperatura (fung3o escalar de 2 varidveis)

Em economia: o custo de fabricacdo de um produto depende do
preco das varias (m) componentes necessarias a sua
fabricacdo (fungdo escalar de m varidveis).

Em mecanica Newtoniana: a forca da gravidade atuando numa
massa m é um vetor ao longo dum eixo que passa
pelo centro da terra, dependende apenas da psicdo
da massa (fung3o vetorial de uma variavel)

Em eletricidade: os campos elétricos e magneticos dependem das 3
varidveis espaciais (z,y, z) e do tempo (fun¢des
vetoriais de 4 varidveis).

Em mecanica dos fluidos: a velocidade do fluido depende do
espa¢o e do tempo (fungdo vetorial de 4 varidveis) .
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PARTE B: célculo vetorial e multivariaveis -7-
Seja uma fun¢do escalar x — f(z) com z = (z1, -+ , )

€ D C R™. A curva (ou linha) de nivel de f é a curvas de todos
os pontos no domimio de f cujam imagem por f tem altura (i.e.,
estao ao nivel) f = z com z € R. Portanto é o conjunto (pode ser
vazio para alguns valores de z):

{reD: f(x)==22z2€R}

E o principio do mapa topografico:
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -8-

Seja f: D CR™ — R™ e g € D tal que o dominio D contenha
uma bola centrada em xg e de raio 6 > 0 suficientemente pequeno.

Dizemos que o limite de f em xg é o numero L, i.e.,

lim f(z) = L, se quando x estiver suficientemente perto de z
Tr—xQ

entdo f(x) é suficientemente perto de L.

Em termos matemdticos, se para um qualquer € > 0, existe § > 0
tal que se ||z — zg|| < 6, entdo ||f(x) — L|| <e.

[0 Notemos que 0 depende a partida do € mas também do x.
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -O-

L+e

L—¢

(%0, ¥0,L)

P to10.0)

lim f(z)=Le lim g(z) = K.
T—TQ

T—T0
» lim b = b, com b constante
Tr—rx0
» lim f-b=L-b
T—rx0
> lim f+9=L+K,
Tr—T0

» lim f-g=L-K

T—rx0
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -10-

Seja f: D CR™ — R"™ e g € D tal que o dominio D contenha
uma bola centrada em zg e de raio § > 0 suficientemente pequeno.
A fungdo f é continua em z( se o seu limite quando x converge a

z9 € L = f(xo).
Dizemos que a fun¢do f é continua em D se o limite da funcdo
f(y) quando y converge a x € D existe e é igual a f(z):

lim f(y) = f(2), ou f(y) = f(z) (y—azzyeD)
Em termos matematicos, se para um z fixado em D, e um

qualquer ¢ > 0, existe d,.. > 0 tal que, Yy € D tal que
|2 = Y|l < buse, entdo || f(z) — f(y)ll <e.
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -O-

00 EXEMPLO 2 (o limite ndo existe): Seja f(z,y) = xﬁyzl
com (z,y) # 0. Deixemos (z,y) — (0,0) ao longo da reta
y =mx,m > 0. Logo

m2a3
lim x lim =0, pois que "Ly
(1%3/)_%%0)f( Y) = - y)ﬁ(OO ) 22 + mAz? pois qué “moaa S
2.3
- = m?z — 0. Ora deixamos (z,y) — (0,0) ao longo da
gt 1
ardbola x = y2. Vem lim x, lim = —.
P Yy Yy
(,9)—(0,0) e ¥)=(0.0) 2y 2

y=u2 y=x?

e Sendo que 2 caminhos dao 2 limites diferentes, o limite
nao existe.
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -11-

O EXEMPLO 3: Seja f(z,y) = 2+y2 com (z,y) # 0. Ao longo
dos 2 caminhos vem o limite 0. Com efeito, ao longo de y = mz,
i.e., seguindo os pontos da reta que convergirem a 0 vem

f(z,y) = mﬁyg = xzﬁiﬁi% = (1f;2)x — 0 uma vez que = — 0.
De outro lado ao longo da parabola vem

f(z,y) = mf}in = (yjin) = (H;,Q) — 0 uma vez que ¥y~ 2 — 0
quando y — 0. Mas, mesmo assim, n3o é suficiente para provar
que o limite é 0, pois todos, assolutamente todos os caminhos
possiveis devem dar 0 no limite. Para o efeito, temos de utilizar a
definicdo: seja € > 0 um numero real arbitrariamente pequeno;
temos que mostrar que a distancia entre f e 0 é menor de ¢ se
tomarmos (x,y) sufficientemente perto de (0, 0).

Para chegar a isso, temos de procurar uma estimativa para f:

Aale < 1-Ja|

‘f| = ‘$2+y ’ 2+y
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -12-

Ora, é suficiente tomar 0 = € na definicdo de limite, j& que |z| =
Va? < /a2 + 2 = |[(w,y) — 0]l < 6 = ¢ implica | f(z,y) — 0] < e,
uma vez que acabdmos de mostramos (pelas estimativas, i.e. serie
de desigualdades acima) que |f| < |z|. Logo |f — 0| <&, e como
e — 0, o limite de f em (0,0) é 0.

O EXEMPLO 4: Seja f(z,y) = 2+ 5. Vimos que o seu limite
em (0,0) é 0. Mas a fungdo f nio foi definida em (0,0). Portanto
ndo se pode falar de continuidade em (0,0), apesar de existir um
limite em (0,0). No entanto, se definirmos que o valor de f em
(0,0) é precisamente o seu valor limite, ou seja 0, entdo

f£(0,0) =0, e portanto o limite de f em 0 é 0: assim, f é dita
continua em (0,0). Obviamente, serd também continua em todos
os pontos do seu dominio.
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PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis -13-

[J Observacao: Rigorosamente falando, f é continua no seu
dominio R%\ {(0,0)}, por ser uma fragdo de fungdes continuas. O
que chamemos continua em (0,0) é a extensdo de f ao dominio
maior R2. Aqui extendemos f em (0,0) com o seu vaor limite, 0, e
assim torna-se continua. Mas, poderiamos ter escolhido outra
extensdo de f com um valor em (0,0) diferente de 0. Logo a
funcdo f extendida teria sido igualmente definida em R? na sua
totalidade, mas sem ser continua na origem. O facto é mesmo
este: existe uma unica extens3o de f que a torna continua, e essa
é a que toma como valor de f na origem o seu limite, 0 neste caso.

B TEOREMA B. 1. Polinémios sdo continuos em todos os
pontos e fracdes de polindmios s3o continuas em todos os pontos
onde sdo definidas (i.e., onde o denominador é diferente de 0).
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J EXERCICIO 1: Qual é o dominio e a imagem da func3o
f(z,y) = /9 — 22 — y2? Qual é o dominio da fun¢3o de 3

variaveis f(z,y,z) =In(z — y) + zysin 27
[J EXERCICIO 2: Determinar e tracar as linhas de nivel da
fun¢do f(x,y) = 6 — 3z — 2y para os niveis k = —6, 0, 6.

[ EXERCICIO 3: (i) Qual’é o dominio da funcio
flz,y) = %; (ii) mostrar que n3o tem limite em

(x,y) = (0,0); (iii) determinar onde f é continua no seu dominio.

[0 EXERCICIO 4: Determinar se as funcdes (i) f(z,y) 62%y

= oA A

(i) f(z,y) = g;;;izg; (i) f(z,y) = Qiz?ﬁ;gs; (iv)

2 2 2 - . . . .
fx,y,z) = L2 L3 tem limite em 0; se tiver, dar o limite; se

A — =y
n3o tiver, justificar.
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, 2 2
00 EXERCICIO 5: (i) Determinar se a funcio f(z,y) = =L
O 5: (i) cdo f(x,y) Va2 r2?
tem limite em 0; se tiver, dar o limite. (ii) Se for possivel,
prolongar a fungdo em 0 para torna-la continua em 0.

Solu¢§o o limite é O pois que
2 2

zsmy J:smy <x+y — 2 2 <
T o) < | DA < g < St T c
visto que /22 + y2 < § e com a escolha § = €. Prolongando a
fung¢do por 0 em (0,0), a mesma torna-se continua.
[ EXERCICIO 6: (i) Determinar se e onde a fungdo
f(z,y) = 22y — 23y? — 32 — 2y é continua; justificar; (ii) avaliar

lim  f(z,y). Mesma questdo para f(z,y) = xy cos(x — 2y).
(z.y)—=(2,1)

[0 EXERCICIO 7: Dizer onde a funcio f(x,y) = arctan(y/z) é
continua; justificar.




e e e e
Caleulo infinitesimal 11 Aulas teodricas e teorica-praticas 158 /313

L PARTE B/célculo vetorial e multivariaveis/

AULA 10 (27/3/2023)

Funcoes escalares de m variaveis:

Derivadas parciais; diferencial; diferenciabilidade; derivada de
Gateau.
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Seja f(z,y) uma fungdo escalar de duas varidveis x e y. A
derivada parcial de f em (z9,yo) em ordem x indica a taxa de
variagcdo da fung¢do quando (z,y) se aproxima de (zg, o) com y
fixado no valor y = yp. Da mesma maneira, a derivada parcial de f
em (xg,yo) em ordem y indica a taxa de variagdo da fun¢do
quando (z,y) se aproxima de (zg, o) com x fixado no valor

x = x9. Em outras palavras, definimos as funcdes de uma variavel
= fyo(x) = f(x,90) € y = fuo(y) = f(x0,y), e definimos,
formalmente, as derivadas parciais de f como

4 : + e, o) — f(xo,
8a:f(1’0,y0) = gi‘o ((1}0) = hlllgo f(xo 1 y}?j f(il?o yO)

)

(h1,ho € R,), e, analogamente,
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Lk o + ha) — f(xo,
0,8 00) = 2 ) = iy L0 I) =Sl m)

O Outras notagdes: 0, f = f, = am

[ Derivadas parciais para fungdes de n > 2 varidveis sdo definidas
analogamente, "congelando” todas excepto uma varidvel e
efetuando a derivada em ordem a esta ultima.

[ Derivadas parciais de ordem superior s3o definidas da mesma

maneira, por exemplo f,m(xo,yo) = Opz f(z0,%0) = ddicgo (x0),
Fya(@0,Y0) = Ouy f (20, Y0) = 020y f (w0, y0) = L (dfz (yo)) (z0),

sendo que x — ci{—;j(yg) € uma func3o apenas da varidvel x.
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O EXEMPLO 5: Seja f(z,y) = 4 — 22 — 2y

Temos 0, f(x,y) = —2x,0, f(z,y) = —4y; logo, 0, f(1,1) =

0y f(1,1) = —4. Temos tambem
Oa | = _Qvaacyf = Ovayyf =—4

O EXEMPLO 6: Seja g(x,y) =

)
Temos 0,g(x,y) = cos (1+y>

Oyg(z,y) = cos (1+y> Oy (@> = —cos (ﬁ) (1+xy)2'

Temos tambem 0,9 = 0,(0;9) = —sin (117)

~15-

O EXEMPLO 7: Seja f(z,y) = 23 4+ 22y — 232, Temos

fo=32%+2zy% e f, = 32%y* — 4y. Reparemos que
fay =0y(0xf) = 6xy2 = fyo = 0x(0yf) = 61‘3/2-

—92,

161/313
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Isto € um teorema geral para fungbes suaves: as derivadas
segundas podem comutar.

s

E uma equacdo da forma

F(x,u,0yu, 0yu) =0,
onde (z,y) — u(z,y) é uma fun¢do incégnita.

[J Vimos que a derivada parcial é o declive de uma fun¢do numa
direcdo escolhida. Ora, a questdo é se podemos aproximar uma
funcdo escalar de n > 2 varidveis com um plano, localmente em
torno de um ponto (xg,yo) onde as derivadas parciais existem.
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Uma fungdo (z,y) — f(x,y) é diferencidvel em (z9,yo) se é
préxima de um plano, i.e. se a distancia entre f(z,y) e a fungdo
afim f(zo,y0) + a(x — x0) + b(y — yo), onde a = 05 f(xo,yo) €
b= 0yf(x0,y0), "tende a 0" quando (x,y) "tende a (xo,yo)"-

A funcdo linear 0, f (20, yo)(z — 20) + Oy f (20, Y0)(y — yo) é
chamada diferencial de f em (o, Yyo) na dire¢do
hi=<z— o, Y — Yo >. E linear com respeito ao vetor h.

B DEFINICAO 1: (Diferencial de uma funcio): O diferencial de
f € o mapa linear
df := Oy fdx + 0, fdy,
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onde

-, -,

delh) =z —x0 e dylh]l:=y—yo

é uma notagdo para indicar as proje¢bes do incremento h ao longo
dos eixos x e y, respetivamente. Logo o diferencial de f no ponto
(x0,Y0) e na diregdo h é

df (zo, yo)[h] = 8 f (w0, 30)(x — 0) + Oy f (0, %0) (¥ — Yo)-

Interpretemos df (zo, yo)[ﬁ] como o valor que aproxima a variacdo
Af de fem (x,y) e na diregdo h =<z — zg,y — yo >, i.€.,

Af(z,y) = f((zo,y0) + h) — f(z0,y0) = f(z,y) — f(z0, %0)

linearmente em termos dos incrementos h1 = x —xg € ha = y — yo.
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A fungdo (x,y) — f(x,y) é diferencidvel em (zg,yo) se pode ser
aproximada linearmente pelo seu diferencial, i.e., se as derivadas
parciais existem em (xg, o) € se

F(x,y) — f(zo,y0) = df (o, y0)[R] + ||R]|e(R)

com o incremento h := (z — 2,y — yo), € €(k) um numero real
que podemos "desprezar”, i.e. tal que ¢(h) — 0 quando ||h|| — 0.

e A quantidade ||k||e(h) é chamada o resto. Linearizar a funcio
significa desprezar o resto, uma vez que este Gltimo contém todos
os termos além dos lineares. Se for desprezavel, escrevemos
|h||e(h) = o(h). Logo, f ser diferencidvel significa a existéncia de
um vetor 2 tal que
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fl@,y) — flzo,y0) = 2+ I + ol ).

[0 Veremos mais a frente que Z é o "gradiente de " em (x0,yo).

O EXEMPLO 8 (plano tangente = translagdo vertical do
diferencial): Seja a fungdo

f(z,y) = 222 — 3wy + 8y? + 2z — 4y + 4. Para encontrar a
equacdo do plano tangente em (2,—1), temos de calcular primeiro
o diferencial de f em (2,—1),

df (zo,yo)[x—20,y—yo] = Ozf(x0,y0)(x—20)+0y f(x0,Y0)(Y—¥0),

e efetuar uma translagcdo. O plano tangente terd como equacgdo
z = f(zo,y0) + df (o, yo)[x — z0,y — yo]. Ora, as derivadas
parciais sdo as fungdes 0, f(z,y) =4 —3y+2 e

Oyf(x,y) = —3x + 16y — 4. Logo os seus valor em (2, —1) sdo
9:f(2,—1) =13 e 9,f(2,—1) = —26.
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De outro lado, f(2,—1) = 34, logo o plano tangente terd equagdo
z2=34+13(x —2) — 26(y — (—1)) = 13z — 26y — 18, sendo o
diferencial de f em (2, —1) o mapa linear (em h =< hy, hy >),

df (2, —1)[h1, ha) = 13hy — 26hs.

Nos exemplos a seguir mostremos que apesar de as derivadas
parciais existirem, a funcdo pode n3o ser diferenciavel, i.e., n3o ser
préxima da sua linearizagdo (plano tangente).

O EXEMPLO 9 (existéncia de derivadas parciais): Seja a

fungdo f(z,y) = L2 se (z,y) # 0 e £(0,0) = 0.
As derivadas parciais de f em (z9,yo) = (0,0) existem e sdo dadas
por O f =1e dyf =1. Com efeito se congelarmos y no valor

2 2 2 2
_ d _da (=z +y5\ _ 20  Z +Y5
Y =1Yo temos Ef(x7y0) — dzx ( z+yo ) - <$+y0 (x+y())2'1 '

logo se yo = 0 vem %f(:r,yg): %‘é—% =2—-1=1.
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A derivada parcial em ordem «x é a funcdo constante 1, logo ¢ igual
alemaz=0. Portanto, L f(z,0) = L (0,0) = 1 (por simetria,
o resultado é similar para 0, f).

[0 Observacao: podemos também fixar y = g logo no inicio no

valor yp = 0. Com efeito f(z,0) = ot _ x, logo %f(x,O) =1.
e Mas, a funcdo n3o é diferencidvel, ‘pois o resto ndo é desprezdvel.

[0 EXEMPLO 10 (falta de diferenciabilidade na origem): O
diferencial de f na origem é o mapa df (0,0)[h] =

9z £(0,0)(z — z0) + 9y £(0,0)(y — yo) = 1.(z — z0) + 1.(y — yo) =
x + 1. Porém, a funcdo f ndo é diferencidvel na origem pela razao

que o resto n3o se encontra desprezavel.
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. o 2?42 (z+y)?
Cc2>m efeito, resto = f(x2 ,y)— f(0,0) — (:c—i—y) r+z -y
S AT o B = T )
I(z — 0,y — 0)[|e(h) = ||h||e(h), onde e(h) = ﬁ

funcao de h que ndo é "bastante pequena”, i.e., ndo tende a 0
quando h =< x,y >— 0 (tome por exemplo x = y e deixe z — 0).
Neste caso, vemos que o plano ndo aproxima localmente a func3o.
Fixemos um ponto (xg,yo) € uma direcdo h =< hi,hy >€ R? de
norma unitéria (i.e. ||k|| = 1) e definimos a funcio de uma variavel

t i g(t) = f((wo,0) + th).
Logo a direcdo de variagao é tﬁ,t # 0: tende a 0 quando t — 0.

€ uma
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B TEOREMA B. 2 (derivada de Gateau): Se a fungdo (z,y) —
f(z,y) for diferencidvel em (xq,yo) entdo para qualquer dire¢do h,

170 /313

- dg d
df (o, yo)[h] = E(O) = Ef(fﬂo + thi, yo + tha) i

e demonstracao: Calculemos =
i g9(t) —g(0) _ lim f((z0,y0) +th) — f(zo,90)

t—0 t _ =0 . . t
. df (zo,yo)[th] | .. |thlle(th) R
lim ; +lim == = df (w0, yo) [A] + lim [[A]|e(th),

com lim €(th) — 0 e portanto lim ||A||e(th) — 0. QED. |
t—0 t—0
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AULA 11 (14/4/2023)

Funcoes vetoriais de m variaveis:

Plano tangente; Gradiente; Derivada direccional; derivada de
uma funcao composta; matriz Jacobiana, Jacobiano; funcao
de classe C'.
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Seja uma fun¢do escalar (x,y) € D — f(x,y) e o grafico

Gr = {(z,y,2 = f(x,y))}. Seja 20 = f(x0,y0) com (xo,y0) € D.
O plano tangente a G¢ em (0, Yo, 20) € uma translagdo do
diferencial, i.e. é o conjunto dos pontos (x,y, z) que satisfazem a
equacao

2z — 29 = df (20, y0)[h] = 9w f (20, Yo) (& — 0) + By f (20, 30) (¥ — Yo)-

0O EXEMPLO 11: Seja z = f(z,y) = 2> —zy +y. Qual'éa
equagdo do plano tangente ao grafico de z = f(z,y) no ponto
(zo,90) = (2,—1)7 (i) Calculemos f(z0,y0) = 5; (ii) Calculemos
Oz f(w0,90) = 5 € 9y f(z0,%0) = —1;
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(iii) Logo o plano tangente tem a equagdo
z—5b=5(x—-2)—(y+1).

[0 Observagao: o plano tangente (ou o diferencial) pode ser
obtido linearizando a expressdo f(xo + h1,yo + h2) em termos de
hi e ho, com h =< hi, he > a direcdo de variacdo de f escolhida.

O EXEMPLO 12: Voltemos a funcdo do exemplo 11 e calculemos
f@o+h1,y0+h2) = (w0 + 1) — (w0 + 1) (yo +ha) + (Yo + h2) =
x3 + 2x0h1 + h? — 2oyo — 2oha — yoh1 — hihe + yo + he =

(220 — yo)h1 + (1 — wo)ha + (2§ + yo) + (h — haha).
Substituindo com (zg,y0) = (2, —1) e
h=<xz—m,y—yo>=<z—2,y+1> vem z= f(z,y) =
f(zo+ h1,y0+ ha2) = 5(x —2) — (y+ 1) + 3 +(h} —+h1h3). Sendo
uma linearizac3o, desprezamos o termo quadratico em h,

(h? — h1h3), logo a equagdo do plano tangente.
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[0 Observacao: Ora, gostariamos de averiguar se o resto é de

hi — hihs
facto desprezdvel. Para o efeito, calculemos ”}y”rgo \/m
2 2 2 2
Tomes Skt < Mttt < ) < o
quando |||l = /A2 + hZ — 0 . A resposta é sim,
(Lembra-se sempre a desigualdade (a — b)? = a® + b* — 2ab > 0,
logo a? + b? > 2ab).

Apliquemos agora o teorema anterior e calculemos o diferencial
com a derivada de Gateau.

O EXEMPLO 13: Voltemos a fungdo do exemplo 11, fixemos no
ponto (zg,y0) = (2,—1) adiregdo h=<z -2,y +1>e
calculemos
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g(t) = f(xo +thi,yo +tha) =
(l’o —|—th1)2 — (l‘o +th1)(yo +th2) + (yo —i—thz) = (.%‘(2) —xoYo +yo0)+
t(2zg — yo)h1 + t(1 — xo)ha+ t2(h% — hyhg).
Ora, basta derivar em ordem t para obtermos
g () =5(x —2) — (y+ 1) + 2t(h? — hihs), logo em t = 0 vem
§(0) = 5(z —2) — (y+1) = df 2, ~ D[]

Seja (z,y) € D +— f(z,y) uma fun¢do escalar que admite
derivadas parciais. O gradiente de f é o vetor Vf := (0, f, 0y f)
expressado na base cartesiana {€7,é2}. O operador V chama-se
"nabla”. O diferencial de f escreve-se como

df = V- < dz,dy >= (0of 9,f) (flz) = O, fdx + O, fdy.
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Logo o plano tangente escreve-se também em termos do gradiente:
T — X0
z—z0 = Vf(20,y0) < =20, y—yo >= <f,m f,y) (w0, o) y—w0)
Uma consequéncia direta desta expressdo € o teorema seguinte:

B TEOREMA B. 3. Se (z,y) € D+ f(x,y) é diferenciavel,
entdo f é continua.

e demonstracao: temos de demonstrar que
lim (f((ﬂfovyo) +h) — f(x0, yo)) =0.
h—0

Mas

- F((zo, yo) + h) — f(zo0, yo)

f((@o,y0) +h) — f(xo,y0) = il |12
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Recordemos que pela diferenciabilidade de f, temos

F((zo, y0) + h) — f(z0,y0) = df (zo, yo)[1] + ||2]|e(h),

em que df (zo, yo)[R] é linear em & e lim e(h) = 0. Logo,
h—0

lim (f((xo,yo) +h)— f(xo,yo)) —

h—0

= lim df (2o, yo)[h] + hm |R||e(h) = 0+0 = 0.
h—0

QED
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A derivada direcional de f na direcio h € R2, com ||h| =1 é
Dpf(:) = h-VI() = mdpf(-) +had, f() = df (-)[]).

Significa a taxa de variacdo de f ao longo da direcdo do vetor h.

Sejam (z,y) € D — f(x,y) uma fun¢do vetorial de duas varidveis,
diferencidvel e t € I — ~(t) = (x(t),y(t)) uma fungdo do tempo
também diferenciavel, cuja imagem ~(I) é uma curva no plano.
Consideremos a composicdo de f com =, i.e. a fungdo composta
telm glt) = foy = f(v(t) = f (x(t), y(t)): significa que f
apenas apanha as coordenadas que definem a curva ~. .

g

A questdo é a de obter a taxa de variagdo de g: ¢'(t) = 7 (t).
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B TEOREMA B. 4: Seja f uma fungdo de duas varidveis
diferenciavel e seja t — () uma curva no plano. Seja

g(t) = f (7(t)). Entdo g'(to) = V f(x(to),y(t0)) - 7' (o).

e demonstragdo: Definimos 7y := v(tg). De um lado (a
esquerda), temos

g (to); = lim 9(t) = 9(0) = lim fOlt) = f(’Yo)_ De outro lado
t—to t— 1o t—to ’t — to’
(a direita), temos lim Vi (VO)t' (Vt(t) — ) _ V() - (t).
—10 — 10

Temos de demonstrar que as duas limites s3o iguais. Portanto,
tomemos a diferéncia dos dois numeradores e definimos

n(t) == f(v(t)) = f(v0)— Vf() - (v(t) —v0). Para averiguar

. . t
que de facto sao iguais, é suficiente mostrar que lim n(®) = 0.
t—to t — to
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Com efeito, sendo que lim;_¢, 7(2;070 =:7(tg), vem

) o u) W=l )

t=tot —tg  toto | Yl t—to  t=t ||y(t) — Yol

limy 4, -”7—(2{070” = hmv(t)—wO —||7(;])(t_)70||' 17/ (to)|l = 0, pois que

: n)  _
Lo o=

T | (v(#) = f(vo) = V£(10) - (v(H) —0)
= lim

()= [v(#) — ol
por definicdo de f ser diferencidvel no ponto 9. QED. |

Seja uma fung3do vetorial de m varidveis definida num dominio
D C R™ e com valores em R", onde m,n > 2 (por simplicidade
nos limitamos a m = n = 2 na exposi¢do),

(Q?,y) €D~ f(x,y) = = <f1(x7y)’f2($7y)>'

=0
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A funcdo é diferencidvel em P = (xg,y0) € D se existe uma
fungdo (vetorial) linear L(P) : R — R™ t.q.

f(P+h) = f(P) + L(P)[h] + ||| e(h),
em que h =< hi, he >€ R? é uma direc3o de variacio de f
escolhida, ||h| = \/h? + h3 e com o resto desprezavel:

li h) = 0.
Y €(h)

e A "Jacobiana de f", é a matriz m X n,

1= (g 5 ®

e Seu determinante é o Jacobiano de f:

| J¢|(P) := det(J f)(P).
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[0 Observacao: uma funcdo de duas varidveis ou mais pode

(i) ser continua sem ter derivadas parciais: por exemplo
fl@y) =zl + [y

(i) ter derivadas parciais sem ser continua (cf. exercicio 13)

(iii) ter derivadas parciais sem ser diferencidvel (cf. exercicio 12)

(iv) ser diferencidvel sem ter derivadas parciais continuas (cf.
exercicio 14)

Mas, vale o teorema seguinte:

B TEOREMA B. 5. Seja (z,y) € D — f uma fung3o cujas
derivadas parciais existem e s3o continuas. Entdo f é diferencidvel.

Dizemos que (z,y) € D + f(x,y) é de classe C! se é as derivadas
parciais de f existirem e forem continuas em D.

1
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[J EXERCICIO 8: Calcular as derivadas parciais e o gradiente de
() f(z,y) = (1 + 2y)?; (i) f(x,y,2) = xyz — 1. No caso (ii)
calcular as derivadas parciais segundas.

[0 EXERCICIO 9: Seja a funcio f(z,y) = 22 + zy — y. (i)
Calcular as derivadas parciais e o gradiente de f. (ii) Calcular o
diferencial no ponto (2, —1) e o plano tangente ao ponto
(2,—1,3). (iii) Efetuar a derivada de Gateau no ponto (2,—1) e
verificar que corresponde ao diferencial. (iv) Determinar em qual
(quais) ponto(s) o plano tangente ao grafico de f é horizontal.
Dizer ao que corresponde tal ponto.

0 EXERCICIO 10 (Linearizacdo -1-): Seja a funcio f(z,y) =
22 4+ y2. (i) Linearizar o incremento f(x + h1,y + ho)— f(z,y) e
determinar o diferencial e o gradiente. (ii) Identificar o resto e
verificar que é desprezével, i.e. que é o(h). (iii) Qual é o diferencial
de f e a derivada direcional na direcio h =< 1/v/2,1/v/2 >?
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O EXERCICIO 11 (Linearizagﬁo -2-): Mesma questdo com
flx,y,2) = - 22y — 322 h =< hi, ha, hs > e a derivada direcional

na direcio hh =< 1/\f 1/v/2,0 >.

[0 EXERCICIO 12* (Continuidade da funcdo e existéncia de
derivadas parciais, mas sem diferenciabilidade; falta de
continuidade das derivadas parcias): (i) Calcular as derivadas

parciais de (cf. exercicio 4(iii)) f(z,y) = 2””2%’:;/
x 2;32 €T .
Resposta: O, f(z,y) = @ fiy s e Oyf(z,y) = % (ii)

Prolongar a fungdo na origem para torna-la continua em (0,0) (cf
exercicio 4 (iii)). (iii) Verificar a falta de continuidade das mesmas.
(iv) Calcular o diferencial. (v) Verificar a falta de diferenciabilidade
da funcdo na origem. HINT: mostrar que o diferencial na direccdo
< hi,hgy > é ho. Utilizando a definicdo do resto, mostrar que o
mesmo ndo é uma linearizacdo admissivel da funcio, logo a
mesma ndo é diferencidvel na origem.
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[J EXERCICIO 13* (Derivadas parciais existem sem a fungao
ser continua): Seja a fungdo f(x,y) = xﬁ’yQ se (z,y) #0 e
f(0,0) = 0. (i) Mostrar que o limite em (0,0) n3o existe, logo a
funcdo ndo é continua na origem (HINT: exibir 2 caminhos com
limites diferentes); (ii) Mostrar que as derivadas parciais em (0, 0)
sdo nulas (HINT: utilizar a definicdo de derivada parcial como

limite); (iii) esta fun¢do pode ser diferencidvel na origem?

[0 EXERCICIO 14* (Funcao diferenciavel com derivadas
parciais discontinuas): Seja a fungdo f(x,y) = z?sin \/x?lTy?
(x,y) #0e f(0,0) =0. (i) Verificar que f é continua em todos
os pontos do seu dominio. (ii) Caclular as derivadas parciais em
(x,y) e em (0,0). (iii) Determinar se f é diferencidvel em 0 e a
expressdo do diferencial. (vi) Determinar se as derivadas parciais
de f sdo continuas no seu dominio.

se
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Soluggo: (i) a fungdo é continua fora da origem por ser uma
composicdo de fungdes continuas. Na origem avaliamos
|f(x,y) — 0] < 2% < 2% + 92, logo tomemos 6 = /¢ e
|f(z,y) — 0] <ese|(x,y)|| <9, logo é continua em 0. (i) N
f(o + ha, ) ( 70)

origem calculemos 9, f(0,0) = hhmo
1—

hy
li it s ! 1 |hi| = 0. Da mesma maneira 9, f(0,0)
im —— sin — im = i
m—0 [hy| " [h| = ' v

1
\/72 +x COSW

——2Z = 2zsin 1 z’ cos L E também
(z24y2)3/2 x2+y2 (I2+y 3/2 \/27 )

222 1
Oy f(z,y) = _(:62:;2%3/2 cos Ve

(iii) Se fosse diferencidvel na origem teria um diferencial nulo ja
que as derivadas parciais na origam s3do nulas.

= 0. Fora da origem, 8xf($,y) = 2z sin




Caleulo infinitesimal 1l Aulas teoricas e tedrica-praticas 187/313

L pPARTE B/célculo vetorial e multivariaveis/

PARTE B: calculo vetorial e multivariaveis TP12 -5-

Ora, vejamos se a funcdo nula é de facto a aproximacdo de f na
primeira ordem, averiguando se o resto é desprezavel: com efeito,
— |f(hho)—f(00)-0] _ _ hi 1 hi+hi _
E(h)— 2 12 - 2 2‘ 2 2’— 2,12
Vhi+h3 VIR RRh3 T T /h k3
h? 4+ h3 — 0 quando ||h|| — 0. Portanto f é diferencidvel na
1 2 q
origem é o seu diferencial é a funcao 0.
(iv) Consideremos os pontos tais que y = 0 e calculemos
O f(2,0) = 2z sin = = 2zsin &
f(@,0) Tl ~ T ol Tl
Apesar de o primeiro termo convergir a 0 quando x — 0, o
segundo n3o tem limite em 0. Portanto a derivada parcial e f
nesses pontos ndo pode ser continua, apesar de o diferencial em
(0,0) existir e ser a fungdo 0. Como se vé na figura existe um
plano tangente horizontal, i.e., a fun¢do nula. Porém, as derivadas
parciais oscilam devido ao seno e coseno divergirem na origem,
logo existem sem ser continuas.

x3 1
B ‘3 Cos COS 11+
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n/1e

# ns1a

0 EXERCICIO 15: O vetor posicio a 3d é o vetor

p=<x,y,z >: tem extremidade a origem (0,0,0) e P = (x,y, 2).
O raio r(P) associado a P é o comprimento de p, i.e.

r(P) := ||p]|. Calcular o gradiente de r(P) e de 1/r(P).

O EXERCICIO 16: Avalie o gradiente de
f(z,y,2) = zsin(ry) + ycos(rz) em (0,1,2).
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AULA 12 (17/4/2023)

Funcoes vetoriais de m variaveis:

Extremos e optimizacao
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Consideremos a fun¢do com valores escalares (x,y) € D — f(x,y)
diferencidvel. Os ponto criticos (xg,yo) de f sdo os pontos de D
onde o gradiente de f é nulo: V f(zg,y0) = 0.

Dizemos que um ponto critico é um maximo da fungdo se
F(,9) < f(@o,p0), onde | <z, —yo > || < e (> 0)

Dizemos que um ponto critico é um minimo da fungdo se
J(2,9) > [0, y0), onde || < .20, — o > || < ¢ (> 0)

[0 Nota 1: é facil ver, a partir da definicdo, que nos minimos, o
gradiente tem de ser nulo.
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local maxima

local minimum saddle-shaped surface

[0 Nota 2: Figura a esquerda: nos maximos e minimos o plano
tangente é horizontal, i.e., o gradiente é nulo; Figura a direita: um
ponto critico pode ser nem maximo nem minimo: neste caso é
chamado um "ponto de sela” (minimo numa diregdo, méximo na
outra).
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Com efeito, se f for minimo numa vizinhang¢a de (g, 30), logo serd
minimo ao longo de uma reta r(t) = (zo, yo) 4tV nesta
vizinhangca, comt € R e V € R2 um vetor unitario qualquer.
Portanto a fungdo t — g(t) := f(r(t)) terda um minimo em ¢ = 0.

Sendo uma fungdo escalar, significa que sua derivada é nula:

%(0) = V[(z0,y0) - (t) = Vf(wo,50) -V =0, VV. Sendo isto
valido para qualquer direcao V, temos necessariamente de ter

V f(z0,y0) = 0. O mesmo raciocino vale no caso de um maximo.
Porém, como dito na nota 1, se o gradiente se anular, n3o significa
que temos necessariamente um minimo ou um maximo.

0 EXEMPLO 14: Seja f(z,y) = 23 + 2y +y*> — z. Para
encontrar os eventuais ponto criticos, calculemos f, = 322 +y — 1
e fy==x+2y. Impondo f, =0=f,, vemz = -2y e

3(—2y) +y—1=12y2+y —1 =0, ie. y— i % Logo os P.C.
(P.C.=pontos criticos) P = (—%,1), e Q = (3,—1).
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O Nota 3: Para determinar se um P.C. é mdximo ou minimo
temos de calcular as derivadas segundas (vé mais a frente).

0 EXEMPLO 15 (ponto de sela): Seja f(z,y) = 2% —4%. O
tnico ponto critico é (0,0) pois f5(0) =0 = f,(0). Mas ndo é
nem maximo, nem minimo, pois ao longo da reta y =0, 0 é um
minimo (da pardbola z = x2) enquanto ao longo de = = 0 temos
um maximo na origem (da pardbola z = —y?).

0 EXEMPLO 16: Acabamos de ver que quando temos uma
forma quadratica, ser minimo ou maximo depende do sinal dos
coeficientes. Seja entdo a expressido geral de uma forma quadrtica,
f(z,y) = ax? + 2bxy + cy®. Re-escrevemos a mesma como

2 2
fla,y) = a(z® +2Lay+ L) + (e~ L)y = a(z+ Ly)? + 2ty2,

a
uma vez que (z + 2y)? = 22 + 22zy + %yz Com a mudanga de
oY

variavel u :=z + gy, =y, vem f(z,y) = au® + &< b 02
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Definimos o ndmero real D := ac — b%. Ora, tudo depende dos
coeficientes a e % Com efeito, se a% = D > 0 logo temos uma
pardbola e ter minimo o méximo depende do sinal de a (ou de ¢, é
indiferente por simetria). Por outro lado, se D < 0 logo temos
uma parabola positiva ao longo de uma direcdo e uma negativa ao
longo da outro, logo é um ponto de sela.

Pomos entdo a = f 4,0 = f oy e c = f,y, calculemos o D
associado, e definimos o operador A := f., fy, — fIQy. Vale o
seguinte teorema:

B TEOREMA B. 6. Suponhamos que V f(xg,yo) = 0. Temos
» se A(zg,yp) < 0: o P.C. é um ponto de sela
» se A(zo,y0) >0e fuz >0o0u f,,, >0: 0 P.C. ¢ um minimo
> se A(xp,y0) >0 e fre <0ou fy,, <0: 0o P.C.éum maximo
» se A(xzg,yp) = 0: nada se pode concluir.
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e demonstragao: consideremos g(t) := f ((mo,yo) + ﬂ7>

VYV =< u,v >; temos ¢'(t) = V.f- < u,v >, logo

J"(t) = %(fx,fy) < u,v >= udf‘ +vdfy Ora, apliquemos a
derivacdo em cadeia com x = :co —|— tu e y =1y + tv

g(1) = u' + 0 R = ulfarf + oy )+ 0 e+ ) =
u( fratt + faoyv) + U(fyxu + fyyv) = u fxx + 2uvfry +v f,yy-
Sendo a derivada segunda de uma fungdo de uma varidvel ¢ esse
polinémio de ordem 2 em u e v, j&4 sabemos que o minimo serad nos
pontos onde g” > 0, e 0 mdximo onde ¢’ < 0, i.e. pelo exemplo
16 com a = f4z,b = f 1y € ¢ = f 4y, nas condigdes do endnicado.
Para além, o ponto de sela serd onde este polinédmio n3o tem sinal
definido, i.e. quando A < 0. QED. [ |
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O EXEMPLO 17: Retomemos a funcdo do exemplo 14 e
calculemos as derivadas parciais segundas. Vem f ., = 6z,
faoy=1= fyz, fyy =2. Portanto no P.C. P temos A(P) =
6(—3)2—12=-Teem Q, A(Q) =6(3)2—1>=7. Logo P é
um ponto de sela, e sendo que f,,(Q) =4 >0, Q é um minimo.

[J Vejamos agora o que acontece se o gradiente for nulo num
aberto em vez de ser apenas zero num ponto isolado do dominio.

[0 Lembrete: o teorema seguinte é uma consequéncia facil do
teorema dos valores intermédios para funcdes de uma variavel.
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B TEOREMA B. 7 (valores intermédios). Seja f: D +— R uma
fungdo diferencidvel em U C D e seja o segmento [P; Q] C U.
Entdo existe R € [P; Q] tal que

/(Q) — f(P) = V(R)-0Q — OP

0 Um resultado importante legado a esse teorema € o seguinte:

B Corolario B. 1 (valores intermédios). Suponhamos que U
seja um conjunto aberto e conexo e f : D +— R uma funcdo
diferencidvel em U C D. Ent3o

Vf=0VxeU = [ é constante em U.
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[0 EXERCICIO 17: Seja a funcio f(z,y) = 3zy — 2% — 3. (i)
Determinar em quais pontos o plano tangente ao grafico desta
fungdo é horizontal; (ii) Dizer o que acontece nesses pontos; (iii)
Determinar se a fungdo admite maximo(s) e/ou minimo(s).

[J EXERCICIO 18: Determinar os pontos criticos e seu tipo da
funcdo f(z,y) = 222 +y% — 2y — Ty.

[ EXERCICIO 19: Seja f(x,y) = 2% + 2y* + zy + 42 + 2y. (i)
Encontrar os pontos criticos de f; (ii) encontrar os minimos e
méximos locais de f; (iii) Determinar se algum dele é minimo ou
maximo global; justificar.
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[0 EXERCICIO 20: Seja f(z,y) =42 —ay + 2z +y+ 1. (i)
Calcular o seu gradiente e determinar o(s) seu(s) ponto(s)
critico(s); (ii) Seja (zo, yo) um ponto critico de f. Calcular
6 f(z0,y0) = f(zo + h,yo + k) — f(zo,yo) com h,k €R e
determinar se 0 f(xg,yo) tem um sinal definido. Concluir que tipo
de ponto critico se trata.

. a2 4y2
[0 EXERCICIO 21: Seja f(z,y) =e =z . (i) Calcular os ponto
criticos e determinar o seus tipos. (ii) Utilizando o teorema 4,
calcular a taxa de variagdo de f na curva t € [0, 27[— (t) =
(tsint, —tcost). (iii) Determinar se e onde f tem derivada nula na
curva. Dizer se se trata de um minimo ou de um maximo. (iv)
Determinar em quais pontos do circulo de raio 1 e centro 0, f
atinge seu minimo e maximo, e o valor dos mesmos.
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O EXERCICIO 22: Seja um elipse planar

t €[0,1]— (x(t),y(t)) = = (acos(2nt), bsin(27t)), a > b > 0.
Determinar em quais pontos a distdncia a origem é minima e
maxima.

O EXERCICIO 23: Calcular a taxa de variagao de
f(z,y) = (2% + y®) ao longo da elipse do exercicio 22.
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AULA 13 (21/4/2023)

Curvas no plano e no espaco.
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Uma curva parametrizada v é 1.

uma funcdo do tempo tal que
vt e I, y(t) = (2(1),y(t))
onde t — x(t) e t — y(t) sdo
duas funcoes diferencidveis do
tempo.

a' (t)

a(t)

N/

Imagem de uma curva: a
curva é definida no intervalo de
tempo I = [a,b] onde a,b € R
e b pode tomar o valor +o00. A
imagem de v é o conjunto de
todos os seus pontos:

V)= A{(=(8),y(t) - t € I}

. Velocidade; o vetor

7/ - dm ’E(t» éa
veIoudada da curva, ou seu
vetor tangente em ¢t. Vamos
assumir que 7' # 0, i.e. que a
curva é regular.

202 /313
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1. A reta tem como
equagao
parametrica
z(t)=5—10t e
y(t) = 5t. Sua
expressao implicita
é obtida eliminando

o tempo:
4+ 2y =5.

2 Uma reta passando pelos pontos P

e () pode ter vdrias expressoes
paramétricas, i.e.,

m(t) =tP+ (1 -1)Q,t € R, mas
também 2 (t) =tQ + (1 — )P
(invertindo o sentido da
velocidade) ou

v3(t) = 2tP + (1 — 2t)Q (dobrando
a intensidade da velocidade).

As 3 curvas parametrizadas 1,72 €
~3 tém todas a mesma imagem,
71[R] = 72[R] = 73[R], apesar de
as suas parametrizacdes serem
distinctas.
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O circulo de raio r e
centro C' = (zg, yo) é
a imagem da curva
parametrizada

(xo + 7 cos(2mt), yo +
rsin(27t)).

AN

Sua expressdo implicita é

(z—20)*+ (y —y0)* = r°.

A elipse centrada na origem e
com semieixos a e b é a imagem
da curva parametrizada
(acos(27t), bsin(2mt)).
podemos ter t € [0, 1] (uma
volta) ou t € R (infinitas

voltas). ©.)
N

(-a,0) F F, (a,0)

/\

(0,-b)

Sua expresséo implicita é
2

= 1. Ou também

— =
IPE || + | PE; || = cste.

l\.’)
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1. A parabola tem 2 Implicitamente vem
representacio paramétrica y = 2.

7= (6,8%) ouy = (2t,48%). 3 Uma representagdo sem
coordenadas é: existe um
"foco” F' e uma "reta
e diretriz’ d tal que a
/ distanciade P a F' é
igual a distdnciade P a d
a qualquer seja P € v(I).

Seja v = (m_(f),y(t)),t € I = [a,b] uma curva parametrizadacom

velocidade /. O seu comprimento é definido como

b
()= [ 17 @)
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Ja vimos que podemos mudar o parametro ¢, sendo que isto muda
a velocidade da curva. Existe uma mudanga particular t — s(t)
onde s é chamada abcissa curvilinea ou parametrizagdo pelo

comprimento de arco:
t
= [ 1wr

Sendo que s'(t) := G (t) = = [|7(t)|| > 0 podemos inverter
t—s(t) e obtemos a mudanga s t(s).

1 Dizemos que a curva é parametrizada pelo comprimento de arco
ou pela abcissa curvilinea quando falamos da rapresentacao

v =7(8) == y(4(s))-

i wgo. Y1) _ dydt _
A mesma tem velocidade unitdria: =~ = o0 = 55 = — .
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Com efeito se calcularmos, vem
(T I 4Ol
1T = 1552 = L = P =
ds T Y@l 17 @l

Uma vez escolhida a parametrizacio pela abcissa curvilinea,
conseguimos definir o vetor normal a curva e a curvatura da
mesma: sdo as chamadas formiulas de Frenet.

B DEFINICAO 3: Seja ?(s) = 7(3) =< 2/(s),y'(s) > o vetor
tangente a curva, de norma unitaria. O vetor normal a curva é

= (—y,2'), pois que N.T = —2'y' + 9’2’ = 0. Sendo uma
rotagdo de 90° de 7', é também unitario: | N| = 1.
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B TEOREMA B. 8 (Frenet 2d). Seja uma curva regular e
suave. Seja s a abscissa curvilinea da curva. Ent3o temos
9T (5) = k(s)N(s) e DB (s) = —r(s)T(s). O numero real r(s) é
chamado curvatura da curva em (z,y) = y(s).

e demonstragao: Temos H?H = 1 uma vez que a parametrizagdo

é pela abscissa curvilinea. Derivando ||?||2 - T =1, vem

2% -T =0, logo o vetor CfTs é ortogonal a ? Isto implica que é

proporcional a ﬁ i.e. % = m]_\;, k € R. Da mesma forma

%:A?, A €R. Ora, derivando?-ﬁ:OImplica
%-ﬁ—i—%-?:Oouseja/f:ﬁ ﬁ:_%.?:_)\_

ds
QED. |

[ Os dois lemas seguintes s3o validos sob as hipdtese do Teorema
B. 8.
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L PARTE B/Curvas no plano e no espago/

PARTE B: Curvas no plano e no espago -8-

Interpretacdo g | EMA B. 1. Temos x = £|7"||.
geometrica da

curvatura:

v

e demonstracao: Sendo

unitario, vem 7" (s) = % =

— kN, logo 17" = WHﬁH =
— |k|. QED. u

Definimos o angulo s — 6(s) entre o
eixo dos x e o vetor tangente T'(s).

N B LEMA B. 2. Temos r = % (s).
e demonstragdo: Por Frenet, ?’(s) =k(s)N(s), i.e., 2’ = —rky/

e y// _ IQ.’E/, Iogo y//x/ _ $//y/ — /{(3:’2 +y/2) —— (*)Y jé que

||?|| =22 + 92 = 1. Por outro lado, pela figura z/(s) = cos 0(s)
e y'(s) = sinf(s). Logo, derivando em ordem ¢, vem ' (s) =
—sinf(s)8'(s) e y”(s) = cos6(s)#'(s). Portanto, por (%),

K = (cos? 0 +sin? 0)0'(s) = 6'(s). QED. |
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LPARTE B/Curvas no plano e no espaco/

PARTE B: Curvas no plano e no espaco -0-

Consideremos um referéncial
tri-dimensional com co-
ordenadas x ao longo do
eixo ey, y de es e z de es.

Uma curva 3d tem 3 compo-
nentes espaciais, cada dependente
do mesmo parametro ¢ (o tempo).
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L PARTE B/Curvas no plano e no espago/

PARTE B: Curvas no plano e no espaco -10-

>

>

Uma curva 3d parametrizada pela variavel ¢ é dada por
V(1) = (2(t),y(t), (1))

O pardametro t é considerado como sendo o tempo: a gente
percorre a curva de uma extremidade, y(0), a outra, (),
com uma certa velocidade dada por +/(t). A intensidade da
velocidade ndo depende da imagem da curva, mas depende
apenas da escolha do parametro tempo.

Em alternativa, a curva pode ser parametrizada por
comprimento de arco s: s(t) é igual ao comprimento do arco
entre v(0) e (1).

Neste caso, definimos o vetor tangente com ? sz ea

curvatura como k = |4 (s)]| = ||? )|| > 0.

podemos dizer que o vetor tangente é uma velocidade unitéria.
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LPARTE B/Curvas no plano e no espaco/

PARTE B: Curvas no plano e no espaco -11-
Frenet tri-dimensional

B DEFINICAO 4: : definimos o vetor normal como o vetor

!
unitario ﬁ = K(S). O vetor bi-normal é o vetor unitério

§ = 7 X ﬁ Assim a tripla {?, ﬁ,ﬁ} define um referéncial ou

uma base do espago (vé figura pagina 8.)

B TEOREMA B. 9 (Frenet 3d). Seja uma curva 3d
parametrizada pela abcissa curvilinea. Temos

?’(s) = K(
N'(s) = —k(s)T (s) +n(s)B(s)
B(s) = —n(s)T (s).

O numero real s — n(s) é chamado tor¢do da curva em 7(s).
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L PARTE B/Curvas no plano e no espago/

PARTE B: Curvas no plano e no espaco TP14 -1-

[J EXERCICIO 24: Vamos aproximar uma curva regular « por
segmentos sempre mais curtos. Consideremos uma particdo do
intervalo [a,b] em N segmentos de tamanho igual a At, i.e.,
[ti,ti+1] comti =aety = b.

aftjq)

O comprlmento exato €

— [P/ ()t pode
ser aproxmado somando os
comprimentos dos segmen-
tos  |a(a;);a(ai+1)], e,

N
Temos N () ~ ) lle(tivy) — a(t)|l

ZH@ Ol tirr = 1) = i=1

Ora, a derivada de «

em t; é aproximada por
ZHa YAt = £(a), N — 0. j(ti)waml)—a(ti).

tit1—t;

a(t,,)
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L PARTE B/Curvas no plano e no espago/

PARTE B: Curvas no plano e no espaco TP14 -2-

[J EXERCICIO 25: Consideremos a espiral logaritmica com
bt

equacdo y(t) = (e cost, e’ sint).

(i) Calcular o vetor velocidade e o seu
mddulo (norma) em cada ponto da
espiral.

(ii) Calcular o comprimento da curva
entret =0 et = 4m. Indicar na
figura o arco corespondente.

(iii) Determinar a abcissa curvilinea
s(t).

(iv) Determinar o mapa inverso t(s)
(pode-se tomar b = 1). Expressar a
curva em termos de s. Calcule a
velocidade e o seu médulo.




Caleulo infinitesimal 1l Aulas teoricas e tedrica-praticas 215 /313

L PARTE B/Curvas no plano e no espago/

PARTE B: Curvas no plano e no espaco TP14 -3-
[0 EXERCICIO 26: (i) Encontrar a curvatura da élipse generica

— det(3()|5(1))

em cada ponto. HINT: Utilizar a férmula x(t) = “ROF valida

quando o pardmetro for ¢t em vez da abcissa curvilinea. (ii) Seja
a > b. Dizer se a élipse tem maior curvatura em (a,0) ou (0, b).

CEXERCICIO  27:
Considere o hélice com
equagdo  paramétrica
~v = (acost,asint, bt).

Calcular o vetor velocidade e o seu
médulo em cada ponto da hélice.

Calcular o comprimento da curva
entret =0et =2m.

Determinar a abcissa curvilinea
s(t).

Determinar o mapa inverso t(s).
Expressar a curva em termos de s.

Determinar a curvatura do hélice.
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L PARTE B/Curvas no plano e no espago/

PARTE B: Curvas no plano e no espaco TP14 -3-
[0 EXERCICIO 26: (i) Encontrar a curvatura da élipse generica

— det(3()|5(1))

em cada ponto. HINT: Utilizar a férmula x(t) = “ROF valida

quando o pardmetro for ¢t em vez da abcissa curvilinea. (ii) Seja
a > b. Dizer se a élipse tem maior curvatura em (a,0) ou (0, b).

CEXERCICIO  27:
Considere o hélice com
equagdo  paramétrica
~v = (acost,asint, bt).

Calcular o vetor velocidade e o seu
médulo em cada ponto da hélice.

Calcular o comprimento da curva
entret =0et =2m.

Determinar a abcissa curvilinea
s(t).

Determinar o mapa inverso t(s).
Expressar a curva em termos de s.

Determinar a curvatura do hélice.
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

AULA 14 (24/4/2023)

Representacao de superficies: superficies parametrizadas.
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

PARTE B: Superficies parametrizadas regulares -1-
Definicio de superficies parametrizada regular

Seja D C R? uma regido do plano. Seja p: D — R? um mapa de
classe C! (significa que é uma fungdo vetorial a 3 dimensées
continua e com derivadas parciais continuas) tal que a matriz
Jacobiana Jp é de rank 2 (i.e. tal que tem 2 linhas
independentes). Em particular p é invertivel tal que o inverso seja
também uma fungdo continua; dizemos que p: D — p(D) é uma
bijecdo. O conjunto do espaco tri-dimensional

S=p(D):={(z,y,2) € R3:z = pi(u,v),y = pa(u,v), 2 = ps(u,v)},

(u,v) € D é chamado "superficie parametrizada regular”. Os dois
pardmetros sdo as coordenadas (u,v) escolhidas na regido D.

O NOTA: (u,v) podem n3o ser as coordenadas Cartesianas
(z,y) (por exemplo (u,v) = (r,0)).
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

PARTE B: Superficies parametrizadas regulares -2-
O EXEMPLO 1: o mapa p(u,v) = (sinwucosv,sinusinv, v)
definido em D = [0, 27[x [0, 7] é uma superficie parametrizada.

00 EXEMPLO 2: as equagbes © = cosu,y =sinu e z = v
definem uma superficie parametrizada: é um cilindro, pois temos
22+ 9% = 1. A altura é dada por v € [0, h].

A superficie S = p(D) tem em cada ponto 2 vetores tangentes
independentes (a razdo é o rank - ou a caracteristica da Jacobiana
ser igual a 2). S3o definidos como as derivadas parciais do mapa
parametrizagdo p, i.e. py(u,v) = dyp(u,v) e

po(u,v) = va(u v) Vamos considerar os vetores tangentes

e T

Também, em cada ponto da
|Ip || ||pu|| -,

superficie existe um vetor normal unitario I_V> T X Ty.

unitdrios T,, =
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

PARTE B: Superficies parametrizadas regulares -3-
O EXEMPLO 3: O mapa p(u,v) = (u+ v,3 — u, 2v) define um
plano. Com efeito p,, = (1,—1,0) e p, = (1,0, 2); portanto o

_ PuXpw _ 1

vetor normal a superficie = =
P puwxpoll — 3

constante.

(—=2,—2,1) é um vetor

O EXEMPLO 4: O cone tem como equacdo paramétrica

(x,y,2) = (ucosv,usinv,u) com u € [0,h] e v € [0, 27|, pois que
22 + y% = 2% é a equacdo implicita de um cono de altura z.
Calculemos os vetores tangentes e normais unitarios. Sendo que
Py = (cosw,sinv,1) e p,, = (—usinv,ucosv,0), os unitarios sdo

_ Pu _ Pu _ Pv __ Pw _
Tu= oy = 5 € To= oy = 55> uma vez que [|pf| = V2e

lp.v|| = u. Logo o vetor normal unitario ao cone é
€x €y €
= =
1 : _ 1 :
]_\/k:TuxTv:ﬁ cosv  sinw é —ﬁ(—cosv,—smv,l).

—sinv  cosv
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

PARTE B: Superficies parametrizadas regulares -4-

0 EXEMPLO 5:

Seja (u,v) € D o sistema de coordenadas escolhido e

p(u,v) = ueéy + ucosvey + usinve,. Determinemos de que
superficie se trata, procurando sua forma implicita (ou seja, sem
pardmetros). Uma vez que as equagBes paramétricas sdo

(x,y,2) = (u,ucosv,usinv), calculemos

y? + 22 =12 cos® v + u?sin® v = u?(cos? v + sin®v) = u? = 2%. A
superficie y? + 22 — 22 = 0 é uma quadratica (noemadamente, um
cone com eixo o eixo dos ).

[J Pode acontecer que os parametros de uma superficie
parametrizada correspondam com as coordenadas cartesianas, caso
por exemplo a superficie admitir uma expressdo explicita. Com
efeito:
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

PARTE B: Superficies parametrizadas regulares -5-
0 EXEMPLO 6:

Seja o paraboloide elitico z = 532 + 222 — 10. Logo se escolhermos
u=yev==zvem (x,y,2) = (5u? + 20v? — 10, u, v).

E o caso mais simples pois que temos a partida z = f(y, 2), i.e., a
superficie é o grafico de uma func3o de duas variaveis.

O EXEMPLO 7:

Determinar as equacdes paramétricas do plano

axr +by+cz=d, a,b,c,d € R. Para o feito, conforme o exemplo
6, é suficiente obter exprressdes da forma z = f(z,y),y = g(z, 2)
ou x = h(y, z). As trés formas sdo possiveis. Por exemplo uma
equacao paramétrica seria escolher uma parametrizac3o cartesiana,

(u,v) = (z,y), e z = f(u,v) = % —cu— gv, sempre que ¢ # 0.
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

PARTE B: Superficies parametrizadas regulares -6-

[J Determinemos agora a partir de um exemplo, as equa¢des do
plano tangente a uma superficie parametrizada.

Seja S = p(u,v) uma superficie regular com (u,v) € D. Para
determinar o plano tangente em P = (¢, %0, 20) € S temos de
determinar a normal em P, N(P) (n3o deve ser unitaria). A
equacdo do plano tangente em P é

0=N(P)-(z—x0,y — Yo, 2 — 20)-
Portanto calculemos 9,p, 0,p e efetuemos

N(P) = 8yp X 8yp.
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

PARTE B: Superficies parametrizadas regulares -7-

0 EXEMPLO 8 : Seja a aplicagio p(u,v) = (u, 202, u? +v).
Determinar a equagdo do plano tangente a superficie S = p(D) no
ponto P = (x(]vy()az()) = (27273) €5
Para o efeito, calculemos em primeiro os dois vetores tangentes
ndo normalizados p ,(u,v) = (1,0,2u) e p,(u,v) = (0,4v,1),
logo o vetor normal é dado por

€r €y €
Ni=puyuXpy=|1 0 2ul =—-8uve, — €, + 4ve,. Em

0 4v 1
segundo temos de determinar os valores do pardmetro associado ao
ponto em questdo: para isto escrevemos (u, 202, u? +v) = (2,2, 3)
evem 2 =u,2=202e3=u’+v,ie, (u,v)=(2,—1). Em
terceiro, substituimos na expressdo da normal ao plano (n3o
unitdrio), logo vem 7i(2,2,3) :=p,, X p(2,—1) = (16, —1, —4).
Finalmente o plano tangente tem como equacdo
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

PARTE B: Superficies parametrizadas regulares -8-

OZﬁ-<m—x0,y—yO,z—zo>:ﬁ-<33—2,y—2,z—3),
ou seja
16.(x —2)—1.(y—2) —4.(2—3) =16x —y — 42— 18 = 0.

(os exemplos 5, 6 e 8 vém do Paul’s online notes.)

Seja a superficie S com equacdo paramétrica
S =p(u,v) = (@(u,v),y(w,v), 2(w,v)), (u,v) € D.
A drea de S é dada pelo integral
A(S) = [ x pldude,
D

[0 Veremos na parte C como calcular este integral de duas
varidveis.
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

PARTE B: Superficies parametrizadas TP15 -1-

[J EXERCICIO 28: Determinar 3 formas de escrever a equacio
paramétrica do plano 7x + 3y + 4z = 15.

[J EXERCICIO 29: Verificar que

(z,y,2) = (V12cos0,+/12sin 6, 2), (0,2) € [0,27[x[0,10] é a
equacdo paramétrica de um cilindro; dizer qual é seu raio e sua
altura. (ii) Escrever a equagdo sob forma implicita.

[J EXERCICIO 30: Verificar que

(x,y,2) = (4sinpcosf,4sin psin b, 4 cos ),

(0,¢) € 10,27[x[0, 7] é a equagdo paramétrica de uma esfera;
dizer qual é seu raio. (ii) Escrever a equagdo sob forma implicita.
(iii) Determinar o elemento de drea dS e calcular a area da esfera.

[J EXERCICIO 31: Determinar o plano tangente a superficie
p(u,v) = (u? + 2u, 3v — 2u, 6v — 10) no ponto
(0,90, 20) = (8,14,2). Dizer se o plano é horizontal neste ponto.
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L PARTE B/Superficies parametrizadas/

PARTE B: Superficies parametrizadas TP15 -2-

0 EXERCICIO 32: (i) Para qual valor de z o cilindro C' do
exercicio 29 e a esfera E do exercicio 30 intersecam. (ii) Seja S a
superficie definida como a porcdo de E situada dentro de C.
Determinar o dominio de defini¢do de S. (iii) A partir do dS do
exercicio 30(iii), calcular a drea de S.

Resposta: (i) z=2; (i) 0 < 0 < 2m,0 < ¢ <7/3,2 < z < 4; (iii)
S| = J/? [27 16 sin pdfdp = 167.
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L pPARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotor. Integral de linha;
integral duplo, de superficie; integral triplo. Coordenadas e
bases polares; integrais em coordenadas polares.
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

AULA 15 (24 & 28/4/2023)

Gradiente, divergéncia e rotacional.
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotacional -1-

Ja vimos o gradiente de uma funcdo diferencidvel a 2d. A extensao
a 3d é imediata:
B DEFINICAO 1: (Gradiente a 3d): Seja
f:(x,y,2) € D f(x,y,2) uma funcio de classe C!. Seja
{€x,€,, €y} uma base ortogonal com €, €, e €, os vetores de base
unitdrios ao longo dos eixos de coordenadas x,y e z.

of» | Of >

O gradiente de f é o vetor ?f = %gx + 5,6y + 5z

B DEFINICAO 2: (Func3o vetorial): Uma funco vetorial
F:(2,y,2) € D (Fy(,y,2), Fy(z,y, 2), Fa(,y, 2))
de classe C! escreve-se na base cartesiana como

F = Fé, + Fy&, + F.é..

Sendo que cada componente F,, F, e F, sdo fungdes escalares.
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotacional -2-

diferenciaveis, admitem derivadas parciais, i.e. 88%, 881;””, 86? para

a F, OF, OF, a . OF, OF, OF,
a 1.2 componente, 5%, a0 9. Paraa 2.2, e enfim 5= Dy 0z

para a 3.2. F é chamado campo vetorial definido em D. A
Jacobiana é a matriz 3 x 3 seguinte

0. Fy 0OyF, 0.F,
JF(z,y,2) = | 0.F, 0,F, 0.F,| (x,vy,z).
0. F, 0,F, O.F,

0 EXEMPLO 1: a velocidade de um fluido ou uma forca s3o
campos vetoriais.

B DEFINICAO 3: (Divergéncia a 3d): Seja uma fungdo vetorial

—

Ve ($7y7 Z) €D (Vx($7y7 2)7‘/;/(‘,1:7:‘/72)7‘/2(1‘7?472)) de classe
C'. A divergéncia de V é o escalar

3 L9V, 8V, oV
divVi=v. V=212,

Ox Oy 0z
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotacional -3-
O Interpretacao: A divergéncia de um campo vetorial V no ponto
P = (z,y,z) € D indica quanto o mesmo se "expande” em P,
i.e., dilatac3o caso seja positivo, contracdo caso seja negativo, e
conservacdo ou neutro caso for nulo.

SU% \\l// H
71*1& /‘fI\\

afax(V,) >0 afox(V,) <0 afax(V,) = 0

alay(Vy) > 0 oloy(Vy) <0 alay(Vy) =
Ve(V) >0 Ve(V) <O Ve(V) = 0

(fonte: wikipedia)
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotacional -4-
0 EXEMPLO 2: Seja F = 27, + &, logo V - F=1+1=2
(dilatagdo/expangdo). Seja F=—ye, + 2€y + x€,, logo

—

- F'=0+04 0= 0 (conservagdo).
W DEFINICAO 4: (rotacional a 3d): Seja uma fung3o vetorial
F: (:an? Z) €D~ <Fx(x7yaz)aFy(xvyaZ)an(xaya Z)> de classe
Cl. O rotacional de F é o vetor

& & &
G _Suf|o o o|_
rotF =V x Fim |2 2 2=

L] Interpretacao: A magnitude do rotacional de um campo
vetorial F', ||V x F|| no ponto P = (z,y,2) € D indica a
intensidade de quanto F' "gira" em torno de P.
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotacional -5-

0 EXEMPLO 3: Seja F = —yé, + i
xéy, logo x F = 2¢,
(gira em torno ao eixo dos z com in-

tensidade igual a 2).
B DEFINICAO 5: Um campo ¢
dito (com regularidade) C? se admi-

tir derivadas parciais segundas e se as

mesmas s3o fun¢bes continuas.
H TEOREMA C. 1.

1. ROT-GRAD=0 Seja f : D € R? — R um campo escalar C2.

Entao
vV x (V) =0;

2.DIV-ROT=0 Seja F : D € R? — R® um campo vetorial C2.
Entdo

ﬁ-(?xﬁ)zo.
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotacional -6-

° demonstra(;z?lo: 1. tome por exemplo a 1a componente de

f uma vez que o raciocinio sera igual para as outras duas:

8Fz OFy _ 00:f _ 3ay
vem 8y*w— dy 8(9f aaf

Mas, sendo a funcdo C?, as derlvadas segundas comutam, i.e.
0y0. = 0.0y, etc., logo as 3 componentes s3o nulas.

2. verifiquemos que, sendo a funcio C?,

0.9 — %) + 0,(% — 42 + 0.5 — %) —0QED.  m

U] Diagrama recapitulativo:

grad . rot . div,
campo escalar = campo vetorial —> campo vetorial — campo escalar

JESF=V[ % ¥ x ¥ =rot gradf = 0;

ﬁr—ogézexﬁdw ? ?XF div rotF = 0.
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotacional -7-
0O EXEMPLOS EM METEOROLOGIA 1: pressio e gradiente de
pressao

T )\ s
ZN\
Esquerda: o gradiente de pressdo: é uma forga (é um campo
vetorial). Direita: a magnitude desta forca (é um campo escalar).
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotacional -8-
[0 EXEMPLOS EM METEOROLOGIA 2: divergéncia do campo de

velocidades = alteracdo da densidade de massa do ar:
; ©y)

|
|

“

Devido a friccdo, o vento é um fluxo de ar ao longo dos isobares
(= curvas de nivel da pressdo) que converge as regides com baixa
pressdo (zona de depress3o).

Diviuy)

| —

Intensidade do vento: divergéncia do campo das velocidades (¢ um
campo escalar).
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotacional -0-
[0 EXEMPLOS EM METEOROLOGIA 3: rotacional do campo das
velocidades = velocidade de rotacdo do vento:

Vorticity

vvvvvv
S —

Mapas meteorologicas:(esq.) velocidade do vento (cores) e
divergéncia (branco);(dir.) direcdo do vento (setas) e rotacional
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L PARTE C/Gradiente, divergéncia e rotor/

PARTE C: Gradiente, divergéncia e rotacional = TP16 -1-
[J EXERCICIO 1: Calcular a divergéncia dos campos segumtes

(i) zy; (i) X = 2@, + y&, + 2&.; (iii) % com r:= || X|; (iv) ré
com ¢ um vetor constante (HINT: utilize o exercicio 15 da TP13
onde utilizdmos p em vez de X (p = X )).

[0 EXERCICIO 2: Calcular o rotacional dos campos seguintes: (i)
—y€r + x€y; (ii) xz2y%e,.

[ EXERCICIO 3: Calcular (i) V - V x (2¢¥/78, — sin®y.); (ii)
v x ? (3sinx cosy).

[J EXERCICIO 4: Demonstrar que ? (? X ﬁ) = 0 para

qualquer campo vetorial £ de classe C2.
O EXERCICIO 5: Demonstar as identidades seguintes: (i)

-(Ud ?U a—+ U? @ onde U é um campo escalar e @ um
campovetornal,()? (@ % b) —Vxdb-Vxb-a
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|—PARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

AULA 16 (8/5/2023)

Integral de linha.
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|—PARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha -1-

O LEMBRETE: integral unidimensional: seja f : [a,b] — R uma
fung¢do continua.

o a a b

O O integral da fungdo f é um numero real que representa a area
A a baixo do seu grafico. Esta drea fica entre uma aproximacdo
superior de A (fig. a esquerda), S(f,U), relativa a uma parti¢do
U do intervalo [a, b] e uma aproximagdo inferior de A (fig. a
direita), I(f,U), logo I(P, f) < A < S(P, f).
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha -2-
Além de mais, o integral de f em [a, b] é o Unico nimero que
realiza o infimo de S(f, P) quando tomar todas as possiveis
particdes P do intervalo, i.e.

b
A:/ f(x)dx:i%fS(ij).

Vale tambem que A é o nico numero que realiza o supremo de
I(f, P) quando tomar todas as possiveis particdes P do intervalo,
i.e.

b
A:/ f(x)dx =supI(P, f).
a P

Quando a particdo P for uma familia de N pequenos intervalos
[, z;11] disjuntos que cobrem [a, b] temos também

N
A= ]&@mzf(wi)(xi+1 —x;),
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha -3-
B DEFINICAO 6: (Caso escalar): Seja uma curva espacial C!
7 : [a,b] — x C R? e seja uma fungio continua f: R3 — R. O
integral de linha de f ao longo de x := v[a, b] é

/fdz /f DI (®)]dt.

Aqui dl é um elemento de comprimento ao longo de x definido
como dl := ||+ (t)||dt com t o pardmetro da curva.

O Interpretacao: A 2 dimensdes, o
integral de linha escalar mede a area
de baixo da curva com base x e com

altura f (z,y) com (x,y) = v(t) € x
etela,b].
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha -4-
0 EXEMPLO 4: Seja 7 : [0,27] — R3 o helice
(x,y,2) = y(t) = (cost,sint,t) e seja a fungdo
f(z,y,z) = xy + z. Calculemos

/fdl 0 (V)Y ()]ldt.

%
Temos H'y’(t)_u: Vsin2t 4 cos?t + 1 = /2, logo
o f(y )7 (@)dt = T (costsint + t)v/2dt =
\ff 51n2t+t)dt— 2272,

B DEFINICAO 7: (Caso vetorial: integral de caminho): Seja
uma curva C! 7 : [a,b] — x C R3 e seja uma fungdo vetorial
continua F : R? — R3. O integral de caminho de F ao longo do
caminho x := 7[a, b] é

Lo b —
/F~dL:/ F(y(t)) -+ (t)dt.
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha -5-

[0 Observacao: numa base Cartesiana temos
b
/F -dL = / Fodx + Fydy + F.dz,
X a

_>
onde < dz,dy,dz >:= +'(t)dt é o elemento de comprimento na
curva.

(] Interpretacao: Em mecanica, o integral de caminho mede o
trabalho efetuado por uma particula no campo de forga F ao longo
da trajetdria t — ~y(1).

0 EXEMPLO 5: Seja o caminho

t€[0,1] > y(t) = (2t +1,t,3t — 1) e seja F = —2&, + 2€, + yé..
Calculemos [y F - dL = fol —zdx + xdy 4 ydz. Temos

v (t ) =<2, 1,3 > pelo que, com dL = (26, + éy + 3¢e.) dt, vem
[ F-dL = [ —(3t—1).24 (2t +1).1+t.3dt = [} (—t+3)dt =
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LPARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha -6-

[J Observagao: Consideremos como na
figura dois caminhos com orientagdes
opostas. Entdo temos: [ fdl = fy fdl.

Mas, repare, temos fxﬁ dL = — fy F. }J
dL, sendo que x(—t) = y(t) quando se
X

muda de orient¢3o na curva, uma vez que
a velocidade muda de sentido.

[0 A diferenga entre um integral de linha e de caminho e que um
caminho tem orientagdo. Neste caso integramos uma funcdo
vetorial ao longo de um caminho orientado. No caso do integral de
linha, trata-se de uma func3o escalar e portanto o sentido da curva
é indiferente.
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha -7-
B DEFINICAO 8:: Seja D C R? e seja F: D — R3 uma funcio
vetorial continua. Dizemos que F tem integrais independentes do
caminho se uma das 3 condi¢des se verifica:

1. [ F-dL = fyﬁ -dlL se os caminhos x e y pertencem a D e

sdo de classe C! e tém os mesmos pontos de partida e
chegada.

2. fxﬁ dlL = 0, onde x C D é uma curva fechada e de classe
C!, i.e., cujas extremidades coincidem.

3. fxﬁ-d_ﬁ = f(B) — f(A), onde x C D é uma curva C' com
extremidades A (ponto de partida) e B (ponto de chegada) e
f, chamado potencial, é uma fun¢3o escalar definida em D.
Em outras palavras o integral de caminho depende apenas dos
pontos de partida e chegada, nomeadamente da diferenca de
potencial entre A e B.
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha -8-

B DEFINICAO 9: (Campo conservativo): Seja F um campo
vetorial continuo. Digamos que F' deriva de um potencial ou que
é um campo conservativo se existe um campo escalar f de

classe C! tal que F= f. A diferéncia de potencial é
precisamente f(B) — f(A).

B DEFINICAO 10: (Conexidade): Um conjunto de R™ ¢ dito
conexo se "é constituido de uma sé peca”. Em termos
matematicos, se ndo pode ser formado da unido de dois ou mais
conjuntos nao vazios e disjuntos, tal que cada um dele nao

interseca o fecho de qualquer um dos outro.
Q{
)9

O EXEMPLO 6 ( Conexidad e) : Conjunto conexo Conjunto no conexo
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha -0-

B TEOREMA C. 2. Seja D um dominio conexo e seja F um
campo vetorial continuo, entdo F' = ?f se e somente se F' tem
integrais independentes do caminho em D.

B DEFINICAO 11: (Simples conexidade): Um conjunto R de R”
¢ dito simplesmente conexo se "n3o tem furos nem asas”. Em
termos matematicos, se todas as curvas continuas e fechadas
podem ser deformadas de maneira continua até se reduzir a um
dnico ponto de R (se "podem ser encolhidas a um ponto mediante
homeomorfismos").
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L PARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha

O EXEMPLO 7 (simples conexidade):

B TEOREMA C. 3. Seja R um dominio simplesmente conexo e
seja F' um campo vetorial continuo, entdo F' =V f em R com f
um potencial de classe C! se e somente se rotF = 0 em R.

0 EXEMPLO 8: Verifiquemos que a fung¢do vetorial

_ oz Yy > z = _ .
F = HX”% + —”X”ey + —”X.”ez, com X =< zx,y,z >, € um campo

conservativo. Com efeito F = ?H)_('H onde
| X = /2% + y? + 22 e portanto
x| = [2 L 02 & o2 — 1
0| X || = Ox/2? + 9% + 2 2\/m2$, etc.
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LPARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha -11-

O EXEMPLO 9: Verifiquemos que
F= (W B 6:6) X6y T R cs € um campo

conservativo, com X =< x,y,z >. Com efeito,

F = (0,F. — 0.F,,0.F, — 0,F.,0,F, — 0,F,) =
< 2§y 2_@{2 2wz 22z 2:’_{33 2zz > =0
X[ 1X[3 leXI® X xe X3

O EXEMPLO 10: Veriﬁquemos que

F = (s — ) &+ péy + e com X =<9, > nio

é um campo conservativo. Com efeito ? x F = (0,0,—6) # 0.
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha TP17 -1-

[J EXERCICIO 6: Calcular o integral de linha de f(z,y) =y —
ao longo das curvas (i) y(t) = (acost,asint)

(RESP. 0); (ii) y(t) = (t,t?), com t € [0, 27].

Mesma pergunta com a fungdo f(z,y) = y/x.

(RESP. (i) 0: (i) 1/12(1 + 1672)3/2)

[J EXERCICIO 7: Calcular o integral de caminho do campo
vetorial F(z,y) = (zy, y%) ao longo da curva y(t) = t&, + t2é,
com t € [0,1].

(RESP. 7/12).

[J EXERCICIO 8: Determinar o trabalho da forca

F(z,y,2) = (zy,2,4z) atuada ao longo do hélice circular
v(t) = (cost,sint,t) entre t =0 e t = 27.
(RESP. 872).
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L PARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral de linha TP17 -2-

O EXERCICIO 9: Determinar o trabalho da forca
F(z,y) = (23,y) atuada ao longo da parabola y = 322 da origem
ao ponto (1,3). (RESP. 19/4).

[0 EXERCICIO 10: Integrar ﬁ(a:, Yy, 2) = xYéy + 2%€, + xy2€, a0
longo de (i) o segmento que vai de [0,0,0] a [2, -1, 1]; (ii)
v(t) = eléy + et + té..
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L PARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

AULA 17 (8 & 12/5/2023)

Integral duplo: integral duplo " fatiado”; integral de superficie
(referéncia: Sala, Hille, Etgen: Calculus - one and several variables)
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo no plano -1-

[J Relembramos a definicdo de integral de uma fungdo escalar f
continua num intervalo [a,b] C R: conforme a figura

N AN o

(i) escolhemos uma particdo P do intervalo em pequenos
segmentos Az;, 1 < i < n; (ii) em cada segmento tomemos o
minimo m; e o maximo M; da fun¢do f sobre Ax;: (iii) efetuemos
as somas I (P) := >, miAwx; e I;(P) := >, M;Ax;; logicamente
a drea por baixo do grafico (z, f(x)) e comprida entre os valores
I;(P) e Is(P). O integral de f em [a,b] é definido quando a
gente considera todas as possiveis particdes do dominio, em
particular quando o comprimento de Axz; tende a zero.
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LPARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo no plano -2-
B TEOREMA C. 4 (Integral simples). Seja f : [a,b] — R uma
funcdo continua. Entdo existe um tnico nimero real I¢([a, b)) tal
que para uma qualquer particdo P de [a,b], vem I, < I < Iy.
Este valor é chamado integral definido de f em [a, b]:

I = /abf(x)dx.

[0 Ora, a dois dimensdes o integral duplo é definido de maneira
similar, considerando primero particoes dos eixos dos x e dos y em
pequenos intervalos Az; e Ay, de modo tal a formar uma particdo
P do retangulo R em pequenos retangulos R;; = Ax;Ay;.
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LPARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo no plano -3-

[0 Seja uma fun¢do continua f: R — R, onde R é um retdngulo
do plano. Definimos entdo o integral superior I (P) e inferior
I;(P) de f em R relativo a parti¢cdo P:

Ij(P) =3 (n;{ix f) AziAyje I(P)=>_ <Hl%1n f) Az Ay;

1,3 1]

B TEOREMA C. 5 (Integral duplo). Seja f: R — R uma fung3o
continua. Ent3o existe um tnico nimero real I(R) tal que,
qualquer seja a particdo P de R, vem L,(P) < If(R) < I;(P).
Este valor é chamado integral definido de f em R:

158) = [ fas = [ rte.pdsdy

onde definimos o elemento de area dS := dxdy.
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LPARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo no plano -4-
O Interpretagao: O integral duplo da fun¢do (z,y) € R +— f(z,y)
em R representa o volume V;(R) entre R e o grafico z = f(z,y):

sl

AA = Area of rectangle R i

(all rectangles are the same)

E evidente que o volume V¢(R) sera necessariamente comprido
entre I;(R) e I7(R). Tomando uma particio P de R cada vez
mais fina, obtemos finalmente (pelo teorema 5, o tnico valor entre
as estimativas inferior e superior, é mesmo o volume V;(R))

I;(P) < V§(R) = Iy(R) < I;(P).
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LPARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo no plano -5-

Para além também vale

sup I;(P) = 1;(R) = inf 7¢(P).

0O EXEMPLO 11 (Integral de uma constante): Seja

f(z,y) = @ € R uma constante. Calculemos o integral de f em

R = [a,b] x [a,b]. E evidente que m}%xf = m]%nf = a. Logo,

I¢(P)= Zz];rr]%x fAz;Ay; = o sz: Az;Ay; = c.érea(R) e

I¢(P) = ZH}%m fAz;Ay; = a.drea, e vem If(R) = a(b — a)?.
7‘7

)
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo no plano -6-

O Ora, o integral num dominio plano limitado e conexo {2 que n3o
seja um retangulo e definido a partir do anterior: -
Tome uma fun¢do continua em Q (até a
fronteira de €, inclusive). Para o efeito,
é suficiente (i) por f =0 em R\ ©; (ii)
integrar o novo f em R. Logo [, fdS =
Jr fdS.

_——/, 0 Observacdao: Com este procedi-
mento, a fun¢3do deixa de ser continua no
interface entre () e R, mas no entanto o
integral é definido como anteriormente,
uma vez que f atinge seus maximos e
minimos em R.
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L PARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo no plano -7-
[ A interpretacdo € igual: o volume entre o dominio €2 e o grafico
Gr :=A{(z,y, f(z,y))} de f é dada pelo integral de f em €

2=l \:\

) 4

O Propriedades do integral:

| Linearidade: [o(af + Bg)dS = a [, fdS + B [, 9dS, Vo, B € R;
Il. Ordem: f<gem Q = [, fdS < [, gdS;

Il Aditividade: Q = UQy = [, fdS = [, fdS + [, fdS;

IV. Condic3o de valor médio: existe um ponto (xg,yo) € 2 tal que

/Qde = f(xo,yo).drea(S2).

/ f(z,y)dS = volume.
Q
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L PARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo no plano -8-

e Nota: A LI B significa a unido disjunta de A e B.

[J Na verdade vale um resultados mais geral do que o IV, a partir
das propriedades I-Ill que s3o evidentes pela definicdo do integral.

B TEOREMA C. 6 (Valor intermédio). Seja f,g: Q2 — R duas

funcdes continuas e ¢ > 0. Logo f,g e o produto fg sdo
integraveis em (2, e vale, para algum (zg,y0) € 2,

/ £ y)g(z, y)dedy = f(z0,50) / gds,
Q Q
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LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo no plano -0-
e demonstracao: sejam m e M os minimos e maximos de f em
Q, logo mg < fg < Mg e pelall, [,mgdS < [, fgdS <
Jo MgdS; logo pela |, m [, gdS < [, fgdS < M [, gdS.
Caso 1: [, gdS =0, logo [, fgdS = 0 e qualquer (xo, yo)
convém.
Caso 2: [, gdS # 0, logo m = min f < fﬂfgds < M = max f.
Sendo f continua assume todos os valores entre me M, e em

particular existe (zo, yo) tal que f(zo,y0) = [, f9dS/ [, 9dS.
QED. |

OJ A uma dimens3o temos

/bf(a:)dx = lim Zf x;)| Ay,

max \Az |~>0

onde z; é um ponto escolhido no segmento Ax; e onde o intervalo
[a,b] é uma unido disjunta de tais segmentos Azx;,
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LPARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo e somas de Riemann -10-

[J A duas dimensdes, o procedimento é semelhante. Seja () o
dominio. Particionamos 2 em pequenos blocos bi-dimensionais
disjuntos, 2 = LI1*;€);, com 1 <4 < n e efetuemos a soma

n

lim E f(zi,yi)drea($;),
max diam(§2;)—0 £
n—00 =1

onde (z;,y;) € .
[0 Vale o resultado seguinte:
/ fds = lim Y f(a;,y)drea().
Q i=1

max diam(£2;)—0
n—oo

e Com efeito, chamemos esta particao particular
P i={Q; : 1 <i<n}. Uma vez que (z;,y;) € 2, temos

min f < f(zi,y;) < max f, logo,
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L PARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo e somas de Riemann  -10-

i

(rr(lzip f) area(€;) < f(x;,y;)drea(;) < (ng}ax f) area(€);), e

zn: (néin f) area(€Y;) Zn: (max f) drea(2;)

=1~ i=1

—I(P)) <Y flany)drea(@) < =T;(Py)
=1

J/

Tomando o limite vem

lim L14(Pp) < lim Zf x;, yi)area(€2;) <

max diam(2;)—0 max diam (€2, )—>0
n— n—00

lim Tf (Pn).

max diam(£2;)—0
n—o0
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L PARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo e somas de Riemann -11-

Mas, o primeiro limite é o supremo sup I ; (uma vez que I;(P,) é
P

crecente com n), e o dltimo limite o infimo i%fff. Portanto

max diam(2;)—
n—oo

supl, < lim Zf(a:i,yi)érea(ﬂi) < i%fff.
P =

Ora, vimos que sup Iy = i%fff = / fdS. Segue o resultado
P Q
pretendido:

/ fds = lim if(xi,yi)érea(ﬁi).
Q

max diam(£2;)—0 <
n—00 i=1
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PARTE C: Integral duplo "fatiado” -1-

[0 Gostariamos de calcular um integral duplo no plano, i.e., o
volume entre o dominio e o grifico de uma funcdo f, a partir das
dreas das "fatias” feitas no volume. Para o efeito, consideremos
em primeiro dois tipos de dominios:

Tipo |: a projecdo do dominio €2 no eixo dos x é um
intervalo fechado [a, b]; por outro lado, as fronteiras
superior e inferior de §2 sdo func¢des continuas de x.

Tipo Il: a projecdo do dominio €2 no eixo dos y é um
intervalo fechado [c, d]; por outro lado, as fronteiras
esquerda e direita de €2 sdo fungdes continuas de y.
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PARTE C: Integral duplo "fatiado” -2-

[0 Em ambos casos o integral duplo efetua-se calculando dois
integrais simples, um a seguir o outro.
Tipo I: "Congelamos” primeiro o = e efetuamos primeiro um
integral simples em y:

fQ acydmdy—f(fl(x xydy)dx

Tipo Il: "Congelamos” primeiro o y e efetuamos primeiro um
integral simples em x:

Jo flz,y dmdy—f (fwz(y)f x,y dm)dy
0 Apliquemos agora este método no calculo do volume. Seja

T C R? o conjunto dos pontos situados entre e o grafico de f.
Sabemos que

Volume(T):/Qf(a:,y)dq:dy.
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PARTE C: Integral duplo "fatiado” -3-

[0 Consideremos um dominio de tipo |. Notemos, para x fixado, a
area da "fatia” em x:

$2(x)
A(x) ;:/ fz,y)dy.
$1(x)
/:=f[-\._\J . /:=)’[\.\J
area = Alr)
a X
i . A —

=

L e —
L 1
2 sy iiivn,
=
.y
.
-
=

% P2 x

x

O Pelo anterior, o volume é obtido integrando A(z) ao longo de x:

b
volume(T") =/ A(z)dz.
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PARTE C: Integral duplo "fatiado” -4-

[0 O resultado que diz que o volume pode ser calculado ou
tomando o limite de uma soma de volumes de pequenos
paralelepipedos (as chamadas somas de Riemann), ou calculando a
area de uma fatia e integrando a mesma na dire¢3o trasversa, nao
é nada facil demonstrar. E chamado o teorema de Fubini. O
importante aqui é ser capazes de calcular um integral duplo
aplicando este resultado.

O EXEMPLO 12: Gostariamos de calcular o volume entre o
gréfico da fungdo f(z,y) = sin(zy) e o seu dominio
R =[-2,1] x [1,2]. Temos ent3o de avaliar

/ sin(zy)dS = sin(zy)dzdy.
R [—2,1]x[1,2]

Em particular, -2 <z <lel <y <2
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PARTE C: Integral duplo "fatiado” -5-

Por Fubini, calculemos em primeiro (" congelamos” )

1
/ sin(zy)dx = 1 cos(zy) 2=, = 1 cos(y) + 1 cos(—2y).
-2 Y Yy Yy

Uma vez que integramos em x, obtivemos entdo uma funcdo de
uma variavel sé, y: g(y) := —%cos(y) + icos(—Qy). Esta dltima
representa a area de uma fatia do volume quando y estd congelado
num valor do seu dominio (1 <y < 2). Agora integramos esta

area na direc3o trasversa y, vem:

Y= /12g(y)dy = /12 (—; cos(y) + ;008(2:9)) dy.

Este ultimo integral ndo da para ser calculado explicitamente com
uma primitivacdo de g, mas dd um valor que é o volume
pretendido (o calculo faz-se por approxima¢do numérica).



Caleulo infinitesimal 1l Aulas teoricas e tedrica-praticas 272 /313

LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo "fatiado” -6-

E notdvel que se invertemos o sentido de integracao obtemos o
mesmo resultado, ou seja, congelamos em primeiro x

2 1 - 1 1
/ sin(zy)dy = —— cos(xy) j = ——cos(2z) + — cos(z),
1 X T

obtemos entdo uma func¢do de uma varidvel sé, = desta vez:
h(z) := —1 cos(2x) + I cos(z). Esta dltima representa a drea de
uma fatia do volume quando x estd congelado num valor do seu
dominio (=2 < x <'1). Ora integramos esta drea na direcdo

trasversa x, vem:

X = / 2)dz = / 12 <—i cos(2) + icos(ac)) da.

Por Fubini vale sempre X =Y = o volume pretendido.
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AULA 18 (15/5/2023)

Integral de superficie. Teoremas de Green e de Stokes.
(referéncia: Sala, Hille, Etgen: Calculus - one and several variables)
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PARTE C: Integral duplo de superficie -1-

O Seja S = x(D) uma superficie parametrizada regular, onde

x : D C R? = R3 é a parametrizacio escolhida no dominio D
conexo e limitado. Em particular x é uma func3o vetorial continua.
Seja f : R? — R uma fungdo escalar continua. O integral (escalar)
de superficie de f em S é definido como:

[ 148 = [ 1 (xtu,0) [)dudo,
S D
onde 77 := X 4 X Xy é 0 vetor normal & superficie em cada ponto.

O Interpretacao: fs fdS da uma aproximacio do volume do
sélido situado entre S e o grafico da funcao f definida em S. Por
exemplo, se S for a esféra com centro o centro da terra e raio o
nivel do mar, e f for a fungdo que da a altura topografica na
superficie da terra, entdo fs fdS representa o volume do desnivel
("das montanhas”).
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PARTE C: Integral duplo de superficie -2-

[0 Observacao: fs fdS n3o da o volume exato. Com efeito,
calculemos o volume de uma casca esférica de espessura e:
sabemos que serd o volume da esféra de raio R + € menos o
volume da esféra de raio R, logo sera

3m(R+ €)% — 3R = dm(e3 4+ 3Re? + 3R%¢). De outro lado,
calculemos [ fdS com f =€, vem € [ dS = eArea(S) = 47 R%.
A discrepancia entre as duas expressdes sdo termos de ordem €2 e
€3, logo desprezéveis se R for muito superior a € (R >> ¢). E o

caso do raio da terra no exemplo acima.

e Outro exemplo: Seja f = p a pressdo de um fluido sobre uma
membrana S. Entdo fS pdS representa a forca total atuada em S.

e Ultimo exemplo: Se f = p representa a massa volimica (ou
densidade superficial) de uma membrana, entdo fs pdS da a massa
da membrana.



Caleulo infinitesimal 1l Aulas teoricas e tedrica-praticas 276 /313

LPARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral duplo de superficie -3-

(na figura os vetores tangenfes sdo T's e T4, sendo (s,t) € D os
pardmetros da representa¢do de S. Logo a normal é 7 =T, x T;.
Observemos que o elemento de drea dS = ||7i||dsdt ndo é igual ao
elemento de drea dsdt do dominio D, devido a curvatura de S)

[J Observacao: quando f = 1, obtemos a area da superficie
parametrizada S: [ dS = [ ||7i||dudv . O "elemento de area

infinitesimal” é dado por dS := ||7i||dudv.
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PARTE C: Integral duplo de superficie -4-
O EXEMPLO 13 : Considere o cilindro
na figura com bases So em z = 0 e
S3 em z = 15 e com raio r = 3. A

2

superficie Sy tem equacdo parametrica
x = (rcosf,rsinf,0) enquanto S3 = x =
Sexteyion| ! (rcos6,rsinf,15). Pela aditividade, vem
Js fdS = fslfd5+ fs fds + fs fds,
onde [y fdS = fo r,0,0)rdrdd e

o f53 fds = fo r,0,15)rdrdf, pois
as = Hﬁ|\drd9 comil =X,xXge ||| =r.
A parametrizagdo da superficie lateral S; é x = (3 cosf,3sinb, z)
com 0 € [0,27] e z € [0,15]. Logo as duas tangentes sdo
Xg = (—3sinf,3cos6,0) e x , = (0,0,1). Assim
= Xg XX, = (3(:089 3sin0,0) e ||7i|| = 3. Desta forma,
fS1 r,0,2)dS = f f(3,0,2)3d0dz (vé teo. de Fubini).
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PARTE C: Integral duplo de superficie - caso vetorial -5-
W DEFINICAO 12: (Integral vetorial de superficie): Seja
S = x(D) uma superficie parametrizada regular, onde
x : D C R? = R3 e a parametrizacio escolhida no dominio D
conexo e limitado. Seja F : A C R3 — R3 tal que S C A uma
fungdo vetorial continua. Seja 77 = x,, X Xy 0 campo das normais
(ndo necessdriamente unitdrias). O integral vetorial de superficie
em S é definido como:

/S F.dg .= /D Fsc(u, v)) - i, v)dudy.

(] Interpretacao: Suponhamos que F seja a velocidade de um

fluido. O integral vetorial de superficie mede entdo o volume de
fluido que passou através de S por unidade de tempo. Falamos
entdo do fluxo de F' por S. Temos cﬁ = ndudv = NdS com
N= 1

(17l

3¢‘3
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PARTE C: Teorema de Green

[J Observacao 1: Ao contrario do intergal escalar de superficie, o
flusso tem um sinal uma vez que N tem um sinal dependente da
parametrizacdo escolhida.

B TEOREMA C. 7 (No plano: teorema de Green). Seja D uma
regido limitada de R? com fronteira suave. Chamemos C' = 0D a
sua fronteira orientada (i.e. tem orientacio). Seja F' = Mé, +Néy
um campo vetorial bi-dimensional em D de classe C'. Ent3o:

fﬁcﬁ:?{ Mdz:—i—Ndy:/ (0xN — Oy M) dzdy.
c C D

[J Observacao 2: O simbdlo fo indica que se trata de um integral
de linha onde a curva C é fechada (as suas extremidades

coincidem). O integral fﬁ -dL é chamado "circulagdo” (ou
"circuitagdo”) de F ao longo de C.
[J Observacado 3: Temos que (0, N — 0yM)€, = ? x F.
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PARTE C: Teorema de Stokes

B TEOREMA C. 8 (No espago: teorema de Stokes). Seja S uma
superficie regular, suave, limitada e orientavel de R3. Suponhamos
que S seja tal que sua fronteira 95 ndo é vazia, e seja uma curva
regular, suave e orientada. Seja F = Meé, + Né, um campo
vetorial tri-dimensional de classe C!, cujo dominio contém §S.
Entdo temos:

l{jsﬁ.ﬁ:/jxﬁ.cﬁ

O Interpretacao: O teorema diz que
a circulacdo do campo a longo da
fronteira da superficie (integral

de caminho a esquerda) é igual

ao fluxo do rotacional deste

mesmo campo pela superficie
(integral de superficie a direita).
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PARTE C: Integral duplo TP18 -1-
[0 EXERCICIO 11: (i) Calcular o integral de f(x,y) =z +y — 2
no retangulo [1,4] x [1, 3]. Utilize o integral "fatiado". (ii)
Calcular o mesmo outra vez, invertindo o sentido de integracao.
Interpretar o resultado. (RESP. 15)

[J EXERCICIO 12: Determinar o integral de 2* — 2y no dominio
da figura. Utilize o integral "fatiado”. (RESP. 4/7).
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PARTE C: Integral duplo TP18 -2-

[0 EXERCICIO 13: Seja R = [0,1] x [0, 3]. Determinar o integral
duplo em R das fungdes (i) 2 (RESP. 1); (ii) e**¥ (RESP.

et —e3 —e+1); (iii) zy? (RESP. 9/2). Utilize o integral " fatiado”.
[J EXERCICIO 14: Cf. exemplo 13 p. 270.

Calcular (i) a drea de S, (ii) o integral de superficie [ zdS.

[J EXERCICIO 15: Seja o paraboloide S =z =9 — 22 — 42
definido sobre o circilo de raio 3 e centrado na origem do plano zy
(vé figura pagina anterior - p. 273). Seja a funcio

F = (2z—y,z+ 2,3z —2y). (i) Encontrar uma parametrizacio de
S e de C' = 0S5 e determinar o campo das normais no paraboloide.
(i) Calcular o rotacional de F. (iii) Calcular o integral de caminho

Jos F.dl. (iv) Calcular o fluxo de rotacional de F, i.e.

Js V x F-as. (v) Verificar que ambos integrais valem o mesmo
valor 187: é o teorema de Stokes.
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PARTE C: Integral duplo TP18 -3-

(vi) Aplicar Stokes mais uma vez e calcular [}, v x F. cﬁ onde
D é o disco no plano xy cuja fronteira é C'. Justificar.

[0 RESOLUCAO DO EX. 15:

Uma vez que a superficie tem simetria cilindrica, escolhemos
coordenadas cilindricas, i.e., a superficie escreve-se

(i) S =p(r,0) = (x(r,0),y(r,0),z(r,0)) = (rcosd,rsinf,9 — r?)
com0<r<3e0<60<2m Logo

05 =C =~(0) = (3cosf,3sinh,0). Temos também

ps = (cosh,sinf,9 —2r) e ]Té = (—rsinf,cos,0) e a normal
vem 1 = ﬁ X p_,(; = 2r2 cos &, — 212 sin 0ey, + re..

(ii) o rotacional de F vale V x F = —3€; — €y + 2€.

(iii) a curva C' tem como representagdo pardmetrica

C =~(0) = (3cosb,3sin6,0), logo com velocidade

7' (0) = (—3sinf, 3 cosh, 0).
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PARTE C: Integral duplo TP18 -4-

Portanto, o integral de caminho é
fcﬁ-dj = o2z —y,x + 2,3z — 2y) - 7 (0)dd =
027r ((2.0 — 3sinf + 0,3 cos b, 3.3 cosf — 2.3sinf) -(—3sinh, 3 cosh,0)))
027r ((—3sin#,3cos@,9cosf — 6sinf) - (—3sinb, 3 cosh,0)) dd
= 027r 9(sin? § 4 cos? @ + 9 cos § — 6sin0)df = 02” 9d0 = 18.
Nota: fOZW(Q cos @ — 6sin@)df = 0 pela periodicidade das fun¢des
sin e cos.
(iv) o fluxo do rotacional vale

gxﬁcﬁ’? = 2 (3 —3,—-1,2)-(2r? cos 0, —2r?sin 0, r)drdf =
5 Y o Jo
= Jo" f03 (=672 cos@ + 2r?sin@ + 2r) drdf = (por periodicidade)
= 027r f03 2rdrdf = 2mr?|3 = 18
(v) Verifiqguemos portanto que fs? ¥ Fdg = fasﬁ dl: éo
teorema de Stokes.
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PARTE C: Integral duplo TP18 -5-

(vi) Por Stokes vale também fasﬁ'dj = ng x F - dS, uma vez
que C' =08 = 9D. Calculemos a normal a superficie D = x(r, 6)
= (rcosf,rsinf,0): x, x xg9 =ré.. Logo o integral de superficie
. ? = ? . ? R 27 3 _

efD X F-d —fD xF-rezdS—fO fo 2rdrdf = 187.



e e e e
Caleulo infinitesimal 11 Aulas teodricas e teorica-praticas 286 /313

LPARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

AULA 18 (15/5/2023)

Integral triplo
(referéncia: Sala, Hille, Etgen: Calculus - one and several variables)
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PARTE C: Integral triplo -1-

F M aaaasnn) ==t

[0 Consideremos (fig. a esquerda) um paralelepipedo II; dividimos
o mesmo em blocos pequenos II;;;, de maneira a formar uma
particdo P (fig. central). Caso temos um dominio 1" geral,
inserimo-no num paralelepipeo R bastante grande II, pondo f =0
em IT\ T (fig. a direita).

O Consideremos uma fun¢do f de 3 varidveis (z,y, z) € Il — R.
Calculemos os maximo M;jj, e minimo m;j;, de f(x,y,z) em II;j.
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PARTE C: Integral triplo -2-

0 Sendo que Il;, = Ax; x Ay; x Az, calculemos

Tf(P) = Z MijkAfL'iijAzka lf(P) = mekAl‘lijAzk
ijk ijk

[J Vamos supor que T" C II é um conjunto aberto de dimensao 3.

B TEOREMA C. 9 (Integral triplo). Seja f : II — R uma fun¢do
continua, nula em IT'\ 7. Ent3o existe um tnico ndmero real
I¢(II) tal que, qualquer seja a particdo P de II, vem

I;(P) < Ip(IT) < I;(P). Este valor é chamado integral definido
de f em II:

If(H):/Hde:/Hf(:E,y,z)d:cdydz,

onde definimos o elemento de volume dV := dzdydz.
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PARTE C: Integral triplo -3-
[0 Propriedades do integral:
. Linearidade: [.(af + Bg)dS = o [, fdS + B [ gdS,Va, 3 € R;
Il. Ordem: f<gem Q = [, fdS < [, gdS;
. Aditividade: T=T1UTy = [, fdS + [, fdS;

IV. Condigdo de valor médio: existe um ponto (xo, Yo, 20) € £ tal
que

/ fdV = f(z0,yo, z0).volume(T').
T

[0 Nota: chamemos f(z, yo, z0) o valor médio de f em T', uma

fav
vez que f(xo, %0, 20) = vofliTe(T)

O EXEMPLO 14: Seja (z,y, z) — A(z,y, z) densidade de um
sélido ou fluido. A massa do sélido ou fluido é dada pelo integral
de A ie. M = [ \dV.
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PARTE C: Integral triplo " fatiado” -4-

[J Em analogia com o caso bi-dimensional, consideremos um
dominio T representado pelas curvas

a1 <z <ag, ¢1(z) <y < d2(x), Yi(z,y) < 2 < a(z,y)
(vé figura). Integremos primeiro em z, depois em y, enfim em x.

= lx, ¥
z=yaly W

: y
y |
: #-
! T -
y 2=yl ¥
= Fo= iy, W) =

r=a [
L ¥ )
r=uay L)
@, S ¥= iyl
_l 4 v = gylx)

O integral de f sobre T calcula-se como

¢2(z) ¢2(w,y
/de /fdzdydx—/ dx/ dy/ fz,y,2)dz.
1 my
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PARTE C: Integral triplo " fatiado” -5-

(0 Observacao 4: podemos escrever dV = dxdydz: neste caso
integremos primeiro em x, depois em y, enfim em z. Mas podemos
as vezes também inverter a ordem de integracdo das fatias, i.e.
escrevemos dV = dydxdz: neste caso integremos primeiro em y,
depois em z, enfim em z. Ou também dV = dzdydx ou

dV = dzdxdy, etc. Esta escolha depende da geometria do
dominio: no exemplo acima temos dV = dzdydz.

[ Nota: o teorema de Fubini diz que é legitimo inverter o sentido
de integracdo, mas atencao temos de prestar atencdo aos limites
de integracdo, ou seja para f : [a,b] X [¢,d] = R

/cd/abf(x,y)dxdyz/ab/cdf(x,y)dydx'

(vale no integral duplo como no triplo).
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PARTE C: Teorema da divergéncia

Seja T um dominio 3d suave e S = 9T o seu bordo. Seja F um
campo C! em T. Entdo vale

/v.ﬁdvz/ﬁ-dfq.
T S
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PARTE C: Integral triplo TP19 -1-
[ EXERCICIO 16: (i) Avalie o integral [ [2 [+~ zyzdzdydz.

(RESP. 9) (ii) Dar uma expressdo de e represente graficamente o
2

dominio. (iii) Avalie f02 fol 04_$ xyzdzdxdy. Interprete o

resultado (HINT. teorema de Fubini). (iv) Avalie

Iy J 047”’02 ryzdzdydz (RESP. 67/96). (v) Dar uma expressio de

e represente graficamente o dominio.

[0 EXERCICIO 17: Seja um cilindro de raio R e altura k. (i)
Determine as curvas da representacdo

—R<z <R, ¢1(z) <y<ga(x), 0<z2<h

(ii) Suponhamos que o cilindro seja feito de um material com
densidade kz,k > 0 constante. Determine a sua massa (RESP.
kh2r?m/2). HINT: Utilize as simetrias e a relagdo (drea de um

quarto de disco) fOR VR? — x%dx = ”TRQ.
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PARTE C: Integral triplo TP19 -2-

0 EXERCICIO 18: Avalie (i) [ [ [¥(z + 22)dzdzdy (RESP.
2/3); (i) fy [V o) ye*dzdwdy (RESP. 1/24).

O EXERCICIO 19: Avalie (i) [ [!, [’ (2 — 2%y)dzdydz (RESP.
16); dar uma expressdo de e represente graficamente o dominio;

oy ol 2 3 2 . 3

(i) /2, J5 Ji (z = 2®y)dzdzdy; dar uma expressdo de e represente
graficamente o dominio; (iii) f_ll f02 flg(z — 22y)dzdydx; dar uma
expressdo de e represente graficamente o dominio; (iv) Explicar
porqué 2 dos 3 integrais dao o mesmo valor, 16, e o terceiro um
valor diferente.

e Resposta:(i) e (iii) ddo o mesmo valor pois que utilizamos o

teorema de Fubini (invertimos o sentido de integracdo junto com
os limites de integragdo); (ii) da um valor diferente uma vez que
alteramos o dominio: passou de [0,2] x [—1,1] a [-1,1] x [0, 2].



Caleulo infinitesimal 1l Aulas teoricas e tedrica-praticas 205 /313

LF‘ARTE C/Integral de linha; integral duplo, de superficie; integral triplo/

PARTE C: Integral triplo TP19 -3-

[J EXERCICIO 20: Seja o integral de volume f flﬂ Y 4zdV .
Qual'é a expressdo in extenso de dV (cf. Observagdo 4 p. 284).

[ EXERCICIO 21: Avalie (2, [*, [~ "% dzdydx (RESP.
56/3).

[0 EXERCICIO 22: Utilizar as coordenadas cilindricas para

calcular [2, da [Y ) dy [377 7V (2% + y%)dz (RESP. 321/3).
HINT: ut|||ze as S|metr|as para determinar o dominio de r e 6.

e Resposta: Reparemos que a geometria é o paraboloide do ex. 15
com raio 2 em vez de 3 e que o dominio escreve-se em polar como
{(r,0,2) :0<0<2m,0<r<20<2z<4—17%}, com

dV = dSdz = rdfdrdz. Logo o integral re-escreve-se em polar
como 027r df f02 r2rdr 0477"2 dz =27 f02(4r3 —r9)dr = 327/3.
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[0 EXERCICIO 23: (i) Fazer outra vez o exercicio 17 mas em
coordenadas cilindricas. (ii) Calcule a massa do cilindro se a
densidade for kr, k > 0.

[J EXERCICIO 24: Calcular o volume do sélido dado pelas
equiagoes 0<O8<m 0<r<sinb, r? < 2 <rsinf.

(RESP. 1/32). HINT: [ sin® udu = 3/8.
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L PARTE C/Coordenadas polares/

AULA 19 (19 & 22/5/2023)

Coordenadas polares
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PARTE C: Coordenadas polares -1-
x (x.] x (r.8)

[0 As coordenadas polares sdo coordenadas utilizadas pela
descricao de pontos pertencentes a conjuntos com algumas
propriedades de simetria. Em particular em bolas, ciclindros, ou
até no espaco inteiro.

W DEFINICAO 12: Seja (x,y) as coordenadas Cartesianas de um
ponto P do plano. Definimos o raio 7 como a distancia da origem

a P, ie,
ri= /a2 +y2.

O raio é ent3o um valor sempre positivo ou nulo.
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PARTE C: Coordenadas polares -2-
Para caracterizar completamente P precisamos de saber o angulo
entre o segmento [0; P] e o eixo dos . Por convengdo o angulo
tem valores em [0, 27[. Para o efeito é definido como

arctan% serx>0ey >0, 1.° quadrante,
arctan  + 27 sex >0ey <0, 4.° quadrante,

0 =< arctan ¥ 4+ sex <0, 2.9 e 3.9 quadrantes, .
5 sex=0ey>0, eixo dos y > 0,
37” sex=0ey <0, eixo dos y < 0

[0 A mudanca de coordenadas das polares para as Cartesianas é

dada por:
T =rcosb,

y = rsinf.
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0 EXEMPLO 15 (Passagem de Cartesiano a polar): As
coordenadas polares do ponto P = (1, 1) sio (r,0) = (vV2, %),
uma vez que r =2 e f = arctanl = T; as de P = (1, —2) sdo
(r,0) = (v/5,arctan(—2) + 27) = (\/5, 27r — arctan(2)); as
coordenadas polares do ponto P = (—1,2) sdo

(r,0) = (5, arctan(—2) + ) = (v/5, 7 — arctan(2)); as de

P = (—1,-3) sdo (r,0) = (v/10,arctan(3) + ).

O EXEMPLO 16 (Passagem de polar a Cartesiano): As
coordenadas Cartesianas de (r,0) = (1, §) sdo
P=(lcosT,1. Sln3) (L,43); as de (r,0) = (2, %) sdo
P = (2.cos §,2.sin 5) = (0,2).
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PARTE C: Coordenadas polares -4-

O Convencao/Observacdo: Por (r, —f) entendemos as
coordenadas polares (r, 27 — 0).

[J Observacao: Uma figura no plano tem simetria com respeito
ao eixo dos x se é simetrica pela mudanca 8 — —0.
Analogamente, tem simetria com respeito ao eixo dos y se é
simetrica pela mudanca § — m — 0. Tera simetria com respeito a
origem se tem ambas simetrias.

. . ) _9fs , Of = :
O gradiente em Cartesiano é ?f = a6 + 5,6y Vejamos como
expressar o mesmo em coordenadas e base polares.
Pela derivacdo em cadeia, sendo que f é uma fun¢do de duas
varidveis, (z,y) ou (r,0), temos

BF _osor o
dr Ordx 00 0x’
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PARTE C: Coordenadas polares -5-

) of _ofor  of o
dy  Oroy 900y

Temos portanto de avaliar 2=, 9r 90 ¢ 80 . Vem

ox' dy' Oz’
or  0va?+y? 1 oz +y?) 2z B x
or Ox W + 42 Oz 22+ 2 2242
or _9ya?+y? 1 o+ 2y oy
oy Jy T 922 + 42 oy Wl +y? 2+ y?
99 _Qdarctan? 1 dy/x  —y/z* = —y
dr oz 1+(%)? 9z 14 (Y2 a24y?
09 _Qarctani 1 I(y/x) = 1/x x

oy oy _14-(%)2 oy _1+(%)2:$2+y2'
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PARTE C: Coordenadas polares -6-
Mas, r = /22 +y2 e x = rcosf,y = rsind, logo
or 9@—11(19%— sin 96 _ cosf
(%U_COS’By_S "ox 7 8y ro

O vetor gradiente escreve-se entdo em polares como

Sp_ 0, 0 _ <8f8r+8f80>e +<6f8r+8f80>€

0: " oy = \oroz " 9002 or oy 90 oy

ou seja,

o
=ér =€y

of — ~
?f =5 (cos fe,, + sinbe,) +

af — "
20 (—sin e, + cos béy),
Em conclusao,

?f 8f z 3f €p

o e
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onde definimos os vetores de base polares (vé figura):

—

€y := cos e, +sinbéy,, €y := —sinbe, + coshé,. (%)

O A base {€,,é} é uma rotacdo da base
Cartesiana {€, €, } de um angulo 6, no sen-
tido em que

. €\ [ cos® sind\ (€&,
€g) \—sinf cosf) \é,

0 O vetor OP = r€; + Y€, escreve-se em

polar como OP = ré,.
[ Observacao: é um exemplo de base mével ortogonal: em cada
ponto a base é diferente uma vez que 7 e 6 variam. Ao contrério
da base Cartesiana, fixada uma vez por todas na origem.
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PARTE C: Coordenadas polares -8-

Acabamos de demonstar o teorema seguinte:

B TEOREMA C. 10 (Gradiente em polar). Seja f: D — R uma
funcdo continua de duas varidveis r e 6, cujas derivadas parciais
existem. O gradiente de f tem como expressdo em coordenadas e
base polares:
V=g UE
(‘39

onde €, e €y sdo definidos por (*)

O Observacao: Os vetores de base polar sdo definidos como a
normalizacdo da derivada em ordem r e 6 do vetor posicdo em
polar. Com efeito,

(O?) (rcos e, + rsinfey) = cos Oé, + sin fey,

tendo norma unitaria, é igual a €,.
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PARTE C: Coordenadas polares -0-

Também

Oy (O—}g) 0Op (7 cos e, + rsinfey) = —rsinbe, + r cos Oe),

tendo este Ultimo norma igual a  vem apds normalizagdo (ou seja,
divisdo pela norma do vetor, para torna-lo unitario)

€p = —sin0é, + cos fey.
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0 EXEMPLO 17: Seja o campo escalar em coordenadas polares
cilindricas f(r,0) = 720, onde 0 <7 e 0 < § < 7/2. Calcular o
gradiente de f na base polar consiste entdo em caclular 9, f = 2rf
e Opf =12 Logo V f = 2rfe, +réy. Podemos expressar o
gradiente em Cartesiano, por uma mera substituicdo, vem:

?f = 2/ a? 4 y? arctan % (cos fé; + sin Oéy)

+ V22 + y? (—sin e, + cosbéy)

= (23; arctan% — y) €x + (Qy arctan% + :c) €y,

L esinf = Y Reparemos que

72 +y2 /22 +y2 ’

este célculo se tornae mais facil do que calcular diretamente em
Cartesiano:

onde utilizamos cosf =

v ((x2 + 4?) arctan %) .
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PARTE C: Coordenadas polares

-11-

Quando a geometria do dominio bi-dimensional é facilmente

(naturalmente) descrita em coordenadas polares; logo convem

integrar em coordenadas polares. Neste caso a func¢do por integrar

depende de 7 e 0, i.e., f(r,6), com f: D :=[0,R] x [0,27] — R.

O O elemento de 4rea em
polar é
dS = rdfdr,

onde rdf é um elemento
de comprimento curvo
(cilindrico) e dr é o ele-
mento de comprimente ao
longo do raio. V@ figura

Y

r+dr

de

dA=rdrde

dA

rde

(onde dS = dA).
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PARTE C: Coordenadas polares -12-

Portanto o integral de superficie de f em polar consiste em calcular

f=2m r=¢2(0)
/de:/ df flr,0)rdr,
D 6=0 r=¢1(0)

com (aqui) ¢1 =0e ¢2 = R.

Quando a geometria dominio é tri-dimensional e facilmente
descrita em coordenadas cilindricas, logo convem integrar em
coordenadas cilindricas (r, 0, z) onde z é a coordenada vertical.
Neste caso a funcdo por integrar depende de r e f e z, i.e.,
f(r,8,2), com f: D =10,R] x [0,27] X [a,b] = R. O elemento
de volume em cilindrico é

dV = rdfdrdz,

onde rdf é um elemento de comprimento curvo (cilindrico), dr é o
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PARTE C: Coordenadas polares -13-

elemento de comprimente ao longo do raio, e dz o elemento de
comprimento ao longo do eixo vertical z. Portanto integrar f em
cilindrico (3d) consiste em calcular (consoante a geometria de D)

A 0=12(2 r=¢2(0,2)
A / / / f(r, 0, z)rdr.
. far r=¢1(0,z)
) 0= z=n32(0 r=¢2(6,z)
N / d9/ / f(r, 6, 2)rdr.
A =6, r=g1(6,2)

rT=r 0= \1’2 Z:(IDQ (T‘,G)
= / / f(r,0,2)dz.
r=ry

z=P1(r,0)
(] Observacao: temos sempre o mtegral mals a esquerda que

corresponde a variavel mais a direita (2).
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PARTE C: Coordenadas polares TP20 -1-
[J EXERCICIO 25: Efetuar a mudanca de coordenadas de
Cartesiano a polar dos pontos (2,3), (—4,—4), (—3,7), (1,0),
(0,1), (2,—4). Representar os mesmo no plano.

[J EXERCICIO 26: Efetuar a mudanca de coordenadas de polar a
Cartesiano dos pontos (r,60) = (0,0), (0,10), (10,0), (2,1), (1,2),
(2,%). (2, %T”) Representar os mesmos no plano.

[J EXERCICIO 27: Dizer que tipo de figura é dada pela equacio
(i) r =a, com a > 0; (ii) r = 0; (iii) @ = %; (iv) rcosf = b com
b>0; (v) rcosf =bcomb<0: rsinf =c,c>0.

[0 EXERCICIO 28: Encontrar a equacio da hiperbole

22 —y? = a?,a > 0 em coordenadas polares.

[0 EXERCICIO 29: Escrever em polar as equacdes (i) = = 2: (ii)
22+ (y —2)2 = 4: (i) 22 + 2 4+ 2 = /22 + 2.
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O EXERCICIO 30: Escrever em Cartesiano (i) a elipse

7(0) = 5~ (HINT: expressar 4rz em Cartesiano. RESP.

drx = 2r(2rcosf) = (4 +x)(2z) = 8z + 222). Nota: é uma élipse
de grande raio a = % e exentricidade e = % cuja equagao

a(l1—e?) _ b%*/a

l—ecosf = 1l—ecos

, . 2 y2 2
polar (onde b é o pequeno raio) e (z — ae)” + £z = a” em

Cartesiano (ou (x;€°)2 + (y;go)Q =1).

(ii) A pardbola: 7(0) = =5

(HINT: utilizar as defini¢des r? = 22 + y? e y = rsinf).
Interpretar p (HINT. vé a definigdo sem coordenadas da pardbola
p. 199. Determinar o foco F).

[J EXERCICIO 31: Mostrar que a equacio r = 2acosf é a de
um circulo, com a > 0; dar o seu raio e centro (HINT: multiplique
por r e utilize as defini¢des).

relativamente ao foco F' = ae é r(0) = g em

2
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PARTE C: Coordenadas polares TP20 -3-

0 EXERCICIO 32: (i) Quais s3o as simetrias da curva
r? = cos 207 (ii) Representar graficamente a curva.

0 EXERCICIO 33: Quais s3o as simetrias das curvas (i)
r(sin@ + cos0) = 1; (ii) 1 = r?sin 20; (jii) 7 = cos 26; (iv)
rsinf = 1.

(ii) Representar a curva graficamente.

[J EXERCICIO 34: Calcule em Cartesiano
v ((x2 + ?) arctan Q)
x
e verifique que dd a mesma expressdo do que no exemplo 17 na
pagina 300.

[J EXERCICIO 35: Verifique que o vetor O—}% = T€, + Y€y
escreve-se em polar como (ﬁ’ = 7ré,.
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