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LMecénica racional: introdugdo

LCon‘cet]do: as 3 componentes do curso

As 3 componentes do curso

Parte teorica
Apreender os conceitos, as ferramentas. (Com slides e quadro).

Parte practica
Fazer contas, exercicios. Complemento da parte teorica. (Em
pequenos grupos, com desempenho dos alunos ao quadro).

Avaliacao

Fim do semestre (oral ou escrito?). Avaliagdo intermedia?
Trabalhos individuais de aprofundamento da materia. Trabalhos
individuais de resolugdo exercicios (homework).
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L Contetido das aulas teoricas

Conteldo das aulas teoricas

Aula 1: Estoria da disciplina, Mecanicos famosos (26/2)

A. 2: Conceitos, Cinematica, Movimento em RY (01/3)

A. 3: Dindmica, Leis de Newton (5/3)

A. 4. Campo central, leis de conserva¢do (08/3)

A. 5-6: Dindmica do ponto e movimentos conservativos com 1
grau de liberdade, estudo do pendulo (12/3 e 15/3)

. 7-9: Dindmica de N corpos (19 a 26/3 e 05/04)

10: ColisGes, problemas de alvos-projéteis (12/4)

. 11: Trabalhos virtuais em statica (16/4)

. 11: Trabalhos virtuais em dindmica (19/4)

12-13: Mecénica de Lagrange em sistemas (23/4 a 30/4)
. 14, 15 e 16: Calculo de variagdes(03,/05)

14, 15 e 16: Transformada de Legendre (07/05)

17-18: Formalismo de Hamilton (10-14/05)

. 19: Formalismo de Poisson (17-21/05)
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LReferéncias bibliograficas

Referéncias bibliograficas

v

V. Arnold: Mathematical Methods of Classical Mechanics
» M. Lunn: A first course in Mechanics

v

R. Gregory: Classical mechanics

v

N. Rouche: Mécanique rationnelle
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LAs 3 componentes da disciplina

As 3 componentes da disciplina

Observacao

A observagdo do mondo exterior (o “que”) é seguida do
questionamento (o “como”).

Experimentacao

Melhoria do quotidiano.

Mecanica vem do grego “méchhané”, a maquina. Para os gregos
a mecanica permite de superar a natureza.

Mais recentemente: permite de perceber os fenomenos e de validar
as hipdteses.

Conceptualisacdo

Permite formalizar os fenomenos e fazer argumentacio logica.
Nascimento de teorias ou de “modelos”: de Newton, da
relatividade de Einstein/Poincaré/Lorenz, da mecéanica quantica.
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L Nascimento

Nascimento

a5t 5

Y Estoria da Mecanica é estoria do
Homo (e é estoria do pensamento)

—'% ;

% Sobrevivéncia — Encontrar
“truques” — Evolug¢do das ferramentas

% Descobertas de
varios mecanismos e
movimentos

( = Mecénica)



e T B
Mecanica racional Aulas teoricas

LBrevissima estoria da disciplina

L Desenvolvimento 1 (Mesopotamia, Egito)

Desenvolvimento 1 (Mesopotamia, Egito)

% Carro com 4 rodas ~ 2600
BC (Mesopotamia).

% Piramide de Kheops (~ 2600 BC)

% Truques para trasportar blocos de 3
toneladas?

Plano inclinado, rotas com inclinacao
minima, sistema de polias ...
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L Desenvolvimento 2 (Grego-Romano)

Desenvolvimento 2(Grego-Romano)

ief-restaure-a-Kouyunjik-Assyrie-700-avant-JC-2.png ief-restaure-a-Kouyu
% Basso relievo asiriano (~ 700 BC).
Mecanica=Ciéncia das maquinas: utilizacdo de troncos,

alavancas, cordas, carros com rodas " modernas®...

* Carro romano. Na % O cavalo é mais rapido mas tem menos

agricultura, a energia é potencia do que o boi.
fornecidas pelos animais.
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LMecénicos famosos 1: Arquimedes

Mecanicos famosos 1: Arquimedes

45N
Vy

~ 287-212 BC. Syracusa
(Sicilia), Alexandria (Grecia).

Systéme & 1 poulie Systéme & 2 poulies  Systéme & 3 poulies

Couple de force
nécessaire
100kg S0kg 25kg
100kg

100kg
100kgy

& A regra de ouro das mdquinas: como diminuir as forcas?
(formalizado mais tarde por Heron de Alexandria ~ 50 AC).
& Primeiro ciéntista a prestar atencdo a teoria bem como a
experimentacao.

& Metodo do passagem ao limite.

& Empuxo de Archimedes (fluidos).
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LMecénicos famosos 2: da Vinci

Mecanicos famosos 2: Leonardo da Vinci

~ 1452-1519. Firenze (ltdlia).

& N3o é bem um teorico, mas sim um artista, um inventor.

L

% Concepcdo de maquinas e
mecanismos. Estudo do movimento.
% Primeiras maquinas voadores.
Mdaquinas de guerra.

% Observacdo do voo dos passaros
(mecanismo das asas).
% Estudo da turbuléncia nos fluidos.
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LMecénicos famosos 3: Copérnico

Mecanicos famosos 3: Nicolau Copérnico

~ 1473-1543. Polonha.

& Observe incoeréncias na
observacao das trajetddrias dos
planetas.

% Propée o heliocentrismo.

& Revulocio " Coperniciana“= do
pensamento.

& Abordagem "moderna*:
A Axiomas: no texto Commentariolus
A Provas matematicas: no texto De Revolutionibus
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L Mecanicos famosos 4: Galileo

Mecanicos famosos 4: Galileo Galilei

~ 1564-1642. Pisa (Itdlia).

A Inventor da bomba de agua.

A MRUV: Movimento Retilineo
Uniformemente Variado.

A Trajetdrias parabdlicas de
projéctis.

A Provas experimentais da teoria
de Copérnico: invencio do
telescopio e observacdo dos satelites
de Jupiter e fases de Vénus, etc ...

% Experimentac3o das oscilacdes do
pendulo.
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L Mecanicos famosos 5: Kepler

Mecanicos famosos 4: Johannes Kepler

~ 1571-1630. Alemanha.

A Trajetorias eliticas dos planetas
(em Astronomia Nova, 1609)

A Principios de Optica.

A Problema de 2 corpos

: (solugdo analitica).

e A Conjetura de Kepler (problema de
* O sistema solar segundo Kepler ~ matemitica). Densidade de esferas
(baseado em poliedros). (demonstrado apenas em 2014).
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L Mecanicos famosos 6: Newton

Mecanicos famosos 6: Isaac Newton

~ 1642-1727. Inglaterra.

PRINCIPIA A A partir de Kepler: forca
centrifuga, lei em 1/d2

A Principios de Optica (natureza
corpuscular da luz, difrac¢do).

% Philosophiae Naturalis Principia A Lei da Gravitagdo, conceito de
Mathematica (1687) = Origem da  Peso (gravitas= gravidade).
Mecanica moderna, "racional “, A As 3 leis do movimento.

"classica .
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L Mecanicos famosos 7: Lagrange

Mecanicos famosos 7: Joseph-Louis Lagrange

MECHANIQUE

ANALITIQUE:

e, Py 4 T

% Invenc3o do formalismo da
mecanica racional, analitica.

% Considera a Mecanica como um
ramo plenamente da matematica.

~ 1736-1813. ltalia, Franca

A Calculo das variaces

A Principio de minima accdo.

A O Lagrangiano, os multiplicadores
de Lagrange.

A Mecinica celeste, problema dos 3
corpos.
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L Mecanicos famosos 8: Hamilton

Mecanicos famosos 8: William Rowan Hamilton

~ 1805-1865. Irlanda.

A O principio variacional de
Hamilton permite uma nova
formulac3o da teoria da Mecanica
e permite resolver as equagdes de

% Theory of Systems of Rays: teoria movimento, como o problema de 3

ondulatoria da luz (1828). Corpos.
% Propde um funcional que unifica A Origem da Mecanica quantica.

otica, mecanica e matematica.
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L Mecanicos famosos 9: Poincaré

Mecanicos famosos 9: Henri Poincaré

La Science
et I'Hypothese

@.

% Science et hypothése (1902).

% Origem da teoria da relatividade

restrita.

~ 1854-1912. Franca

A Introduz a nocdo de onde
gravitacional.

A Corige incoeréncias observada com

Merclirio.

A Problema de 3 corpos:

Les Méthodes Nouvelles de la
Meécanique Céleste .

A Inicio do estudo qualitativo das
equacgodes diferéncais.
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LPrincl’pio de relativismo e de determinismo

Principio de relativismo e de determinismo
O espago e o tempo
O espaco é Euclidiano de dimen¢do 3, o tempo é de dimengdo 1.
O principio de relativismo

> As Leis da Natureza sdo iguais em qualquer instante e em
todos os referénciais (ou "sistemas de coordenadas “) inerciais
(R.1.) (cf. Newton 1).

» Existéncia é postulada: existe pelo menos um R.l. onde
nenhuma forca atua sobre uma massa pontual. A mesma tem
portanto uma velocidade constante (" uniforme").

» Todos os sistemas em movimento relativo de traslacao
uniforme com respeito a um R.l. sdo tambem inerciais.

Principio de determinismo de Newton

O estado inical de um sistema define de modo unico o seu
movimento futuro. Tambem chamado " principio de causa-efeito".
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LGrupo de Galileo

Grupo de Galileo
Espaco Afim A™

A origem n3o ¢é fixada (vs. R™). Grupo das translagdes de R"
sobre A™: (a,7) > b:=a+ 7€ A", a€ A", 7€ R".
Soma n3o é definida, ao contrario da diferénca: b —a = 9. (%)

A estrutura espacio-temporal de Galileo

» O Universo X ~ A*. Elementos de X = "acontecimentos".
» O tempo: t: R* = R (R*: translagdes de X): aplicagdo
linear. O nicleo de t=translacdes simultaneas.

» A distancia entre 2 acontecimentos simultaneos: ||z — y||gs.

Transformacdo de Galileo
Transformac3o afim de A% que conservam intervalos de tempo e
distancias de acontecimentos simultaneos. (x)
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L Cinematica e dinamica

Cinematica e dinamica

Cinematica
Estudo descritivo do movimento (sem se preocupar das suas
causas).
% Posicdo, velocidade, acceleracdo, trajetdoria.
Dados num referencial inercial (ou n3o).

Dinamica
Teoria explicativa dos movimentos.

% Quais sdo as causas (= as forgas)
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LMovimento em RV introducgdo

Movimento em RY

Movimento
Aplicacdo diferencidvel 2 : I ¢ R — RY.

Velocidade: v(ty) = @(ty) := %x(to).
"velocity " vector v; "speed” ||[v||E

Aceleragdo: a(ty) = Z(tg) = %x(tg).
Im(z) = trajeté6ria de RY.
Gr(z) = {t,z(t)} = linha de Universo.

O movimento de N pontos
Definido como N linhas de Universo num Espaco de Galileo.

X:R— RHY
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L Movimento em R™Y: Movimento rigido

Movimento rigido

» Toma 3 pontos n3o alinheados P, P», Ps:
ts d(P(1), Py(1)) = | Pi(t) = Py(0)]| = est, ¥t i) =
1,2,3, i # 7.

» 9 incognitas: (zx(P;)), k,i=1,2,3, mas apenas 6 s3o
independentes (z; =componente k da posi¢do x).

» Movimento rigido=1 Translagio (3)+ 1 Rota¢3o (3).

> 3 Angulos de Euler: Prececdo, Rotacao, Nutacdo

Z-axis
-
K-axis K-axis X-anis K'-anis K-anis K-axis
Rotation about Z-axs Rotation about X-axs Rotation about Z*-axis
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LCinema’tica

- Movimento em R : Velocidade angular

Velocidade angular ou vector de rotacao instantanea

>

By ={0,¢e;,ey,€e3} (referéncial Cartesiano fixo) e

t—= B(t) ={0(1),g,(t), g,(t), g;(t)} (referencial varidvel).
Teorema: Existe unica velocidade angular @ t.q. B(t) =
roto-translacdo de

By (1) = r(1)g, (1)(= Tioy elt)g, (1)) ondewr = 5, g,
w2 = gg g17w3 gl g2 Verlflque dtg (t) ( ) (t)

& Seja u(t) = u;(t)g,(t)(= S it )g,(t)) uma funcao
vetorial exprimida na base movél. Entao temos pelo teorema:
%u(t) = u;(t)g,(t )+Uzdt9 (t) = ui(t)g,(t) + (1) x u(t).
Defini¢do:

A derivada relativa de u(t) é %U(t)m(t) 1= u;(t)g,(t)
(=derivada para um observador na base movél).

A derivada absoluta de u(t) é

Lu(t), = Su(b)se + () x u(t)

(=derivada para um observador na base fixa).
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L Movimento em R Velocidade absolute e relativa -1-

Velocidad absoluta e relativa -1- ponto fixo na base movél

> Velocidade absoluta v(P(t))5, (ou seja, relativa ao
referéncial By) de P(t) relativamente a 0: temos que derivar
no tempo ()?(t) =P(t) = @(t) + O?(t) onde
OP(t) = yig,(t) é exprimida em B(¢) (nota: y; por enquanto
ndo depende de t).
& Por v(P(1)5, := S0P(t)5, € v(O(t))j5, = $00(1)j5,. 2
velocidade absoluta de P(t) relativamente a 0 é
vr(P) = v(P(t))5, = v(O()) 5, + @ x OP(t), sendo

451y, =@ x OP(1)

a velocidade absoluta de P(t) relativamente a O(t).

» Nota: neste caso, a velocidade relativa (ou seja, relativa ao
referéncial B(t)) de P(t) relativamente a O(t) e nula, pois
que y; = 0. Temos vy (P) = velocidade de transporte de P.
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Velocidade absoluta e relativa -2- ponto movél na base
moveél
Queremos a velocidade absoluta de P(t) relativamente a 0, agora
com O?(t) = yi(t)g,(t) (nota: y; depende de t). Temos que

derivar no tempo 0P (t):
U(P)is, = V(O()) 15, + Cﬁ) )1,
Sendo que

%0’15(1&)% — & x OP(t) + va(P),

onde Ur(P) := 0(P)|51) = ¥i(t)g,(t) = (vr)ig,(t) é a velocidade
relativa a 5(t) de OP(t), obtemos

3(P)jg, = Gr(P) + VR(P) = v(O(t))5, + & x OP(t) + VR(P).
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LCinemética

LMovimento em RV Acceleragdo absoluta, relativa, de Coriolis, e de transporte

Acceleracao absoluta, relativa, de Coriolis, e de transporte
Acceleracdo absoluta de P(t) relativamente a 0. Sendo no caso

geral, O_I-;(t) = P(t) = @(t} + 0_1‘>j , onde 0_1‘>j = yi(t)g, (1),

temos que calcular

d
v(P)5,

a(P)z, pn
d
dt

(505, +& x OP(t) + iit)g, (1))
= @(0)p, + & x OP(t) + & x (z)i(t)gi( ))
+ @ () 5o 0) + (0,0 + 03 x
= @(0)5, + @ x OP(t) + & X(% )
+ & (@x OPW) +iilt)g, (1) + (t)5 x g,(2).(1)
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L Movimento em R : Teorema de Coriolis (1835)

Teorema de Coriolis (1835)

Portanto, acabamos de demonstrar o Teorema (Coriolis, 1835):
a@(P)(t) 5, = o(P)(t)5, = P(t)5, = @r(P) + @r(P) + dc(P),
com a accelerac3o relativa

a acceleracdo de Coriolis

Gc(P) = 20i()3 % g,(t) = 24:(0)g,(1) = 2(0n)ig (1) = 23 x T,

e a acceleragcdo de transporte

Gr(P) = d(0) 5, + & x OP(t) + & x (& o‘ﬁ(t)) .
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LCinemética

LMovimento em coordenadas polares cilindricas

Movimento em coordenadas polares cilindricas

Em 3D
rT=2I3p=7rg +29,
I3p = Top + 29,
I3p = Top + 29,

& =0g_ (»)

Acceleragao centripeda:

—T‘éQQ

Velocidade, Acceleracdo, Momento

& Seja o vector posicdo x e {«;} as
coordenadas curvilineas. A base curvilinea
associada € definida como g, := Baz/”(?az Il
& Coordenadas cilindricas {r 6,2}, com

T = ze, + ye, + ze, = rcosfe, + rsinfe,
+ze, (A).

& Portanto: ¢, = cosfe, + sin be, e

gy = —sinfe, + cosfe,.

Por (A) temos x = xgp =rg,

Velocidade, Acceleracao, Momento
Zop =19 +10g, (%)
i'QD = (T‘ — T‘92)2T + %%(7‘29)29 (*)
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LAs leis de Newton -1-

Primeira lei de Newton

Primeira Lei: O Principio de Inercia

» Sem influéncias externas sobre uma particula (=massa
pontual), a mesma tem velocidade constante.

» Velocidade nula = Reposo.

> Existe pelo menos um referencial onde esta lei é valida.
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L As leis de Newton -2-

Segunda lei de Newton
& Seja uma massa pontual m no ponto P.

ic5 : - o s da.

& Posicdo do ponto P: z, velocidade do pon2to P: b, =1 = 9,
% 2 s dv _ d%
acceleragdo do ponto P: d|p, =1 = G = 57.

& Seja F' = suma de todas as forgas atuando sobre a massa : é
causa de uma acceleracio.

Segunda Lei: O Principio fundamental da Dindmica
Seja By (Copernico). Entio:

F = mag, ou | 5 (m¥) = mi = Fl,

[p := md& = quantidade de movimento (ou momento Iinear)].
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L As Leis de Newton -3-

Validagao experimental
Medicoes
> Medicdo de forca e de massa: escolha de unidade, grandeza

padrao: depende pouco do referencial

» Acceleracdo tambem pode ser medida: depende muito da
escolha do referencial

» A lei de Newton é valida s6 numa subclasse de referénciais.

» A escolha da chronologia: calcular velocidade, acceleragdo

Dominio de validade da Mecanica classica

» Definicdo do tempo: sideral=angulo horario do ponto vernal.

» Triedro de Copernico (origem no centro do sol, eixos com
respeito as estrelas) & Anomalia no movimento da lua.

» Tempo atéomico=frequéncia dtomo de Caesium.
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L As Leis de Newton -4-

Expressao num sistema qualquer
Seja By = Triedro de Copernico.

2a Lei Newton-Coriolis

—

F = md|g, = m(dg + dr + dc) ou seja,
mar = F — mdpr — madg,

com mdr, a forca centrifuga, e mdc, a forca de Coriolis

Sistema referencial inercial

Definido como tal sistema movél onde mar = F' (i.e., onde

C_L'T + C_Lb = 0).

Teorema (Principio de Galileo)

Seja B(t) um sistema referencial. Entdo B(t) é um sistema
referencial inercial, se e somente se, 3(t) tem, relativamente ao
sistema de Copernico, um movimento de translagdo uniforme. (%)
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LAs Leis de Newton -5- Pendiilo de Foucault

» O pendulo de Foucault

Em By, triedro de Copernico. Considere o Plano de Oscilagdes
45(t) = F =mg+T = (t) = 7(0)+ [1(§+ L) (r)dr € Plano(0).
& Isto ndo corresponde 3 observacdo (vé figura a direita).

& Existe uma rotacdo do plano.

Em B(t), referéncial legado a Terra:

45(t) = F — Fo — Fr = 6(t) = Gplano + 01

& Onde 7, = — [/(& x OP + 2 x #)(7)dr.

& Prova que w # 0, observando que & = cte = Rotagdo da Terra.


https://www.youtube.com/watch?v=nB2SXLYwKkM
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LAS Leis de Newton
L As Leis de Newton -6-

Restricoes pelas transformacoes de Galileo

» Determinismo: V(x(to),2(tp)) € RY, 3z : [to, T] — RY, t.q.
mi(t) = F(xz(t),z(t),t). (ODE)

» Translagdo do tempo: = = ¢ solugdo = = = ¢(- + s) tambem
é solugdo = mi(t) = F(x(t), z(t)).

> eTranslacdo do espaco: x = ¢ solucdo = = = ¢ + r tambem
é solucado
= ma;z(t) = E(x](t) — a:k(t), fC(t)), 1,7, k=1---N.
eReferéncial em movimento de translacdo uniforme

= mid(t) = FAP(t) - 2C(1),25(t) - 2°()), A, B,C =
1---N.

» Rota¢do = Isotropia = F'(Rx(t), Ri(t)) = RF(x(t), z(t)).
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LAtracch gravidica

Forca de Gravidade

Gravidade entre 2 corpos (Newton)

.
St 3 = '
v d 1

F. = Ghim
g e

Gravidade na superficie da Terra

G =6.67 107", M = 5.972 10**, R = 6.378 10'? (unidade SI).
Acceleracao da gravidade na superficie da Terra:
9=go=—122~09,81m/s* (Galileo).

Gravidade longe da superficie da Terra
2

Acceleragdo da gravidade na superficie da Terra: g(r) = go%
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LF0|r<;as e movimentos simples

Movimento de uma massa pontual na superficie da Terra
Conjetura de Galileo e Experiénca de Robert Boyle (1657)

No vazio, todos os corpos caiem da mesma maneira.

» Pena e Chumbo no vazio

Movimento de uma massa pontual na superficie da Terra
Segunda lei de Newton: mi = mg + F, onde F é a resisténcia do
ar. Experiénca mostra que F' = F(&).
Trajectoria parabdlica
i(t) = (g4 L)t + v,
2
2(t) = (9+ 5)%G +vot + zo.
& Assumindo F' = 0 temos
g+ % = —goey,x0 = 0 = x1(t) = vor1t =

Parabola no espago: za(t) = 3R w1 (1) + v221(t).
01


https://www.youtube.com/watch?v=EevMOYosNsU
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LDinémica

LFort;a central -1-

Forca central

Problema de dois corpos = forca central

& Seja duas massas mq no ponto P; e mgy no ponto Ps.
& F central: tem a direccdo da reta entre P e P, e uma norma
que apenas depende da distancia relativa r entre P; e Ps.

& Seja G o centro de massa do sistema, seja 7 := G—Pi e

Ty = GD;.

& Num referéncial centrado em G temos por definicdo

mi1Z1 + maZe = 0 (). (cf. mais tarde no curso.)

& Definimos a posigdo relativa 7= 7y — Z1. Assim ||7]| = r.

% As leis de Newton escrevem-se como miiy = F(r) = 7f(r) e
por (%), mady = —F(r) = —7f(r).

& Por diferénca temos my 7= (1 + T1L)7f(r), ou seja
M7 =7f(r), com M := A2

& Notas: (i) acceleragdo é sempre relativa a G; (ii) 7 =rg

gt
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LFort;a central -2-

Forca central deriva de um potencial V'

Forca central
F = F(r)g, . Por exemplo, a Gravidade
Fy(r) = G%m = dT(GAfm) com O = centro da Terra.

& Newton: mi = F(r)g , onde z =rg .

Potencial
& Seja O e P dois pontos tals que x = O? =ry,.
& Temos F = F(r )9 E0)GP com F continua.

& Teorema: Tal for<;a derlva de um potencial V.
DEM. Seja r = (2?)!/2 e define V (r) := V(ro) fTo F(p)dp com

ro # 0. Calculamos —(VV); = agx(:) = arv( )(%i = F(r)%
Portanto —VV = F(r)% = FOop = F.
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L Momento angular

Momento angular
& Seja O fixado e seja o vector posicdo = = 0-15

Momento angular

Lo := x x mi.| (produto vectorial)

Conservagdo do momento angular (num referencial inercial)

Teorema : %Lo =z x F.

DEM. Imediato, pela 2a Lei de Newton.

Coroldrio: Se F' é uma forca central, entdo %LO = 0. || Alem

disso, a trajetéria estd num plano perpendicular a Lp. Se Lo =0,
entdo o movimento ¢ retilineo. (x).

(Lembrete: se F' = 0, entdo | 5 (md) = 0 || (conservacdo do

momento linear)).


https://www.youtube.com/watch?v=tDa8rONMd7E
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LMovimento em coordenadas polares cilindricas

Movimento em coordenadas polares cilindricas

Em 2D
r = Xop = TQT

Em 3D
T =1I3p =Ty, -1-2522

g, = cos fe, + sinfe,

gy =— sin fe,, + cos 0§y

Velocidade, Acceleracao, Momento
ijD = Tg +T0.ge ( )

Eop = (F —r6%)g + 14 (r20)g, ()
Ly =z xmi= m7'2022 (%)

Lei de Newton

m(F — r02)g +1 s d (2 9) F(r)gr
Movimento central plano

1)Lo = mKyg_, onde K é constante.
2)r20 = K.

3)mit = F(r) + m& = —9,(U + 2,

272
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Conservacao da energia mecanica total
& Consideramos um caminho entre z e = dois pontos de R3.

Trabalho de uma forc;a
[WF x;x0) = [ F(€) - d¢. (Nota: depende do caminho)j

Condicao de potencialidade

& Teorema: I’ é uma forca potencial se o somente se seu trabalho

de zg a = é independente do caminho, i.e., se e somente se

Curl F =0. (%)

& Energia potencial é U(z) := —Wp(x;
(Ex.: Gravidade: U(z) = U'(r

Energia cinética [T(#) == $mi* |

Energia mecénica total de um sistema potencial
(E(t) = T(&) + U(x)}, onde mi(t) = — Grad U (x(t)).
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LConserva;éo da energia -2-

Conservacao da energia mecanica total

Lei de conservagdo da energia mecanica total (num R.1.)
Teorema: %E(t) =0 |& %T(i) = F - i(t) (=Poténcia). (%)

242
& Movimento no plano, sistema cilindrinco: U+ mr=¢
#
T() = im[i|? = Im(i2 +r26%) = E(t) = imi2+ vV
(%) 2
& Nota-se que: V = U + mE? — k4 mK

27"2 - r 2r2 !

onde K: constante de Kepler e k: constante de Newton (gravifica).
& Lei de Newton=conservacdo da energia mecanica total:

d _ :: vV _ _GM K2
GEt)=0=>mi=-%9" = m 4 m

or r2 r3
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LE><emp|o de base movél curvilinear: o triedro de Frenet-Serret

Triedro de Frenet-Serret

& Seja C € R? uma curva regular. A posicio de z € C é dada por
s—x(s)coms e Ja abcissa curvilinea.

”d E;”. Temos 51?):1: fif):O.
% Define a curvatura da curva k := ||d t(s)|| e o vector normal 7
tal que 7 d ¢ 2ot = Kil.

* Defme o triedro de Frenet-Serret como {z(s), {(s),(s), b(s)}
onde b= x . E um exemplo de base movél curvilinear.

% Por %b = d%st_’x n+t X_,qu_ ' En deduzimos que %b 1t
D’outro lado (b,b) =1 = b L b. Portanto existe s — &(s) tal que
d% = —¢ii(s), onde £ é chamado tors3o da curva.

% De i = b x ¢ deduzimos que Lii(s) = —r(s)t(s) + £(s)b(s).

% Finalmente, definindo o vector de Darboux (de rotagdo
infinitesimal) @(s) = £(s)t(s) + k(s)b(s), obtemos %f(s) =d 1,

dii(s) =D x e Li(s) =& x b.

% Vector tangente t :=
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- Sistema integravél

Sistema integravél (campo central)

& Consideramos um movimento no plano: t — (r(t),0(t)).
& 2a Lei de Newton mi = -9,V & %(%mf2 +V)=0.
Propriedade qualitativa do movimento
&i=+\[Z(E-V(r(t),
efectivo (por exemplo U = —k/r o potenC|aI de Newton).

7 # 0 = (derivada fung&o reciproca) % = j:(%(E —V(r)))~/?
=t—ty= [ (gg)( (E — V(&) 1/2de.

6 = dhr)y=0% = LK
& ,,.2 :> ( ) dr %A(E—V(T))

U = —k/r = (Orbita de Kepler): 0(r) = arccos ——oLlR/K
" HH " \/2E'/m+k2/mK2
Integrabilidade

Consideramos o tempo necessario para que uma particula, partindo

de ro no tempo ty, atinja r(t) com velocidade positiva e uma

energia /. Se a solucdo é dada por um integral, diz-se que o

sistema é integravél.
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Newton no plano de fase -1- Plano de fase.

Re-escrever a equacao de Newton como sistema de 2 ODEs
{ i(t) = w(t)=p(t)/m
p(t) = F(z(t))

Plano de Fase
Definido como ¢ : z(t) := (q(t), p(t)) := (z(t),p(t)) € R2.
Newton escreve-se como

(L2(t) = Fi(=(t), i=1,2.(m) |
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L Newton no plano de fase -2-

Newton no plano de fase -2- Teorema de existéncia.

Teorema de Cauchy

Seja 2° € R?. Se f for localmente Lipschitziana, entdo existe
(localmente no tempo) uma solucio a (M) que verifique z(0) = 2°.

& DEF. (Solugdo local) [0,7") é o intervalo maximal de existéncia
< 3T > 0 tal que limy_7 ||q(¢)|| = o0. (%)

Teorema: Solucdo global = extencdo da solugdo.
(i) F = — Grad V com V limitada inferiormente = 7' = co. (%)
(i) lim V(q) = +oo = "trajétorias limitadas”, i.e.,
q—=oo
lq(t)| < C, Vt, to € [0, T, i.e. C > 0 independente de tg,t. (%)
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L Newton no plano de fase -3-

Newton no plano de fase -3- Soluc3do local ou global?

DEM. (i)Seja M € R t.q M <V (q(t)),Vt > ty. Como
E = %m(f(t) + V(q(t)), Vt > tg, temos |q(t )] < |q(to)|
+Jy M% E —V(g(®)| < la(to)| + fy |\/2(E - M)| < q(to)]
—I—fo |\/ = (E — M)| se assumir (%). Entdo |q(t)| < C(E,M;ty),
Yt > tg, o que contradiz (%) = a solugdo é prolongavél ate occ.
(ii) lirin V(q) = 400 = IW(q) continua t.q. W >V,

g—+oo
W(g) = W(—q) e W'(q) = 0,q > 0. Seja M = min, V(q),
E>Meqp=W(E)>0. Isto implica que ¢(t) < qg. De
facto, se assumir ¢ > qp teriamos V (q(t)) > W(qg) = E, o seja

4(t)? < 0, uma contradicgdo. Portanto |q(t)| < qr independente
de tg e t.
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L Noco de Equilibrio

Nocao de Equilibrio
Definicao
Uma massa pontual é em equilibrio, ou no reposo, num referencial

B(t) e durante um intervalo de tempo I, se a sua velocidade é

nulla para todos os t € I.
Pela 2a lei de Newton (o principio fundamental da dindmica)

temos:

Teorema

Uma massa pontual é em equilibrio num referencial INERCIAL, e
durante um intervalo de tempo I, se a sua velocidade é nulla para
pelo menos um tg € I, e se a suma das forcas aplicadas na massa
pontual, FF =0, para todos os t € I.

DEM. Imediato pela 2a lei de Newton.

& No caso de uma forca potencial, a condicdo serd F' = VU = 0,
ou seja equilibrio < v = 0 (ou T'(v) = 0) e U é estacionario (i.e.,
U = 0).
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L Estudo qualitativo do movimento, coordenadas lagrangianas

Estudo qualitativo do movimento, coordenadas lagrangiana

o

Movimento unidimensional com constrangimento

Abcissa curvilineare ou coordenada lagrangiana

s = {x(s), y(s), 2(s)}.

Dados:

Energia potencial V(s) = mgz(s).

Newton: m(s+ g-Lz(s)) =0 (Lembrete: triedro de Frenet).
Conservagdo: sms? +V(s) = E, ie, § = £,/ 2(E —V(s)).
Estudo de:

% Pontos de reflexdo % Pontos de equilibrio
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LEstudo de um ponto de reflexdo

Estudo qualitativo qualitativo de um ponto de reflexao
& DEF. Abcissa a t.q V(a) = E (velocidade zero) e V'(a) # 0.

» abcissa s(t1) =at.q. V(a) =FE = v(t;) =0,V'(a) >0
» abcissa s(tg) =b < atq. V(s(t)) < E,Vt € [b,al.

» supomos que 5(tg) = /2 (E — V(s)) > 0, ou seja, o mobile

vai em direccdo a abcissa a, onde chegaré num tempo finito
ti I:=t to = —— < 0.

se tivermos 1—to= [, v 00

» DEM. Assume-se V € C%(I) e faz-se um desenvolvimento de
Taylor finito de V' em a. Portanto
V(s) =V(a)—(a—s)[V'(a)=V"(a+0(s—a))%5°],0 < 0 < 1,
ie., E—V(s) = (a— 9)I(s). Temos II(a )>0eE2V:>
II(b) > 0. E > V. Portanto I < \/gzva—b < oo.
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LEstudo de um ponto de equilibrio

Estudo qualitativo de um ponto de equilibrio instavél
& DEF. Abcissa a t.q V(a) = E (velocidade zero) e V'(a) = 0.

» abcissa s(t1) =a t.q. V(a) = E = v(t;) =0,V'(a) =0.

» abcissa s(tgp) =b < at.q. V(s(t)) < E,Vt € [b,al.

> supomos $(tg) = 1/ 2(E — V(s)) > 0, ou seja, o mobile vai
em direccdo a a, onde, por definicdo de ser instavél chegara
num tempo infinito: I, := [, % — 00, @ — a.

w (E=V(s))

» DEM. Assume-se V € C%(I) e faz-se um desenvolvimento de
Taylor finito de V' em a. Portanto
V(s)=V(a) = (a—s)[-V"(a+0(s—a))5°],0 <8 <1,
e, E—V(s)= @\I’(s) Pela continuidade de
U, 3K >0, tq. E—V(s) < “SLK

Portanto I, = VK-1/mln “_g — 00, quando a — a.

a—
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Movimento periodico

Quando a solucao do sistema serd periodica?
{ qt) = p(t)/m
p(t) = —0,V(q(t)) ~
i.e., DEF. quando 3T t.q. q(t + 1) = ¢q(t), Vt?
Conservacao de energia
(E = B(t) = B(to) = 39} + V(w),)
onde gmin(F) < qo < @maz(E) solugdes de V(q) = E.
Teorema
A solugdo t — ¢(t), t € [0,00) é periodica com um periodo positivo
minimal T se e somente se gy €]¢min, ¢maz| onde V' (Gmaz) > 0 e

V' (qmin) < 0. Este periodo é T := 2 [¥mer ——ds
(min) Per " min [ 2 (E=V(s))

DEM: A demonstracdo usa 2 vezes o lemma de reflexdo e as
definicbes de tpaq = sup{t > to : (1) > 0,7 € [to;t[} e
tinin = SUp{t > tmaz : 4(7) < 0,7 € [timax; t]}-
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LMecénica Lagrangiana-11-: Estudo do pendiilo
0 Oﬁ:fgr,f:|03‘,C089:61'Og,
T= %6292 e U =—mglcosh.

1)Conservagao da energia mecanica:
LT+U)=0= (») .

2) 2% Lei de Newton no referéncial {g .g,.¢.}

.+ legado a P: mg+ R= m(dr + dr + dc), onde
@_{'R:Oid’RZa’C.ZOGaT: . ]

& Ha (pelo menos) 4 be, x Ly + e, x (fe, x lg ) = lbg, _MQQT =

caminhos para encontrar (longo g : R =mgcosf + 6?), e (%) longo 9y

as equagdes do

- _ 3) Conservacao do momento linear:
movimento:

— 4(OP x mi) = OP x (B+mg) = OP x mg,
[€9+981n0:0 (*)j ondeO?zfcongl + Usinfey, = (%).
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -1-

Dindmica dos sistemas (de N corpos) -1-
Sistema de N pontos
At ad(t): T RS 1<ALN.
Sistema de N massas pontuais
mA: A m(A):{1,--- ,N} = R
Sistema de N? forcas de interaccdo
(AaB)'_)fAB {17 7N} X {17 aN}_>R3
Sistema de N forgas pontuais

N
A fA = Z fAB:{l,--- ,N} - R3
B=1,#A

Terceira Lei de Newton, ou Principio de Accao e Reaccao

fAB % (IEB _$A) =0e fAB — —fBA.




Mecanica racional Aulas teoricas
L Dinamica dos sistemas (de N corpos)

L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -2-

A tensao como forca reciproca: conjunto de roldanas

Regra de ouro

&' = P/N, onde P é o peso, e N o numero de fios que tragam a
massa.

& O comprimento de corda para puxar é proportional a N.

& Portanto: a forca (muscular) diminui mas o trabalho da mesma
fica o mesmo.
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -3-

Dindmica dos sistemas (de N corpos) -3-
& Seja O a origem de um referéncial inercial.

Sistema aberto
Forca total em A: F4 := f4 4 f'4 onde f'4 : forca exterior.

Quantidade de movimento (Momento linear)

(Po = Zgzl mAx'A.J

Lei de conservacdo da quantidade de movimento
(num referéncial inercial)

N N
%PO: A=1FA:ZA=1fA- (%)

& Sistema isolado < 4 =0,VA = %Po =0.

» momento linear 2 corpos e sem contacto » momento linear 4 corpos com contacto


https://www.canal-u.tv/video/tele2sciences/des_pieces_de_monnaie_tamponneuses.15210
https://www.canal-u.tv/video/tele2sciences/la_quille_inebranlable.15211
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -4-

Dindmica dos sistemas (de N corpos) -4-

Massa total e centro de massa

& Massa:M == S0 my

& Posicdo (com respeito ao ponto O): z4 = O_1>4
& Definicdo de centro de massa (com respeito a O):

A
é o unico ponto G tal que Xp := z:f‘l# = O?

e N OA
& Definicdo intrinsica: Xp = ZA:leAO &

N maGA
[w:o:zA—lTA]

& Po = MXo = MOG e Py = 0. (%)

& Conservagdo do momento linear: @ =MXo = ZA A
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -5-

Dindmica dos sistemas (de N corpos) -5-

Momento angular com respeito a um ponto O

[LO = Zgzl xA X mA.i'A.]

Reduccdo ao centro de massa
= A
=T
—_——~

& Lo = 0C x MOC + YN_, GA x ma (GA + 0C)=
OC x MOG + Y N_, GA x maGA (x).

& Assim Lg = Y GA x maGA e Lo = OG x MOG + L.
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -6-

Dindmica dos sistemas (de N corpos) -6-

Lei de conservacao do momento cinetico
(num referéncial inercial)

Ao =N aAx FA= Ko =0 ot x f'4, ()

& Teorema: No referéncial do centro de massa (que pode n3o ser
inercial), temos: 4 Lg = S GA x fA=Kqg ()

» Conservagdo do momento cinetico de 2 corpos em rotagdo

& Campo central & f'4 = goA(r)gT,VA = %Lo =0. (%)
& Sistema isolado & f4 =0= Lo =0. (%)

» Queda do gato 1 » Queda do gato 2: conservagdo do momento cinetico de 3 corpos


https://www.youtube.com/watch?v=yfwb39VCNcQ
https://www.youtube.com/watch?v=fEy69tVEZoE
https://www.youtube.com/watch?v=W99aif0eH9A

e T B
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos)

L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -7-

Dindmica dos sistemas (de N corpos) -7-

Energia cinética e teorema de Koenig:

(To = T, dma(e4)? = 3M(0G)? + T, dma(@A)2. (1

Lei de conservacao da energia cinética
(num referéncial inercial)

4To =0 @4 FA (%)

& “Variacdo de energia cinética = Poténcia das forcas”.
& Corolario: no referéncial do centro de massa (que pode n3o ser
inercial), temos [%TG = GA. FAJ, ou seja

H
d% ZJX:I %mA(GA)z = Zgzl (ﬁ - FA
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -8-

Dindmica dos sistemas (de N corpos) -8-
DEM. 4 (%M(OTﬁ 22+ %mA((ﬁ)Q) = Zﬁzl(o;c%r GA).
(fA+ f4). Mas dt2M(ﬁ M@-@:@-Zﬁzlf’f‘

D’outro lado temos S\, f4 = 0.

Caso de um solido = sistema ‘“rigido”
(A, B) = cst > YAB|? =0 = ABLAD =

JAB.OA + fBA.OB = — fAB. AB = —ABAB - AB = 0.
& Neste caso: %TO = ZA:l T

“Variacdo de energia cinética = apenas a poténcia das forgas
exteriores” .
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -9-

Dindmica dos sistemas (de N corpos) -9-

Velocidade de um ponto de um sistema rigido em movimento

Seja By um referéncial inercial. Seja zﬁ a posicao relativa de 2
pontos A e B do solido. Seja um referéncial B(t) com centro o
centro de massa G e base {g (t)}. Escrevemos AB = 3 Tig,.

Como AB é constante com respeito a GG, temos &; = 0. Portanto
ﬁ 3 12ig,(t) = S miw X g,(t) =wx AB. D'outro lado,
ﬁ:(ﬁ—OA:v (B) —v(A), ou seja v(A) :v(B)—wxE.
Tomando B = G: [U(A) =v(G) +w x Cjzlj (reducgdo ao C.M.).
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -10-

Dindmica dos sistemas (de N corpos) -10-

Equagdes de um corpo rigido
E suficiente resolver o sistema seguinte:

dV dL
M dtG =F, G = Kg,

onde Vg := O(é é a velocidade do centro de massa G,
Lgéo momento angular (ou cinético) com respeito a G, e

K=Y GAx fA=Ko—0Cx f".

& No caso de atuar num ponto sé Kg = Cﬁ x ' é o momento
das forcas com respeito a G (onde P é ponto de aplicagdo de F)).
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -11-

Energia cinetica de um solido em torno de um eixo
passando por G.

& Seja Bp um referéncial fixo, e G, o centro de massa do splido
(ponto fixo particular). Sabemos que Tp = %Zgzl mal|OA|]2 =
N v N >
% > a1 mallOG|I* + % >oa1 mallGA|?.

& Portanto: Tp = lM||OLG||2 +1 Zﬁ Lmall@? x GA|]? =
1MHOGHQJr Yo ma i @i)llg, x GA? =
LMIOGI? + § S4_, ma T2 (wf)? 132521 9, % 9,971

& Seja Ty = § 0 ma X (W)l 251 g, % 9,971
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) 12-

Energia cinetica de um solido em torno de um eixo
passando por GG (continuagdo).

& Tomando um referéncial {G;g,} com o4

N 3
T = %WQ 2 a1 mal Zj:l g, % gjyj‘\P =
N
T I mf]tv((yé“)Q +(3)?) = 301,
onde I; := Y,y ma(ys)?,j #i
é o momento do solido relativamente ao eixo ¢ passando por G.

= wg,, temos:

& Portanto, temos: I := Iy + Iy + I3 = 21 onde
Ig = Zgzl ma(GA)? é o momento do solido relativamente ao
seu centro de inercia G.

& No caso isotropo, I; = Ir = I3 = %IG = %Zgil mA(G_}l)Q.
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -13-

Energia cinetica de um solido em torno de um eixo
passando por GG (continuagdo).

& Assim, temos Ty, = 2w’} = Lw?lo = Lw? S0 ma(GA)%.
& Em geral, temos T = 2wili + w3y + $wils.

& Dai, no caso de um eixo s, a formula :

To = s M||OG|? + w1,

onde I; =momento de inercia do corpo em torno de g, depende
apenas da sua geometria.
& Em particular Ty = %wZI = %w2lg.

& Ex. Corpo sfericode raior: I = I = I3 = 5mr elg = §mr2.
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -14-

Dinamica de um solido em rotacao em torno de um eixo
passando por G

& Temos _

— —
25:1 whma||GA|? = w Z%:l mal|GA|?. Logo ‘ Lg =wlg. ‘

Equagdes de um corpo rigido

& Seja O um ponto fixo. E suficiente resolver o sistema seguinte:

53

dVi d: dL di d
MEE = F (Vo= %6). e = Lok = Ko (0= %),

onde Vg := OE? ¢ a velocidade do centro de massa G,
L¢ é o momento angular (ou cinético) com respeito a G, e onde
w é a velociade de rotacdo do sistema.
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -15-

Deslizamento sem rolamento e Rolamento sem atrito

Deslizamento sem rolamento

Todos os pontos do solido tém o mesmo movimento do que o seu
centro de massa: velocidade de translagdo.

Rolamento “perfeito” ou sem atrito de Coulomb

Os pontos do solido tém um movimento de rotacdo em torno do

seu centro de massa. & Atrito de Coulomb:
o F = —4||tc]l,7 > 0, onde vc é a
S - velocidade do ponto C relativa ao chao.

Jc +wRg, & Seja V a velocidade do ch3o (ou do
suporte) orientada como ¥g.

& No ponto de contacto C-:
F=q|ic|=0=

i~V +wRg,(C)| = el ~wR=V

& Suporte fixo (V' = 0): ‘UG = wR. ‘
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -16-

Dindmica dos sistemas (de N corpos) -8-

Potencialidade das forcas de interaccdo
& J4 sabemos que: FAB = PAB(zD — 20 v1 < C,D < N.

A

& FAB ¢ potencial se FAB = FAB(”.”L‘ -z ||)|”3%ﬂ e
FAB — _ Grad UAB($B ) UAB f”xH FAB( )dp
& Em particular, temos: FAB = —FBA (*)

Energia potencial do sistema
U(@) = SN 5 UAP (@) + S0, UA@), | £ =~ Grad U

Lei de conservacdo da energia mecanica total (num R.1.)

LT+ U)=0.|ou| (T +Up) =S, 4

N
onde Uing 1= > 4oz UL,
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -17-

Colisdes unidimensionais

R B o) o B 7
e et~ — @y - — | COLISAQ } - - At - — ey — — -
my mz
Objetivo
Determinar as velocidades v} e v} dos dois corpos depois da
colisdo.
Metédo ) )
miv1 + mov2 = M1V + Moty
1 2,1 2 1 2,1 2
3M1vy + 3Mavy = §Mivy° + 3Mavy
Solucao
/1 2movatvi(mi—m2)  _ 2myvitva(ma—mq)
v = mi+ma Uy = mi1+ma (%)
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L Dinamica dos sistemas (de N corpos) -18-

Problemas de alvos-projéteis

Pomos vy = 0.

.0 vi(mi—ma) /. 2mivr
Portanto: v} = === e vy = -
& Projetil leve, alvo pesado: mg > my: [vi =—v evh= O}

Exemplo: Bola de ping-pongue contro bola de bilhardo.

1 my
“ANTES DEPOIS

& Projetil pesado, alvo leve: mo < my: [v’l =v evh= 21)1]
Exemplo: Bola de bilhardo contro bola de ping-pongue.

DEPOIS

& Projetil e alvo tem mesma

massa: mo = Mq: [U'l =0evh= vlj

Exemplo: Duas bolas de bilhardo.
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Choque elastico

BOLA 2

BOLAL

Demostrar que depois do choque, as bolas vao em direccoes
perpendiculares.

Demonstracao

Pela conservacio do momento linear, temos: muvi = muvi’ + mvy’.
- .. . ) 2

Pela conservacio da energia cinetica: %mvlz = %mv’l + %mvé .

Simplificando por 1/2 e m, temos por um lado (pela condigdo 1),
012 = (01’ 4 13')?, e pelo outro (pela condicio 2), v1% = v12 + v’22.
Isto demostra que v7’ - 05’ = 0.
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Choque elastico: caso geral no plano

Equagoes

Projecdes nos eixos = € y do momento linear:
Mm1V1e + MoV, = mlviw + mgvéx

{ M1y + Mavyy = mlviy + mgvéy

Energia cinetica:

mi (vl + vf,) + ma(v3, +03,) = ma(vi} + i) + ma(vs} + vg).
O sistema é mal posto

N3o tem solucdo, em geral, pois que hd 4 incognitas

Vi Vlys Vg Uy, € S6 3 equagBes.

Ha solucdo se introduzir uma informacao, fixar um parametro.

Por exemplo, se sabe que depois do choque, vi’ faz um angiilo de
6 com vi. Ou seja v, = v} cosb, e v,/ = v|sinf. Agora, as

H H = ! =/ / /

incognitas sdo v} = [[01'[|, vy, vy,



Mecanica racional Aulas teoricas
L Dinamica dos sistemas (de N corpos)
LDinémica de N corpos -21-

Choque elastico: caso geral no plano, célculo do angiilo

Before my / After
.
my my /‘,5;
¢ ¢ ’ f’)a: 0, + 6,
.
my
B \
Equagoes
Momento linear: pi = m1v] = m07’ + mevs’ = pi’ + p3’

. . . ’ /
Energia cinetica: mjv} = mqvy? + mavo?.
Toma o quadrado do momento linear
Portanto: m3v} = m3v}? + mjvy? + 2mymavi’ - 03
Multiplique a energia cinetica por my
Portanto: m3v? = miv? + mimovy?

Substrai as duas expressoes, e divide por mo
. N 19 . _ (m1—ma)v}
Obtemos: 2m 07" - 03" = (m1 — ma)vy, i.e.: cosf = W
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Conceito de vinculo (ligagdo)
Ligagdo ou constrangimento (constraint)
Um ponto material é sujeito a liga¢es se o seu movimento é

limitado por constrangimentos ou obstacolos.
Constrangimento de posi¢do: deve ficar numa superficie

& Superficie immovél f(x,y,z) =0 ou movél f(x,y,z:t) =0.
& Curva movél fi(z,y,z:t) =0, 1 <i<m, 1<m<2.
Eliminacdo de graus de liberdade

& Considere um ponto material: n :=f GDL ¢; =3-f vinculos.
& ¢;: coordenadas generalizadas ou lagrangianas.

Exemplo: caso sem vinculo
& z; = 2;(¢;). Ex: coord. polares ¢; = (r,6,2)

& Se m =0, det (8’”1) # 0. No caso geral, (af;> de rango m.

2 _

& Da mais jeito: r = cst do que z; = cst
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- Mecénica Lagrangiana-2-: conceito de ivinculo

Conceito de forca de vinculo
Um ponto material é vinculado @ uma superficie se a mesma
exercer uma forca 7 neste ponto. Geralmente, esta forca ndo é
conhecida: sé sabemos que é necessaria para um determinado
movimento.
Metddo
& Eliminar esta incognita para encontrar as equacdes de
movimento
& Escrever as equacdes sem a forca de vinculo.
& No caso sem atrito, a forca é sempre orthogonal & superficie,
portanto ndo efetua nenhum trabalho, pois a velocidade do seu
ponto de aplicacdo estd sempre perpendicular a forca.
& As outras forcas sio chamadas exteriores.
Considere By, e o vector posicao z = O
& Em estatica, os vinculos: fi(z;) =0, 1<i<m, 1 <m <2.
& Coordenadas lagrangianas ¢; t.q. z; = £(qr), 1 <j < 3.
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- Mecanica Lagrangiana-3-: principio dos trabalhos virtuais em estatica

Principio dos trabalhos virtuais em estatica

Acréscimos virtuais

& Dando a g; um acréscimo dg; compativel com os vinculos

(0g; =forma diferéngal), temos uma variagdo de z;
correspondente, ou seja o deslocamento virtual compativel com
os vinculos z := dx;e;, onde o acréscimo virtual dx; é definido

como o diferéncal de z; = #;(q;), i.e., oz ==}, gqi;éqj.

Acréscimos reais

% No caso de termos o deslocamento real, entdo dg = q(t)dt e
Sy = dr; = Y Gordqy = 32 ot (t)dt = Gt

associado ao movimento real do sistema ¢ — ¢;(t).

& Lembrete: du é um diferéncal exacto se pode ser escrito como
Ju : du = du (sua integragdo longo um caminho depende apenas

das extremidades).
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Teorema dos trabalhos virtuais em estatica
Definicao
O trabalho virtual de uma forca F aplicada a x é
(F,dx), onde F'={+ €, com €, as forgas exteriores.

Teorema

Seja I um intervalo de tempo e seja x no reposo (em equilibrio)
em t =ty € I no referéncial Bp, sujeito em [ a vinculos sem atrito
e independentes do tempo. Entdo x(t) é em equilibrio em I e em
Bo se, o somento se, para qualquer delocamento virtual dx
compativel com os vinculos, o trabalho virtual da suma das forcas
exteriores é nula em I: (€,6x) = 0.

Forca generalisada Cj
. 0%; ;
0=(&0z) =3 > (e 50000 =D Q0
i J j

—

= QI =0¥1<j<n=3-m, ou0=0Q=(Q, - ,Q".
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LMecénica Lagrangiana-4-: trabalhos virtuais para forgas potenciais

Forca virtual e potencial

Forca externa deriva de um potencial
Existe U = U/(z;) diferenciével t.q. €= —VU. Portanto temos

@ o oU dz; oU
QJ =6 gQJ - Z

=——, U = Ulqr).
& Ou seja: €= —VxU — Q = —qu].
O Teorema pode ser re-escrito como

Seja I um intervalo de tempo e seja x no reposo (em equilibrio)
emt =1ty €l em Bp e sujeito em I a vinculos sem atrito e
independentes do tempo. Entdo x(t) é em equilibrio para todos os
t € I e em Bp se, o somento se, as forgas generalisadas s3o nulas
em [: Qj:OV1§j§3—m.

Exemplo

Caso de uma massa pontual numa circumferéncia: ¢ = 0,

U(0) = —mgrsinf e Q(6) = mgr cosb.
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L Mecanica Lagrangiana-4-: trabalhos virtuais em dindmica

Trabalhos virtuais em dinamica
Temos os vinculos: fi(zj;t) =0, 1<i<m, 1<m<2eas
coordenadas lagrangianas ¢; t.q. x; = &;(¢g;), 1 <1 < 3.

Relacdo fundamental da dinamica
& A suma das forcas externas, de vinculo e de inercia é nula.

EmBo: F-ma=0, F=(+¢

& A relacio (Z dz) = 0 implica que
0= (F —ma,dz) = Z Q’6q; — m(ad, o).
J
& Seja or; =0, ggj dgq; o diferéncal de z; = Z;(g;).
Calculo de (@, dz)
m(d,dzx) = m(i—?,ém) =m), (?;Z, aqk)éqk

k
mY |45 22) - (@, 4 22)] 5.




Mecanica racional Aulas teoricas
LMecénica Lagrangiana
LMecénica Lagrangiana-4-: operador de Lagrange

Operador de Lagrange

Funcional velocidade
= __dx __ ox . or __ ~ .

U= G = Zj a_;j‘b + 5t = 0(qk, @3 t
Portanto, derivando temos: aaT” ok

= 8_ =

d oz _ . _ 0
o = X ot i+ g = o (
as

Isto justifica a permutacdo das derivada
tempo.

2E =

. Temos tambem:
81) __ 07

8(13 8t B 8_%
parC|a|s em g; € total no

Q_

Voltamos ao célculo de m(a, dx)

- - = .’
i ,aaqi)—(v’%aa—qi)—%( o) = (0 gg) =

232 (31191%) — 52 (3119)).

Operador de Lagrange

Portanto: 7’]"1,(6_1:7 (S:L‘) = Zk [%% _ %] T(qu, 2m||—»||2
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LMecénica Lagrangiana-5-: Lagrangiano
Funcional de Lagrange
Trabalhos virtuais em dinamica

A relacio 0 = (F — md, dz) implica

d OT or _ Nk
Gioq o —@o1sk<n

Caso das forcas potenciais
QF = _é%( onde U = U(qi)) =

d 0 0

chamadas as equagdes lagrangianas do ponto, onde L é o
Lagrangiano do ponto.

& O numero de tal equacdes diferéncais do segundo ordem é igual
ao numero de graus de liberdade do sistema.
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L Mecénica Lagrangiana -8-: Calculo de variagées

Variacdo de um funcional

Comprimento de uma curva

Seja uma curva

y={(t,z):x=2(t) eR3 txy <t < t1; Z(ty) = a,z(t1) = b}.
O funcional comprimento é: ®(v) : \/:i:z )2dt.

Definicao

& Um “funcional” é uma aplicacdo do conjunto de curvas, em R.
& Uma variacdo admissivél h € uma curva

Y =~v4+h:={(t,x): x =2(t) + h(t); h(to) = h(t1) = 0}.
Variacao ou Diferencial de Fréchet de um funcional

O funcional @ é diferencidvel se ®(y + h) — ®(v) = F[h] + R(h),
onde F ¢ linear e continuo em h e R(h,v) = O(h?) é o resto tal

que |I‘T7L|(‘ RN quando ||h||x — 0 (convergéncia uniforme).
1Ry (tR)]
7

(Gateau-diferencidvel se — 0 quando t — 0).
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L Mecénica Lagrangiana -9-: Equagdes de Euler-Lagrange

Pontos estacionarios de um funcional, Euler-Lagrange
Teorema 1

1
Seja ®(vy) = / L(q(t),q(t),t)dt, onde L(u,v,t) é diferencidvel,
to
ey ={(t.q):q=4q(t) e R", to <t < t13(ty) = a,2(t1) = b}.

Ent3o ® ¢ diferencidvel, e o seu diferéncal é

Fln = /ttl (gs - jt‘;s) () - h(t)dt. (%)

0
Ponto estacionario (defini¢do)

Uma curva v é um extremal de & ou um ponto estacionario se
F[h] = 0, Vh variagdo admissivel.
Teorema 2: Equagdes de Euler-Lagrange

A curva 7y : ¢ = ¢(t) é um extremal de ® no conjunto de curvas
tais que q(to) = qo e q(t1) = q1, se e somente se, em ¢ = ¢(t):

0= oL d 0L k.

T Oqr  dtOqy
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L Mecénica Lagrangiana -14-: Principio de minima acgdo de Hamilton-1-

Principio de minima ac¢ao de Hamilton

Teorema 3: Principio de “minima” ac¢ao de Hamilton
O movimento do sistema mecanico conservativo %(mv) +VU =0
coincidem com os pontos estacionarios do funcional accao:
t1
O(y) = / L(q(t),q(t),t)dt, onde L =T — U é a diferénga entre

to
a energia cinetica e potencial do sistema, chamada Lagrangiano de

~. Portanto, verifica-se Euler-Lagrange, i.e.,

oL d oL m
e qu‘ — %qu Vk’, ou pk — 8qk7pk 8(119 Vk

onde 1 < k <n, com n o numero de graus de liberdade do sistema,
e pr, 0 k.mo momento linear generalizado. Em particular, sem
vinculos, n = 3N com N o numero de massas pontuais do
sistema. Neste caso, as coordenadas Cartesianas sdo g = .
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L Mecénica Lagrangiana -15-: Principio de minima acgdo de Hamilton-2-

Independéncia no sistema de coordenadas
& Seja {¢;} e {z;} dois sistemas de coordenadas generalizadas;
seja L(gi, ¢i) = L(z;, &;)
Lemma: independéncia no sistema de coordenadas
A propriedade, para uma trajetddria, de ser extremal duma acgdo é
independente do sistema de coordenadas

P . 3 _ 9z; 9 Ok; 9
& Dem. Temos z = (q) = @; = qk = 9q 9z; T g 93,
_ 8:)3]' o 92 0%z . 9
 0q; E 0q;0qx k55 ox; -

9 _ 9% — “/’J i
Temos tambem 9 = 05, BIJ " 91
d (9L d (9z; oL 8903 q oL O0z; d ( oL

Portanto, T (W) <8ql 9, Fq:0q; W9z, + g, @t \ 9z, ) ©
oL _ Oz 9L 0%z

00 = 90 5 T+ on Qi Entdo

d (oL _oL _ 9z (d (8L _ oL

dt \ 0¢; dq; ~— Ogq; \ dt 81‘]' ij

& Demostramos que EL nas coordenadas ¢ = EL nas coordenadas
1. Portanto EL estio independetes do sistema de coordenadas.
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- Mecénica Lagrangiana -16-: Exemplos

Exemplo 1
Massa pontual “livre”, ou “sem forgas” exteriores
L =T = 1mi? Equagdes de Euler-Lagrange: 4 (mi) = 0 = 2¢
Lei de Newton ; Principio de Hamilton: x(t) extremal de
t1 1
O(y) = / im:kQ(t)dt: é um minimo, pois que ® é convesso. O
t

0
minimo é o movimento do sistema, ou seja as retas :6( = vt + Zo.

Note que as retas sdo minimos do comprimento. \/ £ (t)2dt.

Exemplo 2
Coordenadas generalizadas polares: ¢ = r,qo = 0. Temos

T(q.4) = % (i +1%6*) e L(g,d) = T(¢, @) = U(q1). Os

momentos lineares generalizados sdo py = m7r e py = mr20.
& Euler-Lagrange 1: p1 = %—f ou mi = m?"92 - 0,U.
& Euler-Lagrange 2: po = 0 ou po = mr20 = K = cste (de

Kepler).
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LMecénica Lagrangiana -17-: Newton vs. Lagrange

Sistemas. Newton vs. Lagrange

Sistema SEM vinculos:
Equagdes de Newton chegam.

Sistema COM vinculos:

Equacgdes de Newton NAO chegam:

& As equagbes do movimento em coordenadas Cartesianas n3o
incorporem os vinculos. Tem que se determinar as eq. satisfeitas
pelos vinculos, e resolve-las simultaneamente com o movimento.
& As forcas de vinculo ¢4 ndo s3o conhecidas:

matd =ed + 04, <A<N.

& As vezes Newton permite de determiner os vinculos, como no
caso (a seguir) do pendulo simples.

Caso de um sistema=N pontos materiais
& fi(r,y,z:t) =0, 1 <i<m, 1 <m<3N.



Mecanica racional Aulas teoricas
LMecénica Lagrangiana

LMecénica Lagrangiana -18-: Caso de um sistema

Caso de um sistema=/N pontos materiais

Lagrange+d'Alembert num sistema
Samav?d szt =3 (e + 04 st =3 et 02t =
ZA mA@A : @5 j = ZA et 8:6 5‘]3

[ZA mai? - G aqj =2t 8:6 =, VJ}
Teorema
Num sistema onde os vinculos s3o independentes, e ndo trabalham:
oz . doT T
A — 0 = -
mpt” —=Q = —— ——,Vj= -+ n.
ZA: 9q; dt94;  9q;

Caso com atrito

Supomos que existe uma funcgd F'(;) tal que as forgas de atrito
F Oxl OF O0z; _ OF O0%; __ OF
sdo f; := g;-. Portanto Q; = f;3 = 95, 0q. = 9%; 04, — 94,
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L Mecénica Lagrangiana -19-: Estudo do pendulo

& Ha (pelo menos) 4
caminhos para encontrar
as equacoes do
movimento:

[Eé—i—gsin@zo (*)J

ﬁ% = Egr, ! = \ﬁ\ cosl =eq - O?

T = %6292 e U =—mglcosh.

1) Lagrangiano ou Euler-Lagrange:
¢=(q1,q) = (r,0) =

0= (52 — 455 ) (T(.9) — U(g2)) = (+).

2) Conservacdo da energia mecanica:

LT +U)=0= (%) .

3) 2¢ Lei de Newton no referéncial {g ,g,.¢.}
legado a P: mg + R= m(dr + dr + dc), onde
Ip=0=>dr=dc=0edr =

fe, x g + fe, x (fe, x lg )= Eéﬂe — EGQQT =
(longo g : R =mgcosf + 00?), e (%) longo 9y
4) Conservacao do momento linear:

4(OP x m#) = OP x (B+mg) = OP x mg,
onde OP = { cos fe; + Usinfey = ().
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L Mecénica Lagrangiana -20-: Pequenas oscilagGes (sistemas autonomos) -1-

Pequenas oscilacoes

& Sabemos que T(¢,§) = 3d-& =5 Y31 327 5 (a) g (a)did

1 0. 8
= 211 21 5Tydid; + O(lallg?)), onde Tj) = mge (0)573“;(0)
= 0s termos no cubo da oscilacdo em torno de q=0sa
considerados como negligiveis.
. A
& No caso de um sistema: T'(q, ¢) = ZA At g =

(T(a.0) ~ $T5did; = $10'T°ld). | 75 = SNy ma%er (0)5-(0).

& Temos dt(qu) aq = 0 quando ¢ = ¢ = ¢ = 0. Portanto, por
Euler-Lagrange: 8—U(O) = 0. Por Taylor,
Ulg) =U(0) + %(0)% + 354 (0)aig; + O(laf) =

(U(@) ~ 3U5aig; = $[0'0°la], | onde U° = 52 (0).
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LMecénica Lagrangiana -21-: Pequenas oscilagdes (sistemas autonomos) -2-

Pequenas oscilacoes

Teorema (Pequenas oscilagdes)
Assumindo pequenas oscilagdes em torno de ¢ = 0, Euler-Lagrange
escreve-se como: 0 = TG + U%. (%)

Solugdo em pequenas oscilagdes
As solucdes de 0 = 79 + U sdo do tipo
q=acos(wt+6), onde w: (U’ —w?Ta=0

& Tais w sdo chamadas frequéncias normais do sistema, e sdo

solugdo de
det[U° — w?TY = 0.

& Tais ¢ = avcos(wt + &) associados sdo chamados modos normais
do sistema.
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L Formalismo Hamiltoniano -1-: Sistemas autonomos -1-

Sistemas autonomos

Teorema: A fungdo energia

Se um tal sistema for tambem potencial (i.e. 3U : Q; = —g—g),
J
5 o ) dOL _ AL i _ : .
ent3o verifica-se: 0 = qHoq ~ Bg Vj= ---,n. Isto equivale a:
dp _ 9L
=%

n
oL
onde E := Z 67'% — L é chamada a energia do sistema. (x)
— q;
7j=1

Teorema: sistema autonomo (ou conservativo)

Um sistema onde os vinculos s3o independentes, nao trabalham e
ndo dependem do tempo (i.e., d;z; = 0) é autonomo se L ni3o
depende explicitamente do tempo. Portanto a energia E é a igual
a energia mecanica, é conservada, pois que %E = —%—f =0, pelo

teorema anterior.



Mecanica racional Aulas teoricas
LFormaIismo Hamiltoniano
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Sistemas autonomos

Demostracao

A2 A2 52
Temos T'= 3, "5 [#7° = 224 22; " IVez[°q5 (Ors = 0).
oL _ o(I-U) _ or
n . n .

Portanto, Zj:1 il = ZFI G = T
Demostrdmos que E =T + U é a energia mecénica do sistema.

D’outro lado

Conservacao dos momentos generalizados

Definindo p; := g—q.L_, temos p; e ¢; conjugados, e
J

n
pj = gTLj el = ijqj — E, onde E = cste.
j=1

Caso quando os vincllos dependem do tempo

Se © = Z(q,t) with 9,z # 0 portanto mesmo no caso autonomo
(i.e. 9,L =0), temos conservacdo da fung¢do energia g—quqj —L,
mas a energia mecanica nio é conservada.
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Transformada dual de Legendre (1752-1833)

& Seja F' = F(u) = F(uy,- -+ ,u,) € C2 t.q. det D?F # 0 (assim
F é invertivel)
& Define v; = 0;(u) := gf (u). Temos tambem u; = u;(v).

7

& Definimos um novo funcional, a transformada de Legendre de
F, como [G(v) =) U — F(u)}: Yo ti(v)v; — F (a(v)).

& Variacdo de GG para acrescimos dv de v: du = %(51} =
0G = Z?:l %gévz = Z?Zl(uiévi + vléul) — %5@@ = Z:‘L:l U;0U;

N [u = @(v) = %8 (v)].
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Lembrete: diferéncais ( “acrescimos virtuais™)

& Acrescimo virtual dv = forma diferéncal com variaveis g; t.q.
f;f v depende do caminho entre vy e vs.

Ou seja, sendo dv = f;(g;)dg; e sendo I'y e I'y dois caminhos
distinctos entre os pontos A e B na variedade dos ¢'s, temos

/ 5@—/ 51}—/ f,-(qj)dq,;—/ Curl f-ndS(q),
Iy Iy ru{-Ts} S

onde S é uma superficie com bordo I'y U {—T'2}.

& O diferéncal é dito exacto, ou seja fl“l ov = fm v se Jv t.q.

[ = Vv, pois que Curl ;V,v = 0. Assim dv = g—;’idqi ¢ exacto.
& Acrescimo real: ¢; = ¢;(t), portanto

v = g;’ dql = g;’ ¢;(t)dt = v'(t)dt = diferén¢al exacta t.q.

f” ov= [ 2 (t)dt = v(t2) — v(t1) ndo depende do caminho (mas
apenas dos tempos inicial e final).
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Transformada dual de Legendre (1752-1833)

DUALIDADE
Velho Sistema Novo Sistema
Funcgdo: F'(u) Func¢do: G(v)
Variavél: uq,---up, Variavél: vy,--- vy,
Transformacao

G =i uivi — F(u) F =" uv —G(v)
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Formalismo Hamiltoniano (Lagrange-Cauchy-Hamilton)

& Seja F,(u) := F(w;u) € C2 e fazemos a trasformada de
Legendre de u — Fyy(u) : Gy = Y1, uv; — Fyy(u). Temos
OFy _ _0Gy

ow; ow; *

Aplicagdo ao Lagrangiano Fi.:(¢;) := L(q;; i t)

& As novas variaveis sio chamadas momentos: |p; := gg.
1

& A nova fungdo é chamada o Hamiltoniano, ou a energia:

LH = Z:LZIPZQZ - Lj: ‘H(qh 5y GnsP1, ’p’fht)

& Vimos que coresponde a energia mecinica total no caso de um
sistema autonomo com vincllos independentes do tempo.
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Formalismo Hamiltoniano (Lagrange-Cauchy-Hamilton)

Equagdes do movimento segundo Lagrange-Cauchy-Hamilton

Formalismo Lagrangiano Formalismo Hamiltoniano
Lagrangiano: L(g;; Gi; t) Hamiltoniano: H(g;; pi;t)
Variaveis activas: velocidades ¢; Variaveis: momentos p;
H:=3%" pigi— L L:=3" 1pidi—H
. — OL . _ OH
Pi = 34 4 — op;
aL _ _0H . _ OH
Euler-Lagrange: p; = = — %0 P = & = p;

& Propriedade: [%H =0,Hp+0,Hq+ 0H = 0:H = —0;L. }
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Coordenadas ciclicas

Coordenada ciclica ou ignoravel

E uma coordenada g; ausende do Lagrangiano, ou seja 9, L = 0.
Portanto a equa¢ao de Euler-Lagrange correspondente é

%O-ZL = 0, ou seja o momento linear conjugado p; = 04, L é
conservado: p; = cste. Um tal p; é chamado integral primeiro do
movimento.

Exemplo do Hamiltoniano

O Hamiltoniano de um sistema conservativo (i.e., autonomo) é um
integral primeiro do movimento.

& DEM. Pelas equacdes de Hamilton, temos %H = %—It{ = —%—f,
pois t € uma varidvel passiva na transformada de Legendre. (x)
(Tambem pode ser visto pelo teorema de sistemas autonomos, se
os vinculos n3o trabalham e n3o dependem do tempo
explicitamente).
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Parénteses de Poisson (1781-1940)
Seja f(p,q;t) e g(p,q;t) duas fungdes de p, g e do tempo.

Paréntese de Poisson

A paréntese de Poisson de f e g é [f,g] = %8%% — %g{%.
Derivada temporal como parénteses de Poisson

Temos flfz:g;megng—i- =[f, H]—i—

Integral primeiro do movimento (ou constante do movimento)
mediante as parénteses de Poisson

A funcdo f é um integral primeiro do movimento se

If, H]+ % =o0.

Equacdes do movimento mediante as parénteses de Poisson
& De z; = 2;(gj), temos qJ = j(x;). Portanto

Pi = [pZ’H] .
. , pois que 0;q; = Oyp; = 0.
4G = g, H]= g—gq ! !
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Teorema de Poisson

Algumas propriedades das parénteses de Poisson

[f g9l = [g fl. e entdo [f, f] =0
at[fa ] [Btf’ ] [%97 ] [gtfvg] [fv atg]
& Jacobi: Vf, g, h: [f,[g,h]] + [g, [, fI] + [h, [f, g]] = O

Teorema de Poisson

Se f e g sdo integrais primeiros do movimentom ent3o tambem
[f,g] é um integral primeiro do movimento.

& DEM. Pela definicdo de integral primeiro do movimento e as 3
propriedades das parenteses de Poisson. (%)

Gerador de integrais primeiros para sistemas conservativos
Seja f um integral primeiro do movimento. Portanto [f, H]
tambem é um integral primeiro do movimento. Pela definica

a—f = —[f, H] deduzimos que % af e um integral primeiro do

movimento, tal como todas as k € N,.

8tk )
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