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Geometria diferencial Aulas teoricas

LObjet:‘civos do curso e matéria prevista

Objectivos de aprendizagem
1. Téoria

» Introducgdo aos conceitos de base da geometria extrinseca:
curvas e superficies em R” (com emfise em R3)

» O conceito de geometria intrinseca (=curvas e superficies
como variedades diferenciaveis=sem ser conjuntos em
ambiente Euclidiano); variedades Riemannianas

» Analise local das propriedades geometricas: regularidade,
parametrizag¢do, curvatura

» Alguns teoremas classicos: teorema fundamental das curvas,
teorema egregium de Gauss e de Gauss-Bonnet, teorema
fundamental das superficies, Rigidez da esféra, teorema
fundamental da geometria Riemanniana, teorema de Stokes

2. Pratica

» PO6r em prética a téoria realizando exercicios

» Aprender a calcular e a demonstrar

» Aprender a conceber uma resposta escrita e a partilha-la
oralmente; trabalhar em grupo e partecipar a dindmica da
turma
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LObjet:‘civos do curso e matéria prevista

Avaliacao

A avaliacdo tem 3 partes:

P> Exercicios: relatorios escritos e participacdo aos TPs e a
dindmica da turma (40%)

» Exame escrito, parte prética: exercicios vistos nos TPs e/ou
préximos dos exercicios feitos nos TPs (20%)

» Exame escrito de téoria. Se as condicOes sanitdrias o permitir
poderd ser feitos em duas partes: 1h30 em Marco depois da
parte A terminar, 1h30 em Junho depois da parte B terminar
(com possibilidade de repetir a parte A).
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LObjet:‘c?vos do curso e matéria prevista

Apoio e sessoes de esclarecimento

» Durante a aula de TP, depois das apresentacdes dos exercicios
(pode-se conversar além da hora prevista com quem o desejar)

» Quem partecipou a aula mas continua com dividas que n3o
foram solucionadas nas TPs pode solicitar uma reunido zoom
particular ou em grupo: é preferivel enviar uma série de
dividas por escrito anteriormente (email ou no blogue); todas
as reunides serdo tornadas publicas no blogue com o link
zoom disponivel para quem quiser assistir
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LObjet:‘civos do curso e matéria prevista

Sugestdo de textbooks de apoio para a parte A

» Manfredo do Carmo: Geometria Diferencial de Curvas e
Superficies (existe uma versdo pdf em espanhol no link
https://www.academia.edu/38949108); deve existir versdes
portuguesas ou inglesas quer em pdf/ps/djvu no web, quer
nas bibliotecas. Este livro é a referéncia a nivel internacional
em geometria diferencial. Irdo encontrar todas as defini¢cdes
necessarias, e todos os enunciados dos teoremas classicos com
as demonstraces. Obviamente o livro contém mais detalhes,
mais exercicios e mais resultados do que veremos nas aulas,
mas aconselho a sua lida no acompanhamento dos meus
apontamentos.

» Christian Bar: Elementary Differential Geometry (Cambridge
university press)

» M. Umehara, K. Yamada: Differential Geometry of Curves
and Surfaces (World Scientific press)
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LObjet:‘c?vos do curso e matéria prevista

Sugestdo de textbooks de apoio para a parte B

» Manfredo do Carmo: Riemannian geometry (Birkhduser
(1992))

> B. A. Dubrovin, A. T. Fomenko, S. P. Novikov: Modern
Geometry — Methods and Applications Part |. The Geometry

of Surfaces, Transformation Groups, and Fields (Springer
(1992))
» Ph. G. Ciarlet: Linear and Nonlinear Functional Analysis

with Applications (SIAM-Society for Industrial and Applied
Mathematics (2013))
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LObjet:‘civos do curso e matéria prevista

Objectivos do curso
1. PARTE A: Geometria diferencial em R™ (Feb-Mar 2021)

>

Curvas regulares em 3d parametrizagles; triedro e férmulas de
Frenet (revisdo). Hopf's Umlaufsatz (casos regular e iregular);
teorema fundamental das curvas.

Superficies regulares; bases locais curvilineas; simbolos de
Christoffel; curvas em superficies; cinematica das curvas;
geodésicas; mapa de Gauss; primeira e segunda formas
fundamentais; comprimento e area; superficies isométricas,
equilaterais e conformais; equa¢des de Gauss e de
Codazzi-Mainardi; teorema fundamental das superficies.
Curvaturas normal, principais, media e de Gauss; teorema de
Weingarten; teorema " Egregium” de Gauss; aplica¢do a
cartografia; caracteriz¢do dos pontos.

Interpretacdes da curvatura de Gauss; coordenadas geodésicas
(ou normais) e coordenadas das curvaturas principais.

Um teorema global: a rigidez da esféra: "uma superficie
isométrica a esféra é uma esféra” (evidente?).
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L Objectivos do curso

Objectivos do curso - cont.

» Teorema de Gauss-Bonnet na forma local, global e topolégica;
triangulagdes; caracteristica de Euler, género.

2. PART B: Calciilo diferencial em variedades diferenciaveis.
(Margo-Maio 2021)

» Variedades topoldgicas e diferenciaveis; variedade metrizavél,
vetor e plano tangente; métrica e variedades Riemannianas.

> Imersdes e mergulhos; teoremas de Whitney (forma super
fraca, cldssica e super forte), teorema de Nash-Kuyper.

» Introducgdo aos tensores e ao calctlo tensorial.

» Derivacdo covariante de tensores; conexao; conexdo compativel
com a métrica (ou de Levi-Civita); simbolos de Christoffel;
torcao.

» Curvatura de Riemann, de Ricci e curvatura escalar; simetrias;
identidade de Bianchi.

» Formas diferenciais; calculo exterior; operador de Hodge,
operador " push forward”.

» Integracdo e teorema de Stokes.
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L Contetido das aulas teoricas

Conteldo das aulas teoricas
PART A: Geometria das curvas e superficies em R?

>

| 2

Aula 1: Curvas planas e em 3d; triedro e férmulas de Frenet;
(8-12/2)

Aula 2: Teorema fundamental das curvas; nlimero de
enrolamento: classificacdo de curvas fechadas; teorema de
Whitney; Hopf's Umlaufsatz. (12/2)

Aula 3: Curvas em superficie em 3d; geodésicas; primeira
forma fundamental e comprimento das curva.; (15/2)

Aula 4: Superficies isométricas, equilateral e conformais; area
e angulos em superficies; segunda forma fundamental. (19/2)
Aula 5: Mapa de Weingarten; equacdes de compatibilidade
(Gauss-Codazzi-Mainardi); Sistema de Pfaff; Compatibilidade
da metrica e da conex3o (Teorema de Levi-Civita). (22/2)

Aula 6: Teorema fundamental das superficies. (25/2)
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L Contetido das aulas teoricas

Conteldo das aulas teoricas

» Aula 7: Curvaturas principais, media, de Gauss; expressao
explicita de K; Caracterizagdo dos pontos. (1/3)

» Aula 8: Analise de casos; expressao explicita dos simbdlos de
Christoffel e de K; Teorema "Egregium” de Gauss. (5/3)

» Aula 9: Rigidez da esféra; geodesicas. (8/3)

» Aula 10: Propriedades variacionais das geodésicas;
coordenadas geodésicas; métrica geodésic. (12/3)

> Aula 11: Interpretagdo geométrica da curvatura de Gauss;
aplicacdo a cartografia; teorema de Gauss-Bonnet nos
triangulos geodésicos. (15/3)

» Aula 12: Teorema de Gauss-Bonnet nos poligonos curvilineas
e na forma global e topoldgica. (19/3)

» Aula 13: Derivagdo covariante em supericies em R3.

PART B : Calcllo diferencial em variedades diferenciais
» Aula 14 Variedade topologicas e diferenciaveis; imersao e
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L Contetido das aulas teoricas

Conteldo das aulas teoricas
mergulho (22/3&26/3)

| 4

>

Aula 15, 16 & 17: Teoremas de Whitney et de Nash-Kuyper;
métrica e variedade Riemanniana; conexdo. (29/3, 5/4 & 9/4)
Aula 18: Conexdo compativel com a métrica; simbdlos de
Christoffel; derivagao covariante de tensores; transporto
parallelo e geodésicas; torsdo. (12/4)

Aula 19: Gradiente de um tensor; sentido geometrico da
torsdo; curvatura de Riemann. (16/4)

Aulas 20: Curvatura de Ricci e escalar; identidade de Bianchi;
algebra de Grassman dos m vetores. (23/4)

Aula 21: Formas diferenciais. (26/4)

Aula 22: Diferenciagdo exterior. (30/4)

Aula 23: Operador dual de Hodge; operador " pull back”.
(3/5)

Aula 24: Integracdo; teorema de Stokes e aplica¢des. (6/5)
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L Geometria das curvas

Uma curva parametrizada é um par (I,) onde v é um mapa
suave v : I C R — R™ onde I é um intervalo de R. A mesma é
dita regular (v torna-se portanto uma imersdo) se o seu vetor
velocidade ¢ := 4(t) # 0,Vt € I.

& A condicdo ¢(t) # 0 significa que o ponto ¢(t) estd em
movimento em £. Sem esta condi¢3o existem poucas propriedades
genericas das mesmas. Exemplos e contro-exemplos:

cusp ordinary double point
quadruple point
L L

Figure: (i) Curva n3o suave com velocidade nula num ponto; (ii) curva
suave com velocidade nula, sem tangente; (iii) curva suave com
velocidade nula, com tangente; (iv) curva regular com um ponto duplo;
(v) curva regular com ponto quadruplo.
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L Geometria das curvas

Uma curva geométrica é um sub-conjunto de R™ que pode ser em
cada ponto, localmente, e num referencial bem escolhido,
rapresentado como o grafico de uma fungdo.

=B e

Figure: A curva é globalmente geométrica, pois zoomando em torno a um
ponto qualquer pode ser rapresentada por um grafico.

N

—_—

=
Figure: A curva n3o é globalmente geométrica pois que v ndo € injetiva,
i.e., existe um ponto duplo; o pequeno segmento de curva é geométrica.
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L Geometria das curvas

Ligacao entre as duas nogdes
& A imagem f(I) da curva parametrizada d3d pouca informag3o:

@ ’
\
-~ @
v
%‘ t—3F 3 oo
-0 -0

Figure: (i) f : I =] — oo, +-00[— R? & injetiva, porem a curva n3o é
globalmente geométrica, pois que em cada compacto em torno ao ponto
de cruzamento asintético hd sempre 3 pedagos de curva des-conexos; (ii)
Curvas regulares, com f(I) compacto, ndo injetivas e com tangente
partilhada com duas parametriza¢des diferentes

& Sem hipdtese suplementar, uma curva parametrizada regular
pode ser horrivel. Portanto introduzimos a no¢ido de curva
"generica”: sem pontos > duplos e sem pontos auto-tangentes.
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L Geometria das curvas

Os dois primeiros invariantes

Seja ¢ : I — J um difeomorfismo (i.e., um homeomorfismo tal que
1 é diferencidvel), com J C R um intervalo. Logo

¥ =701 :J— R"é uma reparametrizacdo da curva. Pois que
Yo~ =1d, temos ) # 0 e portanto 7 # 0 e cada
reparametrizacdo de uma curva regular é regular. Alem disto, se
>0 (resp- < 0) a reparametrizagdo preserve (rep. inversa) a
orientacao.

Seja 7 : [a,b] — R™ uma curva parametrizada. Portanto o seu
comprimento é

LH) = [P lA@llde,  lall == (3,02)"*,a e R

O mesmo € invariante por re-parametrizagdo (verificar em casa).
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L Geometria das curvas

Seja 7 : [a,b] — R™ uma curva parametrizada regular. Definimos
t s s(t) == [1||3(r)||dr. Sendo regular temos $(t) := Ls(t) =
= ||4(¢)]| > 0 logo é crescente é entdo invertivel; portanto

s t(s) =s7L(t) com t'(s) := Lt = =1/5(t) e 7(s) := v o t(s)
é uma re-parametriza¢do da curva com 7 : [0,1] — R™ com

[ := L(y). O novo pardmetro s é chamado abcissa curvilinea e

satisfaz 7/(s) = '||vE‘tE‘s§§II logo tem velocidade unitaria [[']} = 1.

Seja uma curva parametrizada pela sua abcissa. Definimos o vetor
tangente e = 7' = (e1,e2). O vetor normal é definido como
n = (—ea,e1). Sendo que e? = 1, temos e - ¢/ = 0 portanto
€'(s) =+"(s) = k(s)n(s) com k a curvatura algebrica (i.e., com
sinal). Temos

K(s) = (7' x ") - (e x n) = det(y'[y"). (%)
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L Geometria das curvas

DEM. Re-escrevomos (x) como k(s) = MWW(S)) Consider-

emos a re-parametrizacdo (t) = y(s(t)). O resultado segue uma

vez que det(y (6)17(8)) = det(v/(s)8(6)1(5)8(8) +1"(s) (3(1))*) =
= (8(t))” det(~/(s ())Iv( )( s(t))) e 17 (D)l = 5(2) [V (s)]l = 8(2);
(s

logo, (s(t)) = LGN (5(0) _ dGWAW) _ ). QED.

(s() _
6% [EHOIE

|
(t)
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L Geometria das curvas

DEM. ¢2 —hmphcae-a—omcomozeR Masy:%:
’y(s)%—ec Iogoe—l—lc i.e., ¥ = can + ¢e. Pelo Lema,

7 % 31 = |det(3($)7(1))] = |slc® = [|ce x 7] = ¢*|al, logo o =
+|k|c. Sendo n é escolhido t.q. o > 0, segue o resultado. QED.
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L Geometria das curvas

Temos 7 = a” + a¥ com a componente tangencial a” :=¢e e a
componente normal ou centripeta a’¥ := (c?/R)n, R := 1/|x|.

J >

O movimento de uma massa m ao longo da trajetdria (i.e., da
curva) v é obtido sem gasto de energia se a' = 0. Logo

c= % =0, i.e., t = =20, De facto, tal movimento é associado
com uma poténcia nula: ma - ce = 0. Em dimens3o superior tais

curvas sdo chamadas geodésicas (ver mais a frente).




Geometria diferencial Aulas teoricas

L Geometria das curvas

Curvas em 3d. formulas de Frenet-Serret.

Seja v € R? uma curva regular. A posicio de = € 7 é dada por
s+ 7(s) com s € J a abcissa curvilinea.

(i) vetor tangente 7 :=7/; T2 =1= (r,7)g=7-7 =0.

(1) Definimos a curvatura da curva x(s) := ||7/(s)|| = [|[7"(s)]| e o
vetor normal n é definido tal que 7" = kn.

(#31) Definimos o triedro de Frenet-Serret no ponto 7(s) como
{v(s); 7(s),n(s),b(s)} onde b := 7 x n. E um exemplo de base
movél curvilinea (no sentido em que depende de cada ponto).
(iv) Por ' = 7' x n+ 71 xn' =71 x n’ deduzimos que v’ | 7.
D'outro lado b? = 1 = &' L b. Portanto existe s — £(s) tal que
b'(s) = —¢&n(s), onde ¢ é chamado tor¢do da curva.

(v) De n = b x 7 deduzimos que n'(s) = —k(s)7(s) + £(s)b(s).
(vi) Finalmente, definindo o vetor de Darboux (ou "de rotagdo
infinitesimal”) w := {7 + kb, obtemos
T=wxrT,n=wxneb =wxbh.



Geometria diferencial Aulas teoricas

L Geometria das curvas

Caso geral em R3. Segundo e terceiro invariantes
& Seja v € R? uma curva regular com parametrizacio qualquer e
pardmetro t ndo necessariamente abcissa curvilinea. A ordem das
definicGes é alterado:

(i) vetor tangente: 7(t) := ”zgg”

(i) vetor bi-normal (ou "out of plane”): b(.t) = %
(iii) vetor normal: n(t) = b(t)" X 7(t) = %
(iv) Curvatura: k(t) := W

(v) torcdo: £(t) == %

& Se 4y x4 =0, i.e., se a acceleracdo é paralela a velocidade, logo
a curva é localmente uma reta e n, b podem ser tomados qualqueis
vetores unitarios ortogonais a e. Sendo, é evidente que 7,b e n sdo
ortonormados, pelo que definem a base mével (de Frenet-Serret)
associada a curva. Falta verificar que k e £ coincidem com k e £

definidas anteriorment mediante a abcissa curvilinea.
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L Geometria das curvas

DEM. Seja 4(t) = (s ( )) Sendo por defini¢do de s, 7] = dt,

d
logoT=19"=3 = H i€ T =4" HWIIQ +(H ||) . Temos
t ~
k] = |l x kn|| = | X'V//H—%:‘R t)| com k:=kos.

Lembramos a identidade ||a - (b x ¢)|| = | det(a|blc)| (a,b,c € R3).
Logo T-(r'xT )—T (kn X K(—KT +£b)) = k26T - (n x b) =
Z |det(, 7", +")| = | det(3,5, 5)I/I3°, deduzimos a

formula pois que 7" = B H3+ combinac3o linear de 5 e 4. QED.

& Seja F = (7|n|b)”. A reprensentacio de Darboux 7 = w x T,
n' =w xneb =w x b pode ser re-escrita como
0 « O
dF
d_ = Q.T", Q= —K 0 € . (*)
5 0 —¢ 0
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L Geometria das curvas

Teorema fundamental das curvas

DEM. Tomemos F(0) = I. Logo (%) tem uma solugdo unica,
nomeadamente a matriz s — F(s). Mostramos que F é ortogonal:
ja que Q = —QT, logo temos

LFTF) = (FOYF+FTF =FrQTF+ FTQF =0, i.e.
FTF(s) = FTF(0) = 1. Portanto F(s) pode ser escrita como um
triedro ortonormado (7(s)|n(s)|b(s))”. Pela rapresentacio de

Darboux, (*), a curva ¥(s) := 3 7(¢)d( torna-se a unica curva
procurada. QED.
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L Geometria das curvas

Aplicacao as curvas planas
& Tomando &(s) = 0,Vs, a curva é dita plana (i.e., ndo sai do
quadro). Seja a curvatura s € [0,] — k(s) € R. Sendo 7 unitério,
notamos 7(¢) = € = (cos ¥(¢),sin¥(¢)). A unica curva plana
com curvatura x (ndo necessariamente > 0) é dada por

= [27(Q)d¢ = [ eQd¢ com 9(C) = [ w( . De
facto, 7(s) :=+/(s) = ez(fo "‘(t)dt) é a tangente unitaria enquanto
T'()—V(S)—Zelfﬂs Ji(s) = n(s)r(s) com
n(s) = ie'lJo ") ta] que n- 7 = 0 é a normal (desta vez,
definida sem ambiguidade como uma rotagdo de 7 de +90°).
& Sendo que 7(s) = ?(5) = (cos (¥(s)) ,sin (9(s))), a funccio
9J(s) representa o angulo entre e, := (1,0) = 7(0) e 7(s), i.e., é 0
angulo entre a tangente
a curva e o eixo horizontal.

Na figura, a curva é re-nomeada v = c.
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L Geometria das curvas

Grau, indice e nimero de enrolamento

Seja v uma curva fechada e suave, i.e. v(0) =~(1), v'(0) =+'(1)
(e todas a derivadas tambem coincidentes nas extremidades). A
curvatura total de «y é definida como K, := fol k(s)ds. O nimero
de enrolamento (ou niimero de voltas) de y é definido como

P
v 2

DEM. Sendo que v/(1) = 7/(0)
= () = ¢"(0) temos Y(I) = @ @
9¥(0) + 2km com k inteiro. n=2 R

Logo, por (¥x), 9(0) =0 e
K., = 9(l) = 2kr. QED. OO

Na figura i, = n..
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L Geometria das curvas

& Seja uma aplicacdo f: S — S continua. Consideramos a
exponencial complexa exp : R — S (i.e., exp(u) = ™). Pela
continuidade de f e sendo exp localmente um difeomorfismo,
existe uma aplicagdo f*: R — R tal que foexp =expof*. O
grau de f é definido como G := W. Sendo que
exp(f*(2)) — exp(f*(0) = f(exp(2m)) — f(exp(0)) = 0 temos
necessariamente que Gy € um nimero inteiro.

& O grau representa "quantas vezes o circulo unitario é recoberto
or f." —_—
por f =
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L Geometria das curvas

& O ndmero de enrolamento 7., de uma curva fechada regular ~ foi
definido a partir de parametrizacGes canonicas. Para uma
parametrizagéo qualquer, corresponde a no¢do de grau de
f= ”7 : [0,27] = St, com [0, 27] identificado com S'. Portanto

temos no plano um terceiro invariante, 7., pois que i, = G 4 . Esta
EIR
invarianc3d por re-parametrizagcdo n3o € a unica: o indice de enrol-

amento é tambem invariante por difeomorfismos (p.e., rotagdo,
expansdo ou reflexdo) do plano e por homotopia de curvas:

& Porem n3o tém a mesma "forma”, i.e. n3o sio difeomorfas no
plano (por falta de homotopia mediante boas curvas, " genericas”)
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L Geometria das curvas

Seja uma parametrizagdo periodica sobre [0, 27] de uma curva
7(t), plana regular e fechada. Seja p € R? um ponto do plano.

Definimos a aplicagdo f,(t) := ”2 YYE ;” Logo, identificando ¢ com

um ponto de S! (i.e., um vetor unitdrio e um angulo),

fp: St — St rapresenta um "angulo” entre p e a curva. O indice
de p com respeito a curva é definido como o grau de f: representa
"quanta curva pode ser vista de p, incluido os enrolamentos”. Em
particular se p estd no interior de v([0,27]) e se i, =1 (i.e.,
apenas um enrolamento), entdo o indice de p é 1; assim, o indice é
igual 3 7, se p esta no interior do ultimo né da curva; ao contrario,

se p se afasta da curva, o indice tende a 0, e vale 0 no infinito.
o
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L Geometria das curvas

Umlaufsatz -1-

& Seja uma curva plana regular, fechada e simples, i.e., injetiva,
parametrizada t € I := [0,1] ~ S'. A partir do mapa
g(p,t) :== f,(t) definimos o mapa continuo A : [0,1] x [0,1] — S*:

h(t1, t2) = g(1(t2) 1) = M se t1 <ty e (t1,1s) # (0,1)

e h(t,t) := % se t; = to. Falta definir h em (0,1). Por
continuidade e periodicidade, h(0,1) = ”ZE g” Com s a abcissa
curvill'nea, sabemos que h(t,t) = 7/(s) = ¢’ onde

s) = [y K(Q)dC,0 < s <1 = L(y).
& Portanto o niimero de enrolamento de v é ﬁ(l) Embora

sabemos que (1) é miltiplo inteiro de 27 n3o e evidente
demonstar que vale exatamente 27 no caso de uma curva simples
geral. Se a curva for conexa, i.e., com a tangente sempre no lado
exterior, entdo é facil ver e demonstrar que a tangente gira de +2m.
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L Geometria das curvas

Umlaufsatz -2-

& Para isto, precisamos de um resultados importante valido nos
dominios do plano estrelados com respeito a um ponto.

& Voltando ao h definido acima, seja h(0,0) =+/(0) = (0,1). Isto
significa que 6(0,0) = 7/2 + 2kw. Aplicamos o Teorema de
levantamento em A = {(t1,t2) € R2,0 <t; <ty < 1} e obtemos
um mapa continuo 6 : A — S*.

& Definimos o nosso reférencial Cartesiano tal que v(0) = (1,0),
tal que a imagem ~y(I) encontra-se inteiramente entre os eixos
verticais 1 = —1 e 1 = 1, e tal que y(t*) = (—1,0).
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Umlaufsatz -3-

DEM. Step 1. Pela defini¢do de h, temos Vt € (0,1), h(0,t) #
(1,0) e h(t,1) # (—1,0) ja que pelo absurdo, se h(0,t) = (1,0)
entdo ha(t,0) =0 e hy(t,0) — 1 = ||h1(¢,0) — 1|| o que significa
que h'(t,0) > 1, uma contradic¢do ja que t >0, 7/ (0) >0 ey é
injetiva. Deduzimos que 2km < 0(0,t) < 2(k+ 1)7. Analogamente
h(t,1) # (—1,0) implica que 7 + 2k7 < 0(t,1) < 7+ 2(k + 1)7.
Step 2. J4 que h(0,1) = —h(0,0) = (0, —1) temos 6(0,1) = 37+
2km. Mas, por vy ser fechada e pelo step 1, h(0,0) = h(1,1) =
(0,1) = limy_,1 h(t, 1) implica 0(1,1) = limy,1 6(¢, 1) = 2 + 2k,
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Hopf para curvas regulares por partes
Step 3. Calculemos 27mn, = 9(l) —9(0) = 6(1,1) — 6(0,0) =
(0(1,1) —60(0,1)) + (6(0,1) — 6(0,0)) = 7 + m = 2m. QED.

Seja uma funcgdo continua ¥ : [0,{] — R. Digamos que ¥ tem
variacdo limitada se a quantidade

supy _,; [9(tiy1) — 9(t;)| < C < 00, com o supremo tomado em
todas as possiveis particdes de [0, 1] sempre que

t; <tig1,t0 = 0,tny = 1. Para além existe o seguinte resultado de
aproximag3o. Seja ¥ : [0,1] — R uma funcgdo C! por partes, i.e. é
C' em todos os pontos excepto num niimero finito de pontos
{-++,tiy - ,tiy1,-- } entre 0 e [ onde ¥ é discontinua. Se ¥ tiver
variagcdo limitada, entdo existe uma successdo ¥ € C*([0,!];R)

l tig1
. / _ / .
tal que klgl;o/o 9, (£)|dt = }i:/ti 19/ (t)|dt + §i 163,

onde [0;] é o salto de ¥ nos pontos de discontinuidade de 9.
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DEM. Seja 7y, curvas C* tal que ||y — Ykl|co — 0 quando k — oc.
Seja ) o angulo entre 7, e 1. Portanto ¥ é discontinuo em 7, C!
por partes e com varia¢do limitada (j& que existe um ndmero finito
de saltos limitados). Para além, 9 e ¥}, s3o crescentes. Logo por
Hopf suave e pelo resultado anterior:

I € C*([0,1]; R) tal que lem /l |9 (t)|dt = lim /l 0 (t)dt =
lim (ﬁk(l) — rL9k(0)) = lirn ﬁk( ) =21 = Z ftH_l ’19/ ‘dt-{—
z =Y, ot dt+2 [0:] = (Ot — 9(t:) + 33,164,

onde 9 é um angulo exterior. QED.
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Classificacdo das curvas fechadas
& A classificacdo das curvas fechadas é ainda um tépico de
investigagdo ciéntifica (Arnold, V. (1994 b). Plane curves, their
invariants, perestroikas and classifications. Adv. Sov. Math.,
21,33-91.)
& O elemento chave ¢ a identificacdo de 3 invariantes (ditos de
Arnold) que s3o as "singularidades” das curvas: ponto triplos (St
para "strangicity number”), e 2 tipos de auto-tangentes (J* e J7):
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Superficie regular

& Uma superficie regular de R? é dada pelo par (p, A) onde

A C R? é um aberto e p: A — R3 é uma func3o suave e injetiva
tal que o mapa inverso é continuo (i.e., ¢ um omeomorfismo
suave). Para além, o gradiente do mapa p é também injetivo, ou
seja, a matriz 3 x 2, Vp (com componentes 0, p;,
a€{l,2},i€{1,2,3}) é de rank 2 (i.e. p é uma imersdo
injetiva). O sub-conjunto bi-dimensional de R3, S = p(u,v) C R3
é chamado superficie regular parametrizada (i.e., por (u,v) € A).
O ponto p = p(u,v) € S é chamado ponto posi¢do.

& Esta definicdo pode ser generalizada da seguinte maneira:
digamos que .S é uma superficie regular se em cada ponto p de S
existe uma vizinhanca U de p e um mapa p: A — U onde A é um
aberto de R? que verifica as condices de regularidades acima (i.e.,
é localmente uma imers3o injetiva). Digamos que S é de classe C*
se tais mapas tém regularidade C* para todas as vizinhancas em S.
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O plano tangente a uma superficie regular Semp € S é o
sub-conjunto de R3: T,,S := {v € R3 : existe uma curva regular ~ :
I — S tal que v(0) = p e 9/(0) = v}. Tais v sdo chamados
vetores tangentes. Portanto o plano tangente em p é o conjunto
dos vetores tangentes em p.

Tome f: S — R diferencidvel (i.e., fop: A — R diferencidvel
enquanto func¢do de R? em R) e uma curva v: I — S t.q.
v(0) = p. Notamos ~(t) =: (x1(t), x2(t), z3(t)). Temos a
definicdo seguinte: 4(0)f := d({[i?)u:o =32 g—a{:fci(O) =
Zf’zl (zz(O)a%J f. O vetor 4(0) := Jvi(O)a%i € R3 pertence a

! . ) 9 4
TpS e é exprimido na base movél {57-}1<i<3 (nota que 5~ é

apenas uma notagdo para o iesimo vetor de base) enquanto 5(0) f
é um operador diferencial, i.e., é o diferencial de f na direccdo *:

df (p)[¥(0)] := 4(0) f




Geometria diferencial Aulas teoricas

LCurvas em superficies em 3d

Cinematica de uma curva em superficie em R3 -1-
& Seja uma superficie bi-dimensional regular e suave
S = p(u,v) C R? parametrizada por (u,v) € A C R?; logo
p: A — R3 é suave e injetiva com Vp de rank 2. Sendo que

1A 0 V=CS
p(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) definimos g, := % e
Gy = ap‘“ et d0|s vetores tangentes a S em P = p(u,v).

Notamos <9a = %,a € {u,v} = {1,2} e a matrix 3 x 2

Vp = 0uwp = (gulgv)-

& Suponhamos que S é orientdvel, i.e., que existe um campo
vetorial suave v que fica sempre ortogonal quer a g, quer a g,.
Logo, consideremos uma base local de R3, {Gu> gv, v}, com v um
campo vetorial unitario e ortogonal 3 S. O mapav: S — 52 é
chamado mapa de Gauss (S™ designa a esféra unitaria de R"1).
& Sejat € [ — ~(t) C S uma curva suave de S. Portanto (1) é
a imagem por p de uma curva plana (u(t),v(t)) C R?, i.e.,

v(t) = p(u(t),v(t)). Notamos w(t) = (u(t),v(t)).
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Cinematica de uma curva em superficie em R3 -2-

& A velocidade da curva é ¢ (u(t),v(t)) :==5(t) := %y(t) =

(w : V)p(t) = wlaup(t) + wQavp(t) = u(t)gu + {](t)gv-

& A acceleracio da curva é

a(u(t),v(t)) := ¢ (u(t),v(t) = (- V)e=75(t) =

iigy + DGy + UGy + 0y = gy + DGy + U2 Ougy + 120y gy + 2000, Gy

& Gostariamos de decompor a acceleracdo numa componente

ortogonal a superficie, a”V, e outra tangente a superficie, a”, com
componentes a®, o € {1,2} = {u,v}. Temos duas abordagens:
& Abordagem directo: Sendo 0ygu, Ovgy € Ougy = Oygy Vetores
3d, exprimimos os mesmos em fun¢do de ¢; := {ga, }1<a<2
= {Gu, 9o, v}, i-e., Bagp = 2. TE 50 com a, B € {u,v}, e soma
em k € {1,2,3} e coeficientes F’Ciﬁ por determinar. Obtemos a
decomposicdo da acceleragio a da curva: a =Y _(a%g,) + av
com a componente tangencial a” = w7 + Zi,,@:l Fgﬁwawﬁ, ea
componente normal a¥ := ()23, + (0)°T3, + 2uoT3,.



Geometria diferencial AUlas teoricas

LCurvas em superficies em 3d

Geodésica em superficie em R? -3-

& Aplicacdo: seja um ponto em movimento na superficie da esféra
de raio R ao longo de um paralelo; tem entdo um angulo azimutal
¢ > 0. Suponhamos que tem uma velocidade constante apenas
tangencial ao longo da curva, i.e., v = V7 (V = cste,
v-n=uv-v=0). Asua acceleragio é V2/Rtan on+ V?/Ruv.
Logo existe uma forca de atrac¢do ao equador enquanto ¢ > 0.
& Abordagem mediante a derivada covariante: definimos as
componentes da derivada covariante do vetor velocidade

¢ =1Ugy + Vgy = c“go (com soma em « € {1,2} = {u,v}),
nomeadamente cﬁﬁ da maneira seguinte:

Ogc = 0p(c“ga) =: cﬁﬁgk, com soma em k € {1,2,3}.

& Portanto a = (1 - V)c = i’ dgc = wﬁcﬁﬁgk. Logo a7 = wﬁcﬁﬁ.
& Vetorialmente: a” = ¢%g, - cﬁﬁg/g, POIs que go - gg = 0aB €

¢® = 1® s30 as componentes da velocidade na base local {g., g.}-
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Geodésica em superficie em R? -4-

Uma curva numa superficie é dita geodésica se a componente
tangencial da sua acceleragdo é nula: a” = 0,0 € {u,v}. Portanto
a sua equacao é

w7 + Z I W’ ().
7ﬁ 1
& Notamos:

> (%) tem uma solugdo unica dados w(0) e w(0)
> (%) re-escreve-se como:

Zﬁw aw”/_i_zaﬂl“ W uﬂ_Zﬂ (Bc’Y +Za aﬁ >
Zﬁcﬁ(vr) 250 c”ﬁ—c (VEe") =0, com ¢” a
componente de ¢ na base local curvilinea, definindo assim a

derivada covariante de ¢, V¢, mediante os simbolos de
Christoffel T".



Geometria diferencial Aulas teoricas

LCurvas em superficies em 3d

Geodésica numa superficie em R3 -5-

» O gradiente covariante V!¢ tem componentes na base local
curvilinea, sendo que Ve = (VFC)Z Gy ® g =
(Vie"), 0y @ ¢" = (Vi) i@ g" = (VIe), 1 @ g" =
Ojc'e; ® e/ = Vc onde V é o gradiente Cartesiano. Portanto,
temos a transformagdo tensorial 9;c' = (g;)*(g*); (Vrcl)k.

> A velocidade é constante pois que
42=2c.¢=2c(aVv) =0.

» Sendo a velocidade ¢ constante o elemento de comprimento
de curva ds = dt = cdt portanto o parametro t (o "tempo")
e proporcional a abcissa curvilinea.

P> A poténcia necessaria ao movimento de uma puntual m longo
v é ma - ¢, logo é nula numa geodésica; portanto diz-se que
uma geodésica € a curva com menor "energia”

> Uma geodésica é uma curva que minimiza o comprimento
entre 2 pontos de S. A demostracdo sera feita mais a frente.
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Métrica induzida e comprimento de uma curva

Sendo g4 (t) := Jap(w(t)), o € {u, v} com w(t) = (u(t),v(t)), i.e.,
Ju = Oup € g, = Oyp, dois vetores independentes e tangentes a
superfice em p = p(w) = p(u,v), a métrica induzida (pelo produto
escalar Cartesiano de R3) é definida como o conjunto de 4
componentes , i.e. a matriz go3 = go - 93, @, B € {u,v}.

Consideremos os pontos p(w) e p(w + dw) pertencentes a S .
Qual serd a distancia (em R?) entre p(w + dw) e p(w)? Como
p(w + dw) = p(w) + Zi:l dw*dap + o(]|dw]|) temos que calcular

Ip(w + 6w) = p(w)l| = /S22, dwge - S5, wlgs + of|dw]) =
\/22:1 dwge, - Z%:l dwigg + o(||dw]|. Logo o termo principal é

o termo na primeira ordem, ou seja ds? := \/Ziﬂzl Gapdwliwe.
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Primeira forma fundamental (ou métrica)

L(v) :== [; ||lw]|gdt com a velocidade ||w] 4 := Z Gapt™i”,
a,B=1
obtida mediante a métrica g,z induzida na superficie.

Calculamos a norma ao quadrado da velocidade de v(t) = p(w(t)):
. s
P2(t) = I gp o w(t)|* = dap - 85 dr =
= (gutt + go®) - (guit + gu0) = Bu* + G2 4+ 2P
= Ziﬁ:l gaﬁwawﬁ com E := gy - gu, G = 9o+ 9o, F := gu - go-
A primeira forma fundamental é definida como o mapa bilinear:

I (a,b) := Ea1by + F(a1bs + az2b1) + Gagbs, (a,b € T},5).
Temos ds := |¥|dt, i.e., o elemento de compriment ds? := dp - dp é
definido como o mapa quadratico definido positivo:
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Duas superficies regulares p: A — S e p: A — S sdo ditas
isométricas se as curvas imagem v :=pow ey = pow tém o
mesmo comprimento, i.e., se V.J C [ e Vt € J — w(t) € A, temos

L(pow()) = L(Fow(])), ouseja [, \/Zi,gzl ot B dt

=/, \/Ziﬁ:l GapWWPdt, com gog = Oap - Oap €

Gap = Oap - Ogp . Logo, para x := w(ty), fazendo as escolhas

particulares w = x + tey, w = x + tey, w = x + t(ey + €y),

Jp = [t — 1/n,t + 1/n], dividindo por n/2, e deixando n — oo
t+1/n

2
obtemos /g11(z) = lim — Vi (x +te))dt = /g (z
t—

n—oo n
etc, pelo que a propriedade de |sometr|a equivale a

9op() = Jap(x),Vr =w(t) € At € I.
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& A métrica do cilindro é ds? = d(rf)? + dz2, logo é isométrico
com o plano (onde ds? = dx? + dx3): em particular, partilhem
quantidades intrinsecas como comprimento, angulo e area.

& Uma métrica isotermal é uma métrica tal que F =0 e
E =G = A u,v) onde X\ é uma funcgdo de u e v.
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DEM. O sentido "se” é evidente j& que L(v) = [; ||wl|ydt =

[; VE@? 4+ 2Fi0 4+ Go*dt = [; V42 + 9%dt. No outro sentido:
toma um ponto qualquer w(tyg) € A e considere o segmento ¢ —
w(t) :=w(ty)+ t(cosa,sina) coma €R, tp eI e <t <c. Por
hipotese o comprimento de p(w([0, ¢])) € igual a c. Derivando com
¢ a igualdade ¢ = [ V/(E cos? a + 2F cos asina + G sin® o) dt
temos 1 = F cos? a + 2F cos asina + Gsin? a. Toma o = 0, logo
E =1. Toma a =7/2, logo G = 1= E. Portanto,
1=1+42Fcosasina,Va, logo ' =0. QED.
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0 eIemegto de ér_ga numa superficie em P € S e definido como
dS = ||dS]| = ||dsy % dsy|| = ||Oup(P)du x dyp(P)dv||

€1 €2 e€3

= |gu(P) X go(P)|dudv = | |gi. g2 ga| |dudv =
1 2 3
9 g2 g

V(9298 — 9us92)% + (9898 — 9us90) + (9592 — Gup9)*dudv =
9u ' Gu Gu " Gov

\/g d g dudv = \/det gopdudv = VEG — F?dudv.

Duas superficies regulares p: A — S e p: A — S sdo ditas
equi-areais se as superficies imagem tém a mesma area, i.e., se
VB C Atq. B é compacto, temos [, dS = [dS. Logo,
definindo B := B(x,¢), dividindo por vol(B) e deixando ¢ — 0
obtemos | det gog|(x) = | det gog|(z), Vo € A.
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Seja duas curvas vy :=pow e n := po z pertencentes a S, com a
sua abcissa curvilinea s e (. O angulo x no ponto de intersec¢do
P de v e n é definido como o dngulo entre os dois vetores
(pow) - (poz)
, [(pow)lll(pe2)]
~ 2a=1 Oap(w e 2/3 1 9sp(7' Z Jap(w')* ()"
[(pow)[lll(poz) [(pow)[lll(poz)|

_ g[w' 2]

- g[w’,w/]g[z’,z’]' onde g[a7 b] = Za,ﬁ:l gaﬂaabﬁ = ]Il [CL, b]

tangentes em P, ou seja (com ' = %) cosy =

Duas superficies regulares p: A — S e p: A — S sdo ditas
conformais se as curvas imagem fazem o mesmo dngulo nos pontos
de interseccao, i.e., se para cada duas curvas
y:=pow,n:=poz €S com interseccio () e

A= pow.N:=poz €S com interseccio Q, temos x(Q) = ¥(Q).
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DEM. A relacdo cos y = cos x implica ] ) N
g[w/’wl}g[zl’zl]

__WE e gW', 2" = §[W', Z'] com os vetores unitarios
glw'@'1g[z",2']
Y := —,— (mediante a norma ||y|| := \/gly, y|). D’outro lado,

9ly.y o N _
sendo ¢ uma forma definida positiva, escreve-se mediante uma

matriz definida positiva A, i.e. temos AX - X =1 = AX - X com
X e X unitérios nas normas induzidas por g e g. Escolhendo X e
X os dois primeiros vetores propnos ortonormados de A e A,
temos AX - X = AX? = AX - X = X?= X = +FX com

F .= \//\/)\ Os segundos vetores préprios ortonormados Y, Y

verificam Y = 4//i/1Y’; mas, sendo Y e Y uma rotagdo de 90°
de X, X, tempo F = \/ji/pn, e Y = +FY .
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DEM. (cont.) Ora W/ =aX +bY e Z' = ¢X + dY com

a,bec,deRe W' =aX +bY e Z/ =¢X +dY com a,b,¢,d € R.
Logo AW’ - Z' = acAX - X +bdAY Y, jdque AX-Y =0, ie.
obtemos AW’ - Z' = ac + bd. Da mesma maneira vem

AW’ - Z' = a¢ + bd. Pela propriedade de conformalidade,

AW' - Z' = AW’ - Z', logo ac + bd = aé + bd. D’outro lado, se
caIcuIarmos explicitamente, vem

AW'- 7" = A(aX +0Y) - (cX +dY) =

FQA(aXerY) (cX+dY) = AW'-Z' = A(aX+bY)-(eX+dY) =
aé+bd = ac+bd = A(aX 4 bY) - (cX +dY), a tltima igualdade
vendo da ortonormalidade de X e Y. Sendo isto valido para
qualqueis a, b, ¢, d € R, definimos U := aX +bY e V := ¢X + dY,
pelo que F2AU -V = AU -V para qualqueis vetores U,V € R3.
Dai, concluimos que F2A4 = A (verifica-se componente por
componente, tomando U = ¢e1,V = eq, depois U =¢1,V =¢g €
enfim U = e,V = e2). QED.
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DEM. Sendo conformais temos pelo Lema 3C' > 0 : gog = Cgap
pelo que | det go5| = C?|det Gap|. Logo, pela propriedade de
equi-area, necessariamente C' = 1. QED.

Um mapa é uma imers3o injetiva suave de um aberto A C R? em
S C{z:||z|| = R} (o globo). O Lema anterior diz que num mapa
cartografico ndo pode haver quer as areas quer os angulos iguais as
areas e angulos medidos na superficie do
globo. A demonstracdo completa requer
provar que ndo existe nenhum mapa v St
p: ACR? = S? isométrico, uma vez I

que o plano e a esféra n3o tém a mesma

curvatura de Gauss (v& mais a diante o Teorema Egregium).
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Segunda forma fundamental

& Vimos que a accelerac3o da curva tem uma componente
tangencial e outra normal, nomeadamente a = a’ + a com a
acceleragio centripeda a® := 4?T3, + 0?13, + 2udl,, com

qu =L :=0ugy V= au(gu : V) — Gu - OuV = —gy - Ouv,
F%v:N:: bGv V= —Ggu - OV, sz =M :=0ygu V= —Gu" Vo
Logo definimos a curvatura normal (com a abcissa curvilinea s):
kn(s) == |la™ (s)|| = L(u')? + 2Mu/v' + N(v')2. Dai o mapa
quadratico (nd3o necessariamente definido positivo):

Iy[dw] := —dp - dv = Ldu? + Ndv? + 2Mdudv, (dw = (du,dv)),
associado ao mapa bilinear "segunda forma fundamental”

]12(0,, b) = Laib; + M(albg + agbl) 4+ Nasbs,Va,b € TpS.

& A formdla de Meusnier k,(p) = L[y (t)],p = v(t) diz que a
curvatura normal sé depende das velocidades (i.e., das tangentes)
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Invarianca por mudanca de coordenadas

& Assim, a 2.2 forma fundamental diz como o comprimento de
uma curva varia com a curvatura normal da superficie, i.e. como a
1.2 forma varia com v.

) E F L M . . .
& Seja A = <F G) e B:= <M N) as matrizes associadas a

primeira e segunda forma fundamental, i.e.
I, [dw, dw] = A(du|dv)T-(du|dv), Iz[dw,dw] = B(du|dv)T-(du|dv)

& Seja o difeomorfismo "mudan¢a de coordenadas”

(@, 0) = 9 (u,v). Seja p:=po ¢(, ) com ¢ := 1! Seja

J = gggg; a jacobiana associada. As componentes da 1.2 forma
sdo B = 93p - 0ap = (0upe + 0,p32) - (0up3L + 0up2e) =
E:(%)Q + 2Fg—gg—g + G(%)Q, etc. com I e G, i.e. matricialmente
A=JYA7. Da mesma maneira: B=J'BJ.

& Para alem, det A = |det J|?det A e det B = |det J|? det B.
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Mapa de Weingarten

& A matriz W := A~ B é chamada matriz de Weingarten. Sob
mudanca de coordenadas temos W = A~1B
=(JTAT) "N JTBT) = J'WJ. In particular det W = det W
e tr W = tr W. Logo W e W tém os mesmo valores préprios.

DEM. Seja as matrizes F := (gu|gv|V) € @ := (Our|0yv|v). Logo
FTF = <A O> e —FI'Q= (B 0 ) com a convencio a - b =

0 1 0 -1

~1
a’'b. Portanto —F1Q = —(FIF)LFIQ = (A 0 B _01> logo
Q=-F (V(;/ _01) i.e. atese. QED.
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Relacoes de compatibilidade da teoria das superficies -1-
& Em particular, um corolario imediato diz que {9,v, d,v} sdo
linearmente dependentes se e somente se det W = 0, ja que
{gu, gv} sdo linearmente independentes.

& Vimos que Jn95 = Fgﬂgk (C) e por Weingarten que

OV = —Wopgp. Sendo a superficie suave temos sempre

0apgy = 0089y = 03ag~. Por exemplo, aplicamos isto a g, e
identificamo os termos multiplos de g, g, € v:

Ovulu — Ouwvfu = Augu + Bugy + Cuv =0, ie., 0 = 0,T% gi+
Fgurgv - Fiquu - Fgquu - Fgurgv +F%uWuu)QU+ Bugv+
<8vr?m + Zi:l Fgurga - 8uF%u - Zi:l Fgurio) v

& Isto implica que A, =B, =Cy =0. De A, = 0 obtemos a
formula de Gauss demonstrada mais a frente.

& Lembramos que as matrizes associadas as 1.2 e 2.3s formas
fundamentais sdo A = (aqp)apg COM Qo = gap € B = (bag)as.
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Equacgdes de Gauss e de Codazzi-Mainardi
. . re -
& Definimos as matrizes I'y := <( 75)0‘5 WM) com
bya 0

v,a, 8 € {u,v}, ousejal'y, = F?ﬂ F%Q W

by1 by2 0
& Observamos agora que A, = 0 escreve-se como
0= (0p'y — 0Ty + T,y — T'yI'y)11 (verifica-se facilmente que:
(eru - Furv)ll = ZT(F})TF;1 - Fqln 21) - Wleul + Wulel
=Tiolhy — Tialiy — o Wor + T3, Waa, onde (u,v) = (1,2)).
& Assim, é facil ver que o conjunto A, =B, =C, =0
corresponde a 0 = (9,T'y, — O,y + T'yI'y — T'WI') 15,7 € {1,2,3}.
& Agora, se aplicarmos a compatibilidade também a g, (i.e., linha
2j) e a v (i.e., linha 3j) obteriamos uma equagdo matricial,
chamada condicdo de compatibilidade de Pfaff:

0=(8,Ty — 0Ty + Ty —Tuly)ijy 4,7 € {1,2,3}. (D)
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Relacdes de compatibilidade da teoria das superficies -2-
& Seja F = (gulgo|v)T e definimos  :=TT ¢ R3%3 ¢
A =TT € R®*3. Pela defini¢io dos simbolos de Christoffel
O0agp = F’;ng e pela férmula de Weingarten d,v = —W,393
acabamos de demonstrar o teorema seguinte:

DEM. As duas primeiras identidades valem por identificacao de
termos; a “ltima segue da igualdade Oy F = Oy F:

Oy (OuF) = OpQF + QOyF = 0y(0pF) = OuAF + A0, F, logo
multiplicado por F! segue a tese. QED.
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Relacdes de compatibilidade da teoria das superficies -3-
& Equagio (G.C.M.) é chamada "condi¢do necessaria do
teorema fundamental das superficies”, ou "relacdes de
compatibilidade das superficies regular e suaves” (ou de
Gauss-Codazzi-Mainardi). Ja vimos as equagbes de Gauss, faltam
definir as equacdes de Codazzi-Mainardi:

Escrevendo C,, = 0 = (QA + 9,92 — AQ — 9, A)31 obtemos

OyL — 8,M = LT", + M(T?, —T%,)— NT?, (M.C.1).

Analogamente Cy = 0 = (QA + 9,2 — AQ — 9,A)32 donde

OyM — O,N = LT}, + M(T'y, —T%,)— NI'Y, (M.C.2).

& Remark: Verifica-se que a componente 3« é igual a a3 e que

(QA + 9,2 — AQ — 9y N)33 = (BW)yy — (BW )y = 0. Logo
A, A, C,

(QA+0,0-AQ-0,A)=| By, By C,| =0 (G.CM.).
Cu Cy O
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Teorema fundamental das superficies -1-

Seja © C R”! um aberto conexo. Seja n — 1 campos matriciais
I; € CHQ;R™ ™), 1 <i<n—1. As matrizes I'; s ao ditas
compativeis se verificam

0il'k(x) — Opli(z) + Ti(x)Ik(x) — Ti(x)Ti(x) =0,V € Q,1 <
i,k<n-—1. (O

& Remark: se n = 1 o sistema de Pfaff torna-se um classico ODE
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Teorema fundamental das superficies -2-

DEM. Calculemos 0,93, = 0a(gg 9r) = 0098 - 9r + 93 - Oagr =

Za(FgﬁgU “Yr t 95 FgchU) - Ea—(rgﬁgcw + Fgrgﬁa) (*) Da
mesma maneira obtemos dggor = Zo(rgagar + Fngw) e enfim

0r9ap = >0 (170908 + I'759a0)- E um simples calctilo obter
dagsr + sgar — Orgap =23, T'7390+. Notamos que 3-_ g7 g7}
=0y =1seo0=r,=0sendo, e ) Fgﬁém = F}Iﬁém + Fi,B

= I‘zﬁ, logo a tese pois que por definicio g™ := (g7 !),,. QED.
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Teorema fundamental das superficies -3-
& E facil ver que (L.C.) implica a relagio (x). Com efeito,
somando o membro a esquerda, vem Y _T'7, 9,3 =
Zo’ %g’yagoﬁ (aTga'y + 804977 - a’yg'ra) =
Zo’ %575 (aTga'y + aagm - 'ygra) = % (8Tga,8 + aagr,é’ - 8ﬁgfa) .
Invertindo o e 8 temos também > T'Y 3950 = % (0r98a + 09ra
—0agrp- Efetuando a soma, logo (x) segue pela simetria de gog.

Seja uma métrica gag, @, B € {1, n—1} em Q CR" ! e,
uma matriz simétrica e definida positiva em 2. Uma conexao, i.e.,
uma familia de simbolos de Christoffel F’;B,k € {l,---n} édita
compativel com a métrica se os simbolos I‘fw sdo definidos a partir
da métrica g,3 mediante a férmula (L.C.). Assim, a conexdo é
automaticamente simetrica, i.e., I";B = Fga, Va,8 €{1,---n—1}
e satisfaz a relacdo OJagpr = >, (10 590r +1'%,950) (%)
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Teorema fundamental das superficies -4-

& Recapitulando, vimos que (x) ou de maneira equivalente (L.C.)
é uma hipdtese sobre métrica e conexdo para as mesmas serem
mutualmente compativeis.

D’outro lado, por definicdo dos simbolos de Christoffel, sempre que
temos uma base movel {g, }1<a<n—1 temos

9(9a-98) = 0v9a-98+9a-0y98 = 3, (I5090- 98+ 9a 9o 1'55) ().
Lembrando a definicdo I} := (I'y )i (i.e., a extensdo de I,
acrescentando a mesma uma coluna e uma linha proveniente des B
e W =A"1B), logo temos também

a’Y(gi'gj) = Zm(r'ymi(gm'gj)+r%(gm'gi)) (oxx), 4, 4, m € {1,2,3}.
Para além, a generalizagdo de (%) é a relagdo

049ij = Dy (L0kgmj + L0k gmi) (xx%x), 4, 3, m € {1,2,3}.
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Teorema fundamental das superficies -5-
& Suponhamos que seja dado um campo matricial g3, definido
em Q C R* !, simétrico e definido positivo, i.e. uma métrica, e
suponhamos que o mesmo seja compativel com uma conexao, i.e.,
que verifica-se (x) em 2. Gostariamos de mostrar que as matrizes
Jap € Ja - g3 SA0 iguais sempre que sao ambas solu¢ées do mesmo
sistema de equacdes diferenciais. Eo objeto do teorema seguinte:
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Teorema fundamental das superficies -5-

DEM. Chamemos G a matriz g,3 € A a matriz g, - g3.
Consideremos um intervalo de tempo I, um pardmetrot € I e a
familia de todas as curvas regulares e suaves em ) com
extremidades xg e x € ). Definimos as funcGes matriciais
t—G:=Govyetr— A= Ao~ . Definimos a matriz

(I'r)ap = I'f5. Por um lado, por (x) temos identicamente

%Q =3 ,0-(Gov)¥r =>.. % (I'+G + GI';). D'outro lado, por
(%%), vale por definicdo dos simbolos de Christoffel:

%A =>4 (I'y/A+ AI';). Observamos que G e A sdo solugdes
da mesma equacio diferencial ordinaria, com a mesma condicio
incial go(7(0)) - g3(7(0)), portanto os campos G e A coincidem ao
longo de ~. Logo pela arbitrariedade de ~ coincidem em 2. QED.
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Teorema fundamental das superficies -6-

«
& J4 definimos T := ((Fgﬁ)aﬁ _V(I)/M) com v, a, 3 € {u,v}
«
& Vimos que a condi¢do devGauss—Codazzi—Mainardi é uma
condicdo necessadria uma vez que temos uma superficie regular:
AQ+ 0,2 =QA+9,A (G.C.M.). A mesma é equivalente a
condigdo de Pfaff (O) comn =2, ecomI'; =Q ey = A.
Vamos demonstrar que a mesma é também necessaria.
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Teorema fundamental das superficies -7-

DEM. (i) Step 1. Fixamos um z( € € e consideremos a matriz
9o (). Podemos escrever g,s(zo) = g3 - gg, a, € {1,2} (os

vetores g3 podem ser obtido tomando as linhas da matriz raiz
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Teorema fundamental das superficies -8-
DEM. (cont.) quadrada de g,s(o)). Definimos go(zo) = g3,
a € {1,2}. Sendo que temos a hipétese (G.C.M.), pelo teorema
preliminar o sistema (de Pfaff) 0,F =T, F, v € {1,2}, com

T
condi¢go inicial F(zg) = (gl(:no)|gg(:z:0)| Hgiigi“ (330)) tem uma

solucdo unica de classe C?. Seja F a solucdo obtida.

(ii) Step 2. Definimos agora o vetor g; := F;. (i.e., a linha i de F).
Tomamos a linha a da equagdo g F = I'gF, i.e. 0gga = 080np =
>0 T30Fo +bgaFs = X, U500 + bgags = X, Th ok (A). Pela
simetria da conexdo e de B temos Jggn = 0ng3. Pelo Lema de
Poincaré aplicado a cada componente de g, existe um mapa

p € C3(R?) tal que go = Dap.

(iii) Step 3. Pela relagdo (A) vale (xx), i.e., Oy(ga - g8) =

>0 ([90(90 - 98) + 195(90 - ga)s v, B,7, 0 € {1,2}, mas também,
tomando todas as 3 linhas de 9gF = I'gF, vale (xx %), i.e.,

O0v(9i - 95) = > (L0 (gm - 95) + T7%5(gm - gi) , 1,5, m € {1,2,3}.
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Teorema fundamental das superficies -9-

DEM. (cont.)

(iv) Step 4. Demonstramos agora que ang = go - 98 = OaP - O3D.
Para isto, tornamos a matriz A uma matriz 3 x 3 definindo uma 3a
linha e coluna a;3 = ag; = &;3 = (0/0[1)”. Logo pela existéncia de
uma conexao compativel com a métrica, temos

Ovaas = Y5 (0a0p + F%am) (%), a, B,v,0 € {1,2} e portanto
Oyaij =, (Liams + Tk gimi) (x x %), i, j,m € {1,2,3}. Com
efeito, verificamos que 0 = Jya;3 = Zm(l“zgamg + F%ami) =

= > (T 0m3 + Tam) = T3, + 37, Tram = byi—

> aimWimy = 0 pela simetria de A e W = A~!B. Tendo (% * %)
e (x % xx) aplicamos o corolario de Levi-Civita e concluimos que
aij = Ggi* gj, i-e. Ao = ga - gp = Oap - Opp € a;3 = gi - g3 = i3
(:=1sei=3, =0 sendo). Em particular deduzimos que g,

(o € {1,2}) € ortogonal a g3 = v. Portanto, g3 = & 222, com o
sinal ainda indefinido.
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Teorema fundamental das superficies -10-

DEM. (cont.) (v) Step 5. Determinamos o sinal e demonstramos
enfim que bog = Jupp - ﬁ e que p é uma imersdo. Com
efeito pelo step 4, temos

FTFr — <(g"‘ ‘gﬁ)aﬁ (1)> — <(ga8)0‘5 (1)> é necessariamente,
i ij

por hipdtese, uma matriz definida positiva pelo que det FTF > 0
e assim det F(z) = ++/det FT F(z) # 0,Vz € Q. Isto demonstra

ja que p é uma imersdo pois que (g - 93)as tem rank= 2. D’outro

lado, det F (o) = det <g1(mo)|gz(l‘o)|Hgiizin( )) =

0
(9(1) X gg) ) ||Z§§§§” = ”91 x QQH >0 edet F(z) #0,Vz € Q.
Sendo det F uma funccdo continua, necessariamente, det 7 > 0 e

g3(x) = + 055 ing( z),Vz € Q. Enfim, multiplicando escalarmente

(A) do step 2 por g3(x) obtemos byg(x) = dgdap(x) - g3(x), € 0
resultado segue pois que g, = Jap. QED.
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Curvatura normal e seccional

& Vimos que, por construcdo, em cada p € S,

kn(p) = —(W' gy + V' gy) - (WO +0'0yv) = —' -/, pois que

Gu + Ou = Oy(gy - V) — Ougu - v = —L, etc.

& Sendo L, M, N (bem como E, F,G) dadas para a superficie S,
a curvatura normal «,, da curva v em S depende apenas de 7/ (i.e.,
de u/,v': é a formila de Meusnier) no ponto onde for calculada.
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Curvatura normal e seccional
DEM. Seja n(8) C II a curva seccional passando por p = y(sg) =
n(Sp), com § abcissa curvilinea. A parametriza¢do de ~y é escolhida
tal que sp = Sp. Portanto n é uma curva com velocidade unitéria,
logo 1’ (s0) - "' (s0) = 0, e, sendo plana, 7" (sg) || ¥(sg). Logo
kin(s0) = —7'(s0) - v/(s0) = —1'(s0) - V(s0) = 1" (s0) - ¥(s0). Mas,
n(8) é uma curva plana e portanto 1 (so) = k(so)v(sg), onde K é
a curvatura de 7 em §y = sg, logo a tese. QED.

Uma curva regular numa superficie é assintdtica em P se tem
curvatura normal, i.e. acceleracdo normal, evanescente em P.

& A curvatura normal em P = p(u(sg),v(so)) depende apenas do
vetor velocidade em P. Consideremos entdo uma rotacdo do
mesmo en torno de v. No plano de parametrizagdo, seja entdo 6 o
angulo entre w, := (u/(s0),v'(s0)) e o eixo-u no plano uv. Seja
(o, B) € R2\ {0} tal que atand = 3.
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Curvaturas principais
& Seja por convengdo p = v(0) € S. Consideremos o vetor no
plano w'(0) = (o, B) C A, , 3 € R. O mesmo faz um angulo 6
com o eixo u, i.e., 5 = atanf.

DEM. Temos w’'(0) = p(cosf,sinf), p > 0. Sendo s abcissa
curvilinea I [wf)] = 1 = p?(E cos? § + 2F sin  cos § + G sin? 0).
Mas k,, = Ia[wp] = p?(L cos? @ + 2M sin @ cos @ + N sin? ). O
resultado segue explicitando p? e multiplicando por %. QED.

Sendo 0 — K, (#) continua no intervalo fechado [—7/2, 7/2]
atinge o seu maximo e o seu minimo. As curvaturas principais sao
definidas como o minimo e o maximo de («, 3) — kn(a, 5),
nomeadamente, ks := Kn(anr, Bar) € Em = Kn(Qm, Bm)-
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Definimos agora a curvatura media H e a curvatura de Gauss K
empeS:
2H ==k + Ky
{ K = kmkum

& Portanto k,, e ks sio solugio de k> — 2Hk + K =0, i.e.,

k=H++VH? - K.
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& O corolario do teorema de Weingarten pode-se ser reférmulado:
{Oyv, Oyv} sdo linearmente independentes sse K = det W = 0.
DEM. Calculemos os pontos criticos de (o, 8) — kp(a, 3). Para

A:=La?+2Maf+Np32
B:=FEa?+2Fap+Gp2% !

temos %mn =0= %mn e portanto A,/B — A/B?B, =0
= Ag/B — A/B?Bg, i.e., Ay — ky,Boa =0 = Ag — k,Bg
(multiplicando por B # 0). Portanto, a%(A —kpB)=0

= %(A — kpB). Ent3o temos que resolver

a(L—kKE)+ (M —kF)=0

{OJ(M—FLF)—FB(N—HG) =0
L—-—kE M—kKF
M —kF N — kG
casa), obtemos (). A expressio em termos de W := A~!B

G —F\ /L M
seguedeW—th(cofA)B—EG & <—F E) (M N>'

isto, escrevemos k,, = logo nos pontos criticos

A unica solu¢do ndo trivial

satisfaz det ( ) =0, i.e., resolvendo (fazer em
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Pela igualdade dos valores préprios de TV e W, temos invarianca
das curvaturas principais e portanto de K e H perante uma
mudanca arbitrdria de coordenadas. QED.

& No caso ortonormado temos F' = M = 0 e portanto

W = (L/E ) Verifica-se mediante a formdla

N/G

k=H+VH?—K que kp, = £ < ky = %

DEM. Sob uma isometria, p = Qp+ ¢ com () uma matriz ortogonal
(det @ = +1) e ¢ um vetor constante. Logo (gu, gv) € (Ouv, Opv)
transformam-se nos vetores (Qgy, Qgy) = (Gu, Gv) := (Oup, Oup) €
(Ou7,0y7), sendo que 7 := Qu verifica 7 - go = 0 e [lv][ = 1. Logo
E =gy gy = Qgu Qgv = QTQE =E, L=—gu- OV

= —Qgu- Qo =QTQL = L, etc. A tese segue de (xx). QED.
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& Sendo W simétrica em p € S, existe uma transformagdo
0 .
ortogonal do plano Q tal que QTWQ = A = <H6” . > Seja
M
(a|9)T = Q(ulv). A férmula de Weingarten re-escreve-se como
(0av|0sv)p = —(Kkmal Kmgs)p- Isto define as diregcSes principais:
e1(p) == ga(p) e e2(p) := ga(p)-
& Uma curva v € S tal que Vp € v, v, é paralelo & e1(p) ou ea(p)
é chamada linea de curvatura
& Se K £0, entdo e1 £ eg e e1 - e = 0, pelo que o referéncial é
ortonormado; logo neste referéncial, chamado referéncial das
curvaturas principais, F' = M = 0, e portanto k,, = % e Ky =
& Seja p € S. Calcule K(p) = det W(p). O ponto p é dito:

Q=

Elitico se K(p) >0,
Hiperbdlico se K(p) <0
Parabdlico se K(p)=0ely#0

Plano se Ib=0

Umbilical se K(p) > 0e Ky = Ky
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DEM. Sendo S compacta é um conjunto limitado, logo contido
numa bola de raio r. Tomemos o infimo de tais raios, infr =: R
logo a bola de raio R é tangente a S em p. Por construcdo os
raios de curvatura de S em p sdo menores que R, logo as
curvaturas principais sdo maiores do que 1/R > 0. QED.
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DEM. (ii) ja foi demonstrado e (i) segue de Ky, = kKpr = K
=H+VH? - K =H —+H? - K. (iii) Pelo teorema de
Weingarten com W = kI temos k0zp + Ozv =0 (W1) e

KkOsp + Oyv = 0 (W2). Derivando com v e @ e sendo que

Oz = Opav = 0 = Ogap = Ozap, vem Ozkgy = Oskgy, pelo que

K = cst, sendo gz L g5. Se k=0 entdo v = cst e p(u,v) L v,
logo .S é contida num plano. Suponhamos « # 0. Logo kE=1L=
—ga + Oav = —k||gall®> # 0. Analogamente, N = kG # 0. Entdo
E #0e G # 0. Multiplicando (W1) por gz e (W?2) por gz, logo
9a - Ou(kp+ v) = 9505 - (kp+ v) = 0. Logo Ja, B : 0y (kp +v) =
agy € 0y (kp + v) = Bga. Multiplicando por g; € g, e sendo K
constante, obtemos aG =kF — M = BE~. Mas, F=M=0e
E+#0eG#0. Portanto v = 8 = 0, pelo que p+ (1/k)v =

cst = ¢, i.e, ||p—c|| = || = cst,, i.e, p é esférico. QED.
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DEM. Pelo facto de K # H? sabemos que K, # ks S30

constantes. Supomos ky; # 0. Por Weingarten 0,v = —kp1g, €
OyV = —KmGy, logo diferenciando, 0,0,V = 0,0,V = —KpOpGu =
—kmOugy = —KkMOpOup = —KmOyOyupy. Sendo K, # Kkas obtemos

O0uOyp = 0 e entdo p(u,v) = a(u) + b(v). Sendo regular, vale
a'(u) #0 e b'(v) #0, podemos supor que a'(u) - a'(u) =1 e
b'(v) - b/ (v) = 1. Portanto a”(u) L a/(u). Sendo que 0 = F'

= gu - gv =d (u) -V (v),Yu,v (A), deduzimos que a”(u) L ' (v);
logo a”(u) é parallelo a v(u,v) = a/(u) x ¥/ (v). Sendo a
acceleracdo da curva u — a(u) parallela a v, é uma acceleragio
norma, logo por Frenet-Serret, ||a”(u)|| = kar ou = K.



Geometria diferencial AUlas teoricas

LGeometria extrinseca das superficie em R3

Mas também, [|0”(u)|| = Km ou = kps. Suponhamos [|a” (0)| =
ks > 0: isto significa que para u perto de 0, a’(0) é linearmente
independente de a'(u). Para tais u, por (A), V/(v) L a/(0) e

b'(v) L d'(u),Vo, ie Ja(v) e R: ¥ (v) =a(v)d(0)x d(u)Vv;
mas, b’ (v) = o/(v) a/(0) x a’(u) é ortogonal a b'(v) = a(v)a’(0)x
a'(u), logo temos o/ (v) =0, i.e., b’ (v) =0, ie, V'(v) =cst=ce
b(v) = cv. Entdo, p(u,v) = a(u) + cv, i.e. um cilindro em torno
de a/(u) L c. QED.

& Lembramo-nos da definic3o:
E:=gu-9u,G=gv gv, F'= gu- gu

& D’outro lado,

Ougu = T119u + 13190 + T3, Ougo = Tiogu + Tiag + Ty,
Ougu = Ougv € Dugo = Thogu + T3gu + Tiov

& Logo, 30.E = gy - Ougu = ET}; + FI'%,



Geometria diferencial Aulas teoricas

LGeometria intrinseca das superficies em R3

Expressao explicita dos simbolos de Christoffel
& Alem disto, FT}; + GT'3 = 0ugu - gv =
au(gu ) gv) — OuGv - Gu = au(gu : gv) — OvGu " Gu
= Ou(Gu - gv) — %81)(911 “Gu) = O F — %&)E- (D)
& Similarmente, 10,E = ET}; + FI'%, 30,G = FT}, + GI'3,,
10,E = ET}, + FI3,, £0,G = FI', + GT},, e enfim
ET}, 4+ FI'3, = 8,F — 50,G. Re-escreve-se matricialmente como:

rt. i, i E F\ /TY Ti, 1!
) ( 11 12 22>_ Logo < > ( 11 12 22> _
I} Tf, T3 F G)\I'}, 7, T3
o.E OyE 20,F — 0,G
l U (U (U U
2Q%F—&E 0,6 0,G >'”bwe
1

~ 2(EG - F?)

G -F oE oE 20,F —0,G (5% %)
-F F 20,F — 0,F 0,G oG '

r
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Teorema egregium de Gauss
& Podemos enunciar e provar o teorema "egregium” de Gauss:

& Remark: Ao contrdrio, a curvatura média ndo é uma quantidade
intrinseca, pois depende da imersdo em R3, i.e., depende do
campo das normais v. Por exemplo o cilindro e o plano sao
intrinsicamente iguais mas tém curvaturas médias diferentes.
DEM. Obtivemos as componentes I‘ZB, com a, 3,7 € {1,2}, em
termos de E, F' e G e suas derivadas tangenciais. Faltam
L:=T%,M:=T%,e N :=T3,.
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Demonstracao do teorema de Gauss

DEM. E suficiente mostrar que det Iy = LN — M? pode ser
exprimido apenas em termos de I/, F' e GG e suas derivadas
tangenciais. Calculemos Oyygu - gv = Oy(Ougu - gv) — Oubu - Ovgy =
Oy (OuF — %(%E) — Ouu - (nggu +I0p90 + F%v”) =

8y(0,F — 10,B) — L2 9, B — 19 (9,F — 0,E) — LN =

Dy (a F la E)— % (G(20,F — 8,G) — F9,G) —

D outro |ado 8wugu -gv = Ovugu 9o = 0u(Ougu 9v) = Ougu - Ougv =
E(0.G 2F0, B0, G+G(0y E

182G o (E(G }2) (EG*FQ() ) _ M?2 (oo).

Portanto efetuando (ee) — (e), logo vem

2
detly = LN — M? = %G 4 % + F(0aF, 04 F, 0,G),
(av € {u,v}). Portanto vé-se que det I, e entdo K depende apenas

de E, F e GG e suas derivadas tangenciais, a tese. QED.
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Demonstracao alternativa do teorema egregium
& Lembramo-nos das equagdes de Gauss, e re-escrevemos A = ()
como

dyI, — 9, +T0 I —TU T = LWy, — MWy,

uu— Vv VU Uv

com o lado esquerda dependente apenas de I, F, G e suas
derivadas, por (% * x).
& D’outro lado temos

W_1 G -F\/L M
" EG-F2\-F E M N)°

e portanto

(L(GM — FN) — M(GL — FM))
8UFZu_aquu+FZurgv_FguFZv = EG — F2
det B

T det A
logo K depende apenas de E, F, G e suas derivadas. QED.

~FK,
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& Remark: calculando K mediante esta formula no caso
ortonormado, i.e., F' = 0 obtemos (verificar em casa mediante
manipulagdo de ((ee)-(®)) na demonstra¢do do teorema de Gauss):

K — _ﬁ (8 (31’7)-1-8 (F)) Logo temos

—2FEGK = OwE + 0uuG + F(u,v)0,E + G(u,v)0,G (A), onde
F e G dependem de u,v atravéz de E,0,E, G, 0,G («a € {u,v}).

& Lembramos: .

2(EG — F?)
(G —F) ( 0B 0B 26vF—8uG) (x5 4).

r=

—-F F 20,F — 0,F 0,G oG

& J3 agora, mediante (x % ), re-escrevemos as equagdes de
Mainardi-Codazzi com os coeficientes das primeira e segunda
formas fundamentais : 9,L = LIy, — NI}, = 8”E(% +Xye

2 G
OuN = —LT'%, + NTY, = %€ (E+g>.
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& O lema seguinte servird na demonstracdo da rigidez da esféra:

DEM. No referéncial das curvaturas principais, k,, = L/E e
ky = G/N, logo segue de Mainardi-Codazzi que 0,L =

(Km + k) € OuN = (nm + k7). Introduzindo as mesmas nas
expressoes Oy, (Eky,) = 8 L e 0,(Nkyr) = 0,G, obtemos
Edukim = 2 (kys — ki), ie. 0B = 22—0,k;n €

Goyky = %(kzm — k), e, 0,G = kM_,ima kas. Derivando
mais uma vez, Oy, B = kMQfEkmﬁwkm + OpkmF (u,v) € Oy G =
—ﬁ@uukﬂ/f + 8ukMQ(u,v), onde F e G dependem de u,v
atravéz de F,0,F,G,0,G (a € {u,v}). Mas Oyk,, = 0 = O, kr,
e kyy = ki, ou O,E =0 = 9,,G, donde o resultado segue de (A):
—2EGK = 0wE + 04 G + F(u,v)0, E + G(u,v)0,G. QED.
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DEM. Sendo regular e compacta ja sabemos que .S admite um
ponto elitico, logo sendo K constante, temos K = k,, ks > 0, i.e.,
ky, € uma funccdo decrescente de kj;. Sendo compacta, k,,, um
mapa continuo e 95 = ), k,,, admite um minimo e kj; um maximo
em P € 5. Logo Oypkm(P) > 0 e Ouukarr(P) < 0; logo pelo lema
anterior, (kys — ki) EGK < 0. Mas EGK > 0 logo

knr(P) = kp(P). Para um ponto qualquer @ € S, temos

kay(P) > ka(Q) > ki (Q) > km(P) = ka(P), donde kp(Q) =
kn(Q),YQ € S, e todos os pontos sdo umbilicais. Pelo lema
anterior, S é ou uma esféra ou un plano, mas como K > 0, logo é
contido numa esféra. Agora, .S é topologicamente fechado por ser
compacto e por ser regular existe um homeomorfismo local VP € §
num aberto de R? logo S é topologicamente aberto. Sendo aberto,
fechado, conexo e contido nume esféra, logo é uma esféra. QED.
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DEM. A demonstracdo é idéntica a anterior, pois que H constante
implica que k,, € uma funccdo decrescente de kj;. QED.

DEM. Seja o homeomorfismo ¢ : .S — 3 uma isométria da esféra
S em X = ¢(S), logo ¥ tem a mesma curvatura que S, K = cst.
Sendo ¢ continuo e S conexo, compacto e sem bordo, ¥ é conexa,
compacta e sem bordo. A tese segue do teorema anterior. QED.
& O termo "rigidez” vem da mecénica, pois uma esféra feita num
material flexivél mas n3o elastico ndo pode ser deformada, pois
que sem elasticidade ndo ha nem extens3o nem contraccao das
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Equacdes cinématicas das curvas geodésicas
i ' Jwawg =0
& J4 vimos as equacdes das geodésicas { + ZO"B ﬁﬁ e
Zaﬁfaﬁwawlg =0

com w = (, ) que gostariamos de explicitar mediante a relagdo
- o (EOFY (Thu T To\ _
que obtivemos: I' = <F G> <qu o F&,) =
OuE O, E 20,F — 9,G
: (28uF —0,E 0,G  9,G > ().
Calculando, obtemos entdo
Fi+ Fo=— (8Eu + 0, Bt + 20, Fi? —8Gv)
{Fu+Gv: —= (28 Fu? — 0,Eu? + 0,Gud + 0,Go )
Eu—|—Fv: (Eu—i—Fv) OuEu? — 0y Bty — Oy Fiit) — 0, Fi?
{Fu + Gi = & (Fu+ Gv) — 0,Fi? — 0,Fud — 0,Gudy — 0,Gv?’
& Portanto as equacoes das geodésicas sao
4 (BEi+ F) = (a E0? 4 20, Fi0 + 0,G0?)
{ 4 (Fu+ Gv) = 3 (0,E4? + 20, Fud + 9,Gi?)”

Agora

(Fe k)
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DEM. Seja ¢ : A — S, (u,v) — ¢(u,v) = (p1(u,v), p2(u,v)). Por
convengdo, P = (y(ugp,vo), ¢(ug,v0),0) = (0,0,0) é a origem do
plano tangente 7,5 = {(x,y)}. Sendo p regular, ¢ é invertivél em
P, donde z = p3(u,v) = p3 o ¢~ L(x,y) = f(x,y). QED.

DEM. Vimos uma aplicagdo do plano tangente em P = (0,0,0)
em S, ie p:(z,y) € T, — (x,y, f(z,y)) € S. Por ser tangente,
f(0,0) = 0, f(0,0) = 0y f(0,0) = 0. Definimos e; := 9,p(0,0) =
(1,0,0), ez := 9yp(0,0) = (0,1,0). Portanto, V¥ € T,,S, 3¢, n €
R, t.q. ¥ = e1 +neq. Basta resolver o sistema (k%) com E =G
=1e F =0 e condi¢des iniciais (z,7)(0) = ({,n) e (z,y)(0) = 0.
Logo (t&,tn, f(t&,tn)) é a unica geodésica procurada. QED.
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Geodésicas como curvas otimais -1-
& Vamos mostrar que (%) rapresenta as equagdes de
Euler-Lagrange do problema variacional MINf: ds(t): minimisar o
comprimento de uma curva entre dois pontos fixados.

_
Seja A(z( f L(t,x(t),y(t))dt com z € R? e y(t) = i(t).

O minimo do funC|onaI A com respeito a todas as curvas
admissiveis com dados limites as duas extremidades fixadas

P =x(a) e Q@ = x(b) é obtido resolvendo as equagdes de
Euler-Lagrange associadas ao problema de minimizagao:

0= VoL(t,z(t),i(t)) — £V, L(t,z(t),2(t) (O).

Definimos o lagrangiano como elemento de comprimento

Ldt = = /Gapt®2P(t)dt. Queremos mostrar que é

equwalente procurar os minimos do funcional fa L2(t,x(t), #(t))dt.
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Geodésicas como curvas otimais -2-
& Com efeito, calculamos MIN fab L2dt. As equagoes
correspondentes de Euler-Lagrange sao
0= V,L2(t,2(t),2(t)) — 4V, ,L2(t, z(t), 2(1)), i.e.,
2LV,L — 4(2LV,L) =2L(V,L — 4v,L) — Ly, L. Portanto
coincidem com as equagdes correspondente a minimizag¢ao de
Ldt = ds se 4 = 0.
& Mas, é uma propriedade das solucdes de E.-L. chamada
igualdade de energia, de que (0) = L* — 3 479,7L* =
—L2:cst:>%:0.
& Logo, ¢ esta dltima propriedade que nos permite dizer que MIN
ff L2dt=MIN f;’ Ldt, uma vez que partilhem a mesma forma local
(0.
& Portanto calcular MIN fab ds(t) é equivalente a resolver (0J)
que a sua vez é equivalente a resolver 0 = 9,» L? — %ayw? com

L? = (s'(t))? = Yo 5 Japi®iP(t).
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Geodésicas como curvas otimais -3-
& Basta explicitar esta Ultima, e obtemos a equagdo
>0 f 297(019ap — 0agyp — Opgay)2%iP = i, i.e., pela relagio
de Levi-Civita (L.C.) 0 = &* + Y, 5 T% @i, i.e. obtemos as
equagdes das geodésicas (). Desta vez, as condi¢des limites sdo
de contorno, i.e., z(a) = P e z(b) = Q.
& Além disto, j& que 2 = 2L 4(t) = 0 temos v/ L "
& Temos entdo uma solug¢do unica s +— x(s) tal que x(a) = P e
z(b) = Q. A mesma tem velocidade 2'(a) em P. Agora vimos que
existia uma unica geodésica com z(a) e 2/(a) fixados, logo a unica
geodésica é s — x(s). Acabamos de provar o seguinte resultado:

Seja P,(Q € S. Entao existe uma unica curva em S que
minimiza a distancia entre P e (), com a distancia induzida
pela métrica. Esta curva é uma geodésica que passa por P e
Q. Logo satisfaz ' -+" =0e ||| = 1.
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Com as notacdes do Lema anterior, identificamos um ponto

Q@ € S, situado numa vizinhan¢a de p (que pode ser tomado como
igual a P, origem do plano tangente em p, cf. demostracdes
anteriores) com as coordenadas (r,6) onde r é a distancia
geodésica entre () e P. Lembramos que a mesma é definida como
a distadncia minima entre P e () em S e é obtida como solucio da
ODE (%). O angulo 6 é definido como o angulo entre e; e o vetor
tangente em P. Seja Q' := Q — (Q - vp)vp a projecdo de Q) no
plano tangente em p, e seja r — /(1) := ||P — Q'||. Temos
lim, o |r — 7/(r)| = 0. Sendo a superficie nesta vizinhanga é
localmente um gréfico, o ponto () escreve-se na
base {e1, ez, v} como Q = p(r,0) := ' cosfe; + R
r’ sin feg + f(r 0)v, onde f(r,0) = f(z,y) = A A
f(r' cos B, 1" sinf). Portanto o vetor tangente & | \":f,,;i
geodésica em P é g,.(r,0) := O,p(r,0) =
O’ cosBeq + Opr' sinfeg + O, f (r,6)v. O segundo vetor da base é
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Métrica geodésica
go(r,0) := 9gp(r,0) = —1r' sin ey + 1’ cos Oea+0p f (1, 0)v.
& Seja E =g, g, F =gr-g0. G =gpgo = h*(r,0). O

elemento de comprimento, i.e., a métrica associada é:
ds? = A(dr|d0)T - (dr|df) = Edr? + 2Fdrdd + h*(r,0)d6?.

DEM. Sendo 7 — p(r,0) uma geodésica, logo E = 1. Pela 2.2
equacio da geodésica (w” = w? = 0): WY + dap Fgﬁwawﬁ =0,
temos 6 + 7,72 + Y a 12,100 e § = 0 logo T3, = 0. D’outro lado

vimos que 8, E = 2(ET1, + FT%,) e portanto I'f; = 0. Tivemos
tambem 0, F — 1/20yFE = FI'}, + GT'}, =0, i.e. F = F(6) mas



Geometria diferencial AUlas teoricas

LCurvas e coordenadas geodésicas

tambem F' = 8rf89f. Por V£(0) =0, logo lim, o4 0, f =0 =
lim, 04+ Opf e portanto F' = lim,_ o+ 0, f0pf = 0. Portanto segue
imediatamente lim, o+ h(r,0) =0. Sendo E=1,F =0e G =1
as componentes da 1.2 forma na base {e1,e2} em P vimos que
det A=VEG — F? = det A|J|> = VEG — F2|J|? pelo que,
sendo E=1,F =0, h=detA =G = ]g((f,:g))]\/[?é— F2 =
VEG, logo a tese quando 7 — 07, j& que lim, o+ EG =1 (=
valor em P). QED.

& Portanto a métrica geodésica é: ds?> = dr? + h?df? e temos
lim,_,o+ ds? = dr? = dx? + dz3. Logo a métrica geodésica
exprimida em coordenadas Cartesianas em P (i.e, na origem do

1 O). Pela expressao

01
explicita dos simbolos de Christoffel obtemos I‘Z-(O) =0.

plano tangente em P) é Acat(0) := (
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Mapa exponencial e coordenadas geodésicas

& Enrtdo digamos que em coordenadas geodésicas a métrica (I
ou A) e a conexdo (i.e., a nogdo de gradiente) sdo localmente
Euclidiana.

& Fora da origem, conforme a expressdo explicita dos simbdlos de
ChristofFeI temos em coordenadas geodesicas: 0=1I7, =

—_ 19 T 0 _ Ooh
F'f"f” 09—_h8h F,r,g— ,eree—ﬁ

r
rd —

c?. Vimos a existéncia local de geodésica ~y, com velocidade inicial
um vetor arbitrario v do plano tangente a S em p. Mediante uma
mudancga de pardmetro e um escalamento de v podemos supor que
a mesma é definida no intervalo [0, 1]. Para além, sendo a
geodésica a curva que minimiza a distancia entre dois pontos,
podemos supor que existe uma vizinhanca U de p tal que todos os
pontos de U sdo atingido por uma geodésica partindo de p. Logo,
Vq € U temos v = 4(0) € T,U e obtemos as coordenadas polares
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geodésicas (r,0), onde r é a distancia geodésica entre p e um
ponto de U, e 6 o angulo definido mediante a férmula:

|7(0)|| cos@ = 4(0) - e1, onde {e1,e2}, é uma base ortonormada
do plano tangente em p.

O mapa exponencial é definido como:

exp,: ACT, - U CS:vr 7(1). Em particular exp,(0) = p.

O par (U, exp;l) é chamado carta local de coordenadas

geodésicas. O mapa inverso exp;1 :U CR™: g (r,0) define as
coordenadas geodésicas.
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Interpretacao da curvatura de Gauss -1-

Pela demostragdo do teorema "egregium” (cf. termos em azul),

2 Y \2
K = — 5% + [1acE(0,G)?A(BG — F?)? = — ) 1 G
= —aih, onde I/ = O,.h. Isto significa que em coordenadas

geodésicas a funcdo h traz toda a informacdo relativa a métrica.

Visto que K = 8ih, a métrica define unicamente a curvatura de
Gauss. Reciprocamente, resolvendo uma equacao diferencial
ordinaria a curvatura define tambem unicamente a métrica.
Especificamente, no caso de uma curvatura constante a solu¢do da

ODE (com as condi¢3es iniciais dadas pelo lema anterior) é :

K~12sin(vV/Kr) K >0
h(r,0) = r K=0.
(—~K)"Y2sinh(v=Kr) K <0
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Interpretacao da curvatura de Gauss -2-

A curva v, : 0 — p(p,0) é chamada circiilo geodesico (i.e., com o
raio fixado). Consideramos agora a curva r = cst = p situada entre
as duas geodésicas 6 = 01 e 0 = 0. A mesma tem comprimento

. .
= [ 1plldt = [2\/16)2Gdt = [[>16V/Gat = [, h(p,6)
d9, com lim,_,o+ h =0 e lim,_,o+ b/ = 1, e Oprh = —Kh, vé
figura, onde o afastamento das geodésicas é medido por L(p).
L L(p) L
n
Lip)
1
0 0
l ; A
(a) K<0 (b) K>0

Observamos que se K < 0, as geodésicas afastam-se sempre,
enquanto para K > 0 existem 2 casos, conforme o valor de K, um
com afastamento, outro com avizinhac3o.
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Interpretacdo da curvatura de Gauss -3-

DEM. Se K =0 entdo h =7 e G =12, logo ds? = dr? + r2d6>.
D’outro lado dx? = d(r cosf)? = (cos Odr — rsin 0df)? e dx3 =
d(rsinf)? = (sinOdr + cos 0d0)?, i.e., dz? + dr3 = ds®>. QED.

Duas superficies s3o localmente isométricas se tém a mesma
métrica em p, i.e., 1.2 forma fundamental, i.e. I;(u,v), :=
A(ulv)? - (u]v),, onde A = <1€ g
[ TpS1 — Ty(p)S2 € suave entdo Vu,v € 1,5 : L (u,v)p =

L (dpflu],dpflv]). O mapa f é dito uma isometria entre Sy e Sy
se além de ser localmente isometrico e uma bijeccao.

(p). Em particular se
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Interpretacdo da curvatura de Gauss -4-

& Quando K é constante, um corolario importante é o resultado
seguinte: sendo "dentro da” superficie (é o significado de ser
intrinseco) o conhecimento apenas de K n3o permite distinguir
superfices com formas diferentes mas mesma curvatura de Gauss,
como por exemplo o cono, o cilindro e o plano.

Acabamos de demonstrar o seguinte resultado:
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Interpretacdo da curvatura de Gauss -5-

DEM. Um mapa é uma imersdo injetiva suave de um aberto
ACR?em S C{z:|z|| = R} (a esféra terestre). O Teorema de
Gauss diz que ndo pode haver mapa cartografico isométrico, pois
que se for isométrico tem que ter a mesma a curvatura de Gauss
(= 1/R no globo e = 0 na carta plana).

& Vimos que o circtlo geodesico de raio r tem comprimento

L(r) = 0277 h(r,0)df. A sua vez, a superficie contetida neste

circtilo tem drea A(r) := [ L(r)dr.
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Interpretacdo da curvatura de Gauss -6-

DEM. Sendo que lim,_,5+ h = 0 a fracgdo

ko= lim,_ge 2 (270 tem limite indefinido. Aplicamos a regra
de I'Héspital duas vezes, i.e., k = lim,_,g+ = (w)

k =lim,_,+ %(M). Pela equac3o de Gauss

Orrh = —Kh, temos k = lim,_, o+ % 0% K@ = K(P), pelo

lema anterior. O calcilo é similar no caso da area. QED.

& Observac3do: no caso K < 0 expandendo h na ordem 3 temos

\/_ = h(r,0) =r— 2513 4 o(r?), peIo que o comprimento de um
"pequeno” circilo geodesmo é 2m(r — —K) +o(r®). A quantidade

"2K7r3/3" é a diferéncia entre o comprimento euclidiano e curvo.
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LTeoremas de Gauss-Bonnet

Teorema de Gauss-Bonnet: caso do triangulo geodésico -1-

& Seja uma geodésica v(s) = p(r(s),0(s)), com (
abcissa curvilinea s e cuja velocidade em ) = \ e

p(r, ) na vizinhanca geodésica de p faz um angulo |
¢ com a geodesica r +— p(r,6) em @, vé figura. | s =

DEM. Sendo 0,p e W@gp ortonormados, escrevemos

'y'(Q) = cos pd,p +322dgp. D'outro lado ' (s) = dsp(r(s), 0(s))
= Oppr'(s) + Ogpt'(s), pelo que 7/(s) = cosp e §'(s) = 2. A
1.2 equacdo da geodésica (cf. (x)) escreve-se em coordenadas
normais: 7" + I, ()2 + TTyr'0' + T5,(0)? = 0 = 1" — hd,h(0')?
= (cos ) — ho, h(smw) = —sing (90’ + &JLSinT“D). Temos 2
hipdteses: ou sin ¢ # 0, logo a tese, ou sin = 0 num intervalo
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LTe0|remas de Gauss-Bonnet

Teorema de Gauss-Bonnet: caso do triangulo geodésico -2-

aberto, logo ¢ =0 = €', logo a tese, ou enfim sinp(sp) =0 e
s, — 80 t.q. sin(s,) # 0, logo ¢'(s,) = 0'(5,)0-h(Q) € a
tese segue por continuidade de ', 6" e h. QED.

& Vamos demonstar a formila de Gauss-Bonnet num
tridngulo geodésico AABC. Podemos sempre supor
que 0 mesmo se encontra numa vizinhanga
geodésica centrada num dos seus cumes. Sendo A

a gente restringe-se a um sub-triangulo, vé imagem, onde vale
Gauss-Bonnet i.e., fAi KdS = LA; + £B; + £C; — 7. Logo

fazendo a soma, obtemos 3%, fAi KdS =
S (LA + 4Bi+ LC; — )+ 2n +3n = LA+ /B + /C — 7.
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LTeoremas de Gauss-Bonnet

Teorema de Gauss-Bonnet: caso do triangulo gedésico -3-
& Suponhamos ent3o estivermos centrados em A.
Logo B e C' tém coordenadas (rp,0) e (r¢, LA),
AB =5+ p(s,0), 0<s<l:=]|AB|, AC = s+ p(s, ZLA),
0<s<1l:=|AC| e BC =5+ p(r(s),0(s)) = vpc(s),
0<s<l:=|BC|.

DEM. Mostramos que 6'(s) # 0 e 6 é crescente em BC. Com
efeito, suponhamos que Jsg € [0,1] tal que &'(sp) = 0, logo a
geodésica s — p(s,0(sp)) partindo da origem A é tangente a BC
em R := (r(s0),0(s0)) € BC. Portanto temos duas geodésicas
tangentes em R, logo, pelo unicidade das geodésicas, sao
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LTeoremas de Gauss-Bonnet

Teorema de Gauss-Bonnet: caso do tridngulo geodésico -4-
coincidentes e A € BC, uma contradigdo. Portanto 6'(s) #0 e
como #(0) =0e O(l) = LA, s+ 0(s) é estritamente crescente.
Portanto podemos invertir o mapa e temos 6 — s(6) e entdo o
tridngulo AABC = {(r,0) : 0 <0 <r(f),0 <6 < LA}. Ora por
K = —2%h & 45 = 0,pdr x dgpdd = V/Gdrdd = h(r,0)drdd
temos, para 7, — 07 quando n — oo,
Jaape KdS = —limp o0 [ [7 0,0 h(r, 0)drdg =
iMoo fi 7 (B (rny ) — B (7(6), 6)) d6 =
’ dp
limg oo Ji 7 (1457 ) a0 = Ji7 (1 + gj) d6 =
ds
dp
it (1 + ge‘jﬁfw> o = [ (1 + fl—%g) g = /A
ds
Olhando pela figura, ZB =7 — ¢(0) e,
por definigdo, ZC' = ¢(ZLA). Logo
Janpc KdS = ZA+/C+ /B — . QED.
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LTeoremas de Gauss-Bonnet

Teorema de Gauss-Bonnet: caso de uma curva geral -1-
& Um aberto A C R? 4 simplesmente conexo se é estrelado com
respeito a todos os seus pontos. Equivalentemente, se uma
qualquer curva fechada em A pode ser encolhida a um ponto.

& Lembramos a férmula de Green:
/(fdl‘l + gdzy) = / (ﬁ - ﬁ)doclda@,
~

int(7) 8931 8.%'2

sempre que a regido int(y) C R? é simplesmente conexa.
& Lembramos também o teorema das tangentes girantes:
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Teorema de Gauss-Bonnet: caso de uma curva geral -2-
& Enfim, lembramos os resultados obtidos nos exercios 12 e 21 da
3.2 série: Seja {e1,ea} uma base movél ortonormada e suave de

T,S. Seja s — ~y(s) uma curva em S e 6 o angulo entre 7/(s) e e;.
Entdo e - ¢4 = 0" — kg e Oyeq - Oyea — Oyen - Oyer = Ky/det ;.

DEM. Por Hopf generalizado, temos
N N

2m =300 = Y W) ) =3 [ o) =

=1 =1 =1
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Teorema de Gauss-Bonnet: caso de uma curva geral -3-

DEM. (cont.) pelo Ex. 21 (Ana Costa),
N

Sit1
= Zz 1fsz+1 (Kg(s) +e1-e5(s)) ds = Z/ Kg(s)ds+

i=1
I
/ e1 - eh(s)ds. Agora, fol ey - ehds = fé e1 - (Oueat + Opeav’) ds =
0

v €1 Oyeadu + €1 - Oyeadv, onde v = p(7y). Por Green, temos

fol e1 - eh(s)ds = fint«,u (Ou(e1 - Opea) — Oy(eq - Oyea)) dudv =
fintw (Oyer - Opea — Oyeq - Oyez) dudv, e, pelo Ex. 12 (Jodo Silva),

!
/ e1 - ey(s)ds = / K+/det Ty dudv = KdS. Portanto,
0 intyy

inty

o — 2/ kgdL + [ KdS. Mas 6; é um angulo
inty
exterlor peIo que AA =7 — #;, logo a tese. QED.
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LTeoremas de Gauss-Bonnet

Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -1-

& Seja S uma superficie de R* e D C S um compacto. Em cada
ponto de D consideremos um disco geodésico. Sendo D compa-
cto, existe um ndmero finito de discos geodésicos que cobrem D.
Em cada disco, costroimos uma triangulagdo (com tridngulos ndo
necessariamente geodésicos). Para além, em cada disco geodésico
existe uma base ortogonal do plano tangente, e portanto aplica-se
0 teorema anterior para os poligonos curvilineas. E um resultado
de topdlogia algebrica mostrar que existe uma triangulacdo de D,
i.e., todo D é coberto por triangulos curvilineas, onde cada dois
tridngulos sdo disjunctos ou interesecam em uma aresta ou em um
vértices. Para além, uma aresta pertence a maximo dois tridangulos.
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LTeoremas de Gauss-Bonnet

Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -2-

& Se 9D for suave ent3o divide-se 9D em um nimero finito de
arcos tal que cada pertence a um sé disco geodésico; a seguir,
constroi-se a tridngulagdo de D em cada disco geodésico interior
partindos destes arcos como arestas e cobrindo entdo tudo D com
as interseccdes pretendidas.

A caracteristica de Euler de uma tridngulacdo 7(S) de uma
superficie compacta S é o nimero

x(S)=V-A+T,

V= ndmero de vertices de T(S5)
A = ndmero de arestas de 7 (.5)
T = ndmero de tridngulos de T(S)
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -3-

DEM. Seja uma triangulagdo 7 (D) de D. Em cada tridangulo A;

temos / KdS + kgdL = (LA; + 4B; + £C;) — .
A OA;
Somemos em todos os T tridngulos de T (D).

Step 1. J34 que n3o ha intersec¢des no interior dos tridngulos,

T
obtemos / KdS = Z/ KdS. Ja que cada aresta 0A; no
D — A

interior de D é sempre partilhada por 2 tridngulos e entdo percorida
uma vez em cada sentido (vé figura), com x4, dependente
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -4-
DEM. (cont.) da orientag¢do da curva. temos

T
kodl = / kodL. %\/
/8D ! ; 0A; ! @

Step 2. Falta somar no membro a direita. Se o vértice P for no
interior de D entdo a soma dos angulos dos tridngulos que
partilhem P faz 27 (vé figura a esquerda). Se, ao contrdrio

P € 0D, como é suave, existe uma tangente em cada vértice é
portanto a soma dos angulos nesses vértices é exatamente w. Seja
n1 o0 nimero de vértices interiores, € ny o nimero de vértices na

T
fronteira, logo A = I + 5. Ent3o temos Z(AAi + 4B+ Z£C;) =
i=1
27ny + 7y, logo a direita temos (27 (ny + ng) — wng)—
(37w — 2T'm). Seja I o nimero de arestas interiores, e ls 0
nimero de arestas na fronteira. Temos 37T = 2l; + l5. D’'outro
lado vale ny = ly. Logo vém 27(V — A+ T'). QED.
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -5-

DEM. Toma D = S. Sendo fechada temos 0S = (). Sendo
limitada temos S compacta. O membro a esquerda fS KdS é
independente da triangulacido pelo que o membro a direita, i.e.
X(S) também é independente da triangulagcdo. QED.

DEM. Deformando a esféra, deformamos os triangulos da
tridngulacdo mas sem mudar y =V — A+ T, logo a tese. QED.
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -6-

Seja S1 e Sy duas superficies compactas e conexas. Seja D um
disco bidimensional. Constroiomos uma nova superficie S1o
chamada soma conexa de S7 e So da seguinte maneira:

» Retiremos um disco aberto D nas duas superficies

» Escolhemos um difeomorfismo ¢ da fronteira de S; \ D a
fronteira de Sy \ D

» Consideremos a superficie obtida como espaco quociente de
S1\ DUSy\ D sob a relagdo de equivaléncia = ~ ().
Esta operacdo é chamada colagem suave de S; com S3. Uma
colagem simples é obtida retirando um poligono ou um tridngulo
em vez de um disco, vé figura.
Neste caso (¢ é apenas um
homeomorfismo. -
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -7-
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L Teoremas de Gauss-Bonnet

Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -8-

Observacdes:

> a soma conexa é comutativa e associativa (ndo depende da
ordem ou de como, ou onde, se "cola")

P> a soma conexa nao altera a orientabilidade, excepto no
seguinte caso: se somar um plano projectivo a uma superficie
orientdvel, fica automaticamente n3o orientével

> na pratica o género é o numero de "al¢as” (handle)

Sphere X =2 Sphere with one handle X=0  Sphere with two handles X=-2

2-Torus
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -9-

Uma triangulacdo admissivel do toro é dada na figura: temos as
duas faces opostas de um quadrado postas a coincidir, portanto sé
se contam as arestas interiores mais as de um dos lados oposto sé
(i.e., A=33—3—3=27); além disto, s6 se contam os vertices
interiores e os de um dos lados opostos sé, enquanto os 4 vértices
extremais s6 contam como um (i.e.,, V=4+2+2+1=09),
finalmente, contam todos os tridngulos (i.e.,, T =9 x 2 = 18).
Logo x(Th) =V — A+ T = 0. Em particular, como consequéncia
do teorema anterior sai le KdS = 0 (vé Exercicio 12 da série 4).

>
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -10-

DEM. Demonstremos isto por indu¢do. O resultado vale para a
esféra g = 0 ja que temos y = 2. Com efeito, aplicando Gauss-
Bonnet global a esféra temos 27wy = fS KdS = 4nr?/r? = 47. O
resultado vale para o toro T} ja que vimos de um lado x = 0 e do
outro 2(¢9 — 1) = 2(1 — 1) = 0. Suponhamos que vale para uma
superficie compacta e conexa qualquer T;, com g > 1. Efetuemos
entdo uma colagem simples retirando um n-gono (pensar num
tridngulo). Logo os nimeros de Euler do conjunto i1 sdo

Agp1 = Ag+A1—n
Vor1 = Vy,+Vi—n. Portanto, xg+1 = Agr1 — Vyr1 + Tyt1
Tg+1 - Tg + Tl — 2.

=Xg+X0—2=2-29g+0-2=2-2(g+1). QED.
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Derivacao covariante e transporto paralelo -1-

Um campo vetorial é uma aplicagcdo de U C S, U aberto, no plano
tangente 7},S que a cada p € S faz coresponder w(p) € T),S. Logo
sendo S = p(u,v) temos w = a(u,v)g, + b(u,v)g,. O campo

p — w(p) é diferencidvel em P = p(0,0) € T,,S se a e b sdo
diferencidveis em P. E diferencidvel em U se é diferencidvel em
todos os p € U i.e. em todas as origens dos planos 7},S, Vp € S.

Seja y € T),S i.e. existe uma curva t — «(t) t.q. y = &(0). Seja a
derivada direcional %—1;(0) = %w o a(t)|t=0 em p na dire¢do y. A
projeccdo Dyw(p) de ‘fi—zf(O) no plano tangente 7,,S é chamada
derivada covariante do campo vetorial w em p na direccdo y. E
uma forma linear e continua em y: pelo teorema de Riesz pode ser
escrita com um produto interno Dyw(p) = (y - Vr)w. O operador
Vrw é chamado derivada covariante de w associado a conexao I'.
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Derivacao covariante e transporto paralelo -2-

Sendo que a(t) = p(u(t),v(t)) temos w(t) = a (u(t),v(t)) gut+
b(u(t),v(t)) gp = wy(t)gu + wy(t)gy. Temos &(0) = 4(0)gy,+
0(0)g, e escrevemos y” = (u,v),7 € {1,2}. Projetando

L2(0) = wu(t)gut Wy (t) g+ a(Dugui(t) + dygud(t))+

b(0ugutu(t) + 0pgy0(t)) em T, S obtemos a projec¢do ortogonal que

define a derivada covariante: Dyw(p) := 22(0) — (%2(0) - v) v.
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Derivacao covariante e transporto paralelo -3-

Assim, com a notagdo z” := (u,v) e w® := (a,b), tiramos que
Dyw(p) = wu(t)gu+ wv(t)gv + Z w? (FB u -+ F’B ) 98-
%ﬁ 1
2
ST T B B8 T
Como ™ = y", logo w —T 1 (%Tm —Zﬁw
2
Portanto Dyw(p) Z d-w’ + Zuﬂf y"(0)gs (M) =
7,0=1

2 2
> (- Vo) gs = 3 ((VHw?) v (0)gs logo
p=1 ,ﬁ 1
derivada covariante de w: wT = erﬁ = 0,wP + Zuﬂfﬂ
( ) y=1
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Derivacao covariante e transporto paralelo -4-

& Observamos que (<) jd ndo depende da curva 7.
& Seja g% € R3 o dual de g5 € R?, i.e., g% - g5 = dup-

DEM. d,w - ¢° = 9, (Z?/:1 Uﬂgw) 97 = Ziq OrwY 0,5+ Ziq
w079y = o-wP + Zizl w0y gy = O-wl+ Z?’:l 23:1 w’Yl“Qﬂ_
g 9% = 0w+ S0 S0 w08 = 0w + 30w T
QED.

Um campo vetorial w diferencidvel é transportado paralelmente ao
longo da curva v se D;yw(p) =0,Vp € S. Observemos que no
caso Euclidiano isto significa I' = 0 e Ds,w(p) = 0 = 0,w”, ie.,
o vetor tem componentes constantes ao longo da curva.
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Derivacao covariante e transporto paralelo -5-

DEM. Sendo que % = g, + gy, apliquemos (&) com w” =
(u,0) = y? = 4P, Logo, todas as componente s3o nulas, i.e.,
2,0+ 2wt — o 4+ X, Thurut =0,
reconhecidas como as equagdes (%) que definem uma geodésica.

QED.
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Derivacao covariante e transporto paralelo -6-
DEM. A dltima afirmacao segue logo da definicdo de ser parallelos
ao longo de ~y. Portanto vale wy - wo = 0 = wy - wo,Vt € I. Mas
isto significa exatamente que w; - wy é constante ao longo da
curva (% (w1 - wg) = 0), logo a tese. QED.

Seja s+ y(s) uma curva parametrizada pela abcissa curvilinea e
s+ w(s) um campo vetorial unitdrio. Logo w'(s) é ortogonal a
w(s), i.e. tem uma componente ao longo de v e outra ao longo de
v x w. D'outro lado a sua derivada covariante D.,w ao longo de
é por definicdo ortogonal a v, o vetor normal a S. Portanto

D.yw = Av x w(t)) e A é chamado o valor algebrico da derivada
covariante.

No caso de w =+’ temos D,y = k4(v X w(t)), onde Ky é
chamado curvatura geodésica. Logo se v é geodésica, vem 14 = 0.
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Derivacao covariante e transporto paralelo -7-
& Recordemos que se « é geodésica, logo em abcissa curvilinea,
kn = |7 -v||=r=1~"|, i.e. n=v. Logo, numa esféra os
grande circulos sdo geodésicas pois que tém normal principal a
apontar pela origem quando v tambem aponta pela origem.
& Transportar paralelmente um campo vetorial w ao longo de uma
curva « significa entdo que n3o ha variacdo de w ao longo da
curva nas direcgles tangentes a S, logo o angulo que w faz com +
é constante. Observemos na figura trés curvas com intersec¢Ges
A, B e C onde o angulo é conservado. Mas, pelo facto de
existerem angulos ZA em A, ZB em Be ZC em C , o vetor w
gira duas vezes e acabe
sua volta ABC com uma
rotacdo com respeito ao
seu declive de partida.
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Espacos topoldgicos

Um espago topologico E é o par {E, 7} onde a "topologia” T
consiste em os sub-conjuntos abertos do conjunto E.

Um espaco topologico é de Hausdorff se dois qualqueis pontos
disjuntos sdo contidos em dois abertos disjuntos.

Um espaco topologico é conexo se ndo é uma unido de dois
abertos nao vazios e disjuntos. Um sub-conjunto conexo é um
espaco conexo para a topogia dos sub-espacos.

Um espaco topologico é normal se dois qualqueis fechados
disjuntos s3o contidos em dois abertos disjuntos.
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Espacos topoldgicos - homeomorfismos

Uma aplicagdo f : E — F é continua entre os espacos topoldgicos
EeFseVAabertode F, f71(A):={zx € E: f(x) € A} é um
aberto de F.

& Quando F =R ou C f é chamado func3o.

Um mapa continuo é um homeomorphismo se (i) é uma bijec¢do,
(i) o mapa inverso f~!: F — E é continuo.
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Espacos topoldgicos - coberturas

Seja (E,7) um espaco topologico. O conjunto o C 7 é uma
cobertura aberta de E se E C U V. A mesma é localmente

Veo
finita se Va € E existe um nimero contdvel de V' € ¢ tal que

U, NV # 1, com U, uma vizinhanca aberta de z.

O conjunto & é um refinamente de o se (i) & é uma cobertura
aberta de E, (ii) VV € G existe V € o tal que V C V.

Um espaco topologico F é paracompacto se uma qualquer
cobertura aberta de £ admite um refinamente localmente finito.
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Variedades topoldgicas
Uma particdo da unidade subordenada a uma cobertura aberta o é
(i) um refinamente localmente finito & C o, (ii) uma familia de
funcgdes continuas f, : Vo, — [0, 1] tal que suppf, C V, e
Vz € F, Za fa(z) = 1. (Suppfa = {:U €Va: falz) # 0})
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Um espago topologico (E, ) é localmente Euclidiano se Vx € E
existe n € N, uma vizinhanca aberta U, de =
e um homeomorphismo ¢ : U, — R". ﬂv—

[ "’/w‘\y

O ey

O par (U, ¢)z := (Uy, ¢) é chamado carta local em z € E.

Um atlas de E é a familia de cartas locais (U, o )acr tal que
E =Uaes Ua. O mapa de transicdo é o homeomorfismo ¢ o &1

Sejam (U, ¢) e (V,4) duas cartas locais tais que UNV = (. O
mapa de transic3o é o homeomorfismo 1 o ¢~ 1 : R* — R™.
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& Exemplo de um e.t.l.e. mas n3o Haudorff: a linha com duas
origens (pois que as origens ndo tem vizinhangas abertas
disjuntas). e

Uma variedade topologica é um espaco topologico (i) localmente
Euclidiano, (ii) Hausdorff, (iii) paracompacto

Uma variedade topologica M tem dimensdo m se Vo € M, o
homeomorphismo local tem valores no espaco euclidiano R™. Em
particular, uma variedade topoldgica conexa tem dimens3o m fixa.
A variedade tem regularidade C* se o mapa de transicdo tem
regularidade C*.

Um espaco topologico (E, 7) é metrizivel se existe uma métrica
d: E x E — [0,00) tal que a topoldgia induzida por d é 7.
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Variedades diferenciais
& Gostariamos de ter variedades topolégicas que sejam tambem
metrizaveis.
& Por ser localmente Euclidiana, uma variedade topolégica é
necessariamente localmente metrizavel e localmente compacta.
Para ser globalmente metrizavel, precisamos das seguintes
propriedades: tem que ser completamente separavél (teorema de
Urysohn), ou paracompacto (teorema de Smirnov), tem que ser
normal (para aplicar o Lema de Urysohn: separacdo de dois
fechados com uma fungcdo continua). Enfim tem que ser
Hausdorff (para que existe um aberto U tal que z € U e y € U se
x # y, e assim demonstar que = # y implica que d(x,y) > 0).

Uma variedade diferenciavél é uma variedade topologica com
mapas de transicao diferenciaveis. Uma variedade suave tem
mapas de transi¢dgo C*°(R", R").
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Exemplos

» O espaco Euclidiano R™ e todos os abertos U de R" s3o
variedades diferenciaveis de dimensdo n (toma a carta (U, 1d))

> A esféra unitéria S"i={x € R": ||z| =1} é uma v.d. de
dimens3o n (para n =1 é o circilo com 4 cartas, vé em cima)

OV

» O bordo do semi-disco (2.2 na figura) é uma variedade
topologica por ser um homeomorphlsmo do circtlo

» O "cusp” (3.2 na figura, i.e. y(t) = (¢3,t?)) é uma v.t.: sendo
um sub-espaco de R? (i) é Hausdorff, (ii) sendo fechado de
R?, é paracompacto, j4 que R? admite essas propriedades.
Tem carta ¢(z,y) — x'/3. N3o é diferencidvel (na origem). E
um exemplo de mapa injectivo n3o regular (4 = 0 em 0).
Portanto n3o é uma imers3o.
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Contra-exemplos

» A cruz é Hausdorff e paracompacto mas n3o é localmente
Euclidiano, em nenhum espaco Euclidiano.
DEM. Supomos que existe um homeomorfismo de +
B(0,¢) CR™ — @ paraum n € N, e um € > 0, onde a
origem de R™ mapa no cruzamento m. Portanto a restricdo

do homeomorphismo: B(0,¢) \ {0} — @ \ {m} é também um

homeomorfismo. Mas, B(0,¢) \ {0} tem pelo mais 2
componentes conexas (conforme n > 1 ou n = 1), enquanto

@ \ {m} tem sempre 4, logo ndo pode ser um

homeomorfismo. QED.
» Alias, a cruz nem sequer é uma curva regular.
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Contra-exemplos (continu¢do)

» Embora seja o grafico de uma fun¢do suave (ao contrario da
cruz), a figura do 8 (i.e., B : (—m, +m) — (sin2t,sint))
também n3o é localmente Euclidiana , quer seja definida no
aberto (—m, +) (logo sendo uma imersio injetiva), quer seja
definida no intervalo fechado [—, 7] (logo sendo uma imerséo
ndo injetiva). A demonstra¢do é igual ao caso da cruz.

=T (/-"

» O sub-conjunto (¢, B¢(t)) com

/\__/’J

N

Be: (—m+e€,+m —€) — (sin2¢,sint),e > 0 é uma variedade

diferencidvel.
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A funcdo f: M — R"™ é diferenciavel se para qualquer carta local
(U, $) a fungdo fo o' :¢p(U) C R™ — R™ é diferenciavél.

Tome f: M — R" diferenciavel e uma curva v: I — M t.q.
7(0) = p. Temos #(0)f := d(fov li=0. O operador diferencial
4(0) = f +— 4(0)f é chamado vetor tangente a curva y em O e
pertence a um espago vetorial 7),S (embora ndo Euclidiano como
nas superficie de R™).

Se escolher uma parametrizagdo (i.e. o inverso de uma carta local)
P:=¢pt:A:=¢"(U) - Mempec M, e notemos ¢ o(t) =
(21(t), -+ 2m (1)), vem §(0)f := = WD, o = 577,
mg_;:m ;(0) =370, <3‘ci(0)6x ) fo®. Logo, a base de T},S é

Ep = 1{gi(p) := (Bizi)i”} com E)ixi o vetor tangente a linha de
coordenada x; — ®(0,---,0,2;,0,---,0). O vetor tangente neste
sistema de coordenadas em p escreve-se como
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uma soma de componentes numa base, i.e., 7/(0) = >, 7/(0 )8552
Entdo, localmente o vetor tangente depende da paramatrizacdo
(atravez de x;), enquanto globalmente, o vetor tangente, i.e., o
operador diferencial, i.e., a estrutura linear, n3o.

O diferencial dfy, : T, M™ — R™ é definido mediante a velocidade
da curvas em p: df,[5(0)] := 4(0)f = (@(0)%) 7.

O plano tangente T),M é o conjunto dos vetores tangentes em p.
A dimens3o do plano tangente é a dimensdo n da base =,,.

O mapa F : M™ — N™ é diferencidvel em p € M™ se existem
(U, ¢)p de M™ e (V,9) p(,y de N tal que A := ¢ (F~H(V)NU)
é aberto, f:=v o F eafuncgio fogp ' : ACR™ — (V) CR"
é diferencidvel em ¢(p). O diferencial dF}, : T, M™ — T, N é
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definido mediante as velocidades das curvas em p, i.e.,

dF,[5(0)] := 4(0) f = 4(0)y o F. Com efeito, verifica-se que
W0)S € Tru: 4(0)f = ((0)% ) vo Fog™ = 4
(YoFo(ptog) O’y)|t:0, pois que (1, ,ZTm) = ¢ 0. Logo,
com 7#" 1= F o, temos dF,[§(0)] = & (o Fo Y=o = Y(0) =
Y (0)¢ € Tr ()N, onde definimos (y1,- -+, yn) 1= 0 y*F',

No caso ¢ = ¢ =1Id, Rk, F = Rk oF ~ (x). No caso geral, o

J
Bxl

j
rank de F em p é definido como Rk, F = Rkt o F o ¢!,

Amersio
Seja F': M™ — N™ (m < n) diferencidvel. O mapa F é uma
imers3o de M em N se dF é injetiva (i.e. Vp: dF (p)[lu —v] =0
=u=wuv,ie F'(p)#0sem=1erankDF(p) =m sem > 1).
& Ex. 1: O mapa : R — R%: 2+ (cos 27w, sin 27x) ndo é injetiva
(f(x) = f(z+ 1)) mas é imersa (Df(z)[u] =0 <= u=0).
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A imersdo F': M — N é um mergulhose F': M — F(M) C N é
um homeomorphismo. Logo, F'(M) é uma sub-variedade de .

>

& Ex. 2: Toma o duplo céno f: R? — R3: (r,0) —
(rcos@,rsin®,r). Ndo é um mergulho por falta de injectividade
(precisamente nos pontos (0,f: M— R™ diferencidvel e uma curva
v:I— Mtq. v(0) =p. Temos §(0)f d(f’y|_

operador diferencial 4(0) : f — (0 )f é chamado vetor
tangente a curva 7 em 0 e pertence a um espacgo vetorial 7,5
(embora n3o Euclidiano como nas superficie de R™).

Se escolher uma parametrizagdo (i.e. o inverso de uma carta local)
P:=¢1:A:=¢"YU) > Mempe M, e notemos ¢ o(t) =
(@1(8),-+  2(1)), vem §(0)f = = LG, o — 371
f)(g_;f’) ;(0) =327, <xz(0)%> fo®. Logo, a base de T),S é
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leersées e mergulhos euclidianos

DEM. de (ii). Sabemos que F': M — F'(M) é surjetiva e injetiva,
logo invertivel. Demonstremos que F~! é continua. Seja A um
fechado de M compacto, logo A é compacto. Por continuidade,
F(A) é compacto, logo (F~1)71(A) = F(A) é fechado (sendo N/
Hausdorff), i.e. a definicdo da continuidade. QED.

& Ex. 4: a figura 8, f(x) := (x, 5(z)) definida no fechado [—, 7]
é uma imers3o n3o injetiva; no aberto I := (—m, ) é injetiva mas
ndo é um mergulho, sendo f(I) compacto com I aberto.
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& Logo, é localmente um difeomorfismo.

DEM. Sendo que F': M — F'(M) e uma imers3o surjectiva, falta
demonstar que é localmente injetiva em p. Seja uma carta local
{U,¢} emp, (V,9)) em F(p),e f:=vpoFo¢ !:U V. Seja

x9 € A:= ¢~ 1(U). Pela injetividade de D f, temos ¢ := insfl
veE
|Df(x0)[v]| > 0. D'outro lado, o diferencial é continuo e portanto

existe A’ C A aberto tal que zg € A’ eVz € A :

|Df(2) = Df(xo)| < §. Tome x,y € A’; logo pelo teorema da

média 3z € [z;y] : [f(z) — f(y) — Df(zo)[z —yl| =

|Df(2)[z—y]=Df(zo)[z—y]| < |z—y| sup. IDf(2)—=Df(xo)ll <
zE€[x3y

|z — y|c/2. Pela desigualdade do tridngulo inversa: i.e.

=] < a= |ul > [o] - a temos | f(x)~ f(y))| >
IDf (o)l = ]| — 2 = yl§ = (ID@@o)[E=4) — §) |2 —

> (int, IDseo)ell ~ § ) o = vl = 5l 5. QED
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O teorema do rank constante

& Neste caso, S := F'(M) é dita uma sub-variedade de dimensio
k de N pois que SNV =~ (aq,---24,0,---,0). Em outras
palavras, é localmente uma inclusdo, com a inclusdo S C NV
localmente isomorfa 3 inclusdo dos espacos vetorias R¥ ¢ R™.
DEM. E equivalente provar a tese para F'~Ygo Fo®dy: W —
W', com W C R™, W' C R™ abertos, p € W (com g, ®¢ difeo-
morfismos qualqueis). Podemos também supor p =0 e F(p) =
F(0) =0, e também que (%)19-,]-9C é a sub-matriz k x k de
DF(0) de rank k. Definimos entdo x := (x1,- -+ ,om), e ¢: W —
R™: (1, y2m) i= (FY(x), -, FF(x), a1 a™) = 7.
Entdo z = ¢! (Z) se existir o inverso.
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(an;)k - N
Logo D¢(0) = ( ‘0«7 /1<ij<k é invertivel e pelo teorema
0 diagl
do mapa inverso, existe 1 : W C W — U C U. Portanto, temos
Fo gb_l(‘%) - (Fl(x)a e 7Fk($)aFk+1(x)’ T Fn(m)) -

(&', &k FFY(E), .-, F™(%)) com F!' = Flo ¢~ Logo
D(F 0 ¢~1)(0) = DF(¢~1(0)) o d¢™'(0)

diagl 0
= & Y . O mapa ¢ é um
* (Ga7 k+1<i<n k+1F<j<m

difeomorfismo, logo k(F o ¢~ !) = rkF = k, e daf (aﬁi) —0eF

ozl
depende apenas de (z',--- ). Definimos entdo T(z',--- ,2")
= (&Y, &R gR L 4 PR, F”(i)) que verifica

dligl diz?gl)' Logo 1 := T~ ! existe
numa vizinhanca de 0 e verifica no F o ¢~ (z) = T~(z!, - --
i‘k’pk—i_l(i)?'” 7Fn(56)) - (‘%17"' 75&k’0)"' 70) - ¢(‘/E17"'
28 0.---.0). A tese segue com 1) := ¢ on. QED.

T(0) = 0 e DT(0) = <

I

)
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LImersExes e mergulhos euclidianos

A questao da existéncia de mergulhos Euclidianos

& A questdo principal é determinar se uma variedade de dimens3o
m (i) é homeomorfa globalmente a um conjunto m- dimensional
de um espaco euclidiano, e tal que (ii) em cada ponto deste
conjunto existe um plano tangente (i.e., um "interior”, e um
"exterior" ). Desta forma conseguimos passar de uma
geometria intrinseca a uma geometria extrinseca. A 1.2
condicdo requer encontrar uma funcgo f: M — f(M) C RV
injetiva e continua tal que f~! seja continua. A 2.2 condic3o a sua
vez requer que f seja uma imersdo. Assim, procuramos mergulhos
f: M — RN com N mais préximo quanto possivel de m.

& Quando existir tal f, pelo teorema do rank constante, obtem-se
que S := f(M) é uma sub-variedade de R"Y de dimens3o k.

& Ex. 5: A funcgdo f: [, 7] = R: 0+ f(0) = 62 é periodica
(f(=m) = f(m)), diferencidvel, com df = 6 injetivo. De certeza,
nao é um mergulho por falta de injetividade.
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& N3o existe um mergulho f : S' — R pois que se existir uma
imers3o f : S — R injetiva e periodica, logo era monotona, uma
contradicgdo.

& Divida: existe uma imersdo f : S' — R, pois que no Ex. 5,
tinhamos [—, 7] ndo homeomorfo & S! (existe um ponto duplo)?

DEM. Suponhamos que tal imers3o existe. Seja K C M fechado,
logo K é compacto, donde f(K) é compacto por continuidade de
f, logo é fechado (send M Hausdorff). Portanto f é um mapa
fechado. Seja A C M aberto. Logo f(A) = U, f(B;) com B; uma
bola aberta suficientemente pequena. Pelo teorema acima, f é
localmente um difeomorfismo logo f(B;) e entdo f(A) sdo abert-
os. Pelo teorema do rank constante, f(M) é uma sub-variedade
de R™ com f um mapa aberto e fechado. Sendo f(M) aberta e
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em si prépria, vem que é uma sub-variedade aberta e fechada em
R™. Mas, a unica sub-variedade n3o vazia, aberta e fechada de R"
é R™. Sendo F'(M) compacta, sai uma contradi¢do. QED.

DEM. Seja {U;, ¢;} um atlas de M. Por compacidade, existe um
sub-atlas {U,, ¢} com cardinalidade finita k. Seja {fa, 1 < «

< k} uma particdo da unidade subordenada a {U, }1<a<k-
Definimos o mapa continuo ® : M — RE(™ 1) 2 5 s (f1(p)o1(p),
o e(P)ok(p), f1(p)s -+ 5 fr(p))-

e Step 1 (Injetividade de ®). Suponhamos ®(p;1) = ®(p2), logo
existe ap t.q. fao(P1) = fao(p2) # 0. Portanto ¢n,(p1) = day (P2),
de maneira que p; = p2 pela injetividade de ¢,,,.

e Step 2 (Injetividade de d®,) Toma X, € T),S. Temos d®,[X,)]

- (dflp[Xp]¢1 (p) + fl(p)d(blp[Xp]a o 7dfkp[Xp]¢k(p)+



Geometria diferencial AUlas teoricas
|—Variedades diferencidveis

|—Imersé')es e mergulhos euclidianos

fk(p)dd)kp[Xp]a dflpa T adfkp)- Logo dq)p[Xp] = 0 implica dfap =
0,Vea, donde fo(p)doap[Xp] = 0,Va. Mas existe o t.q. fo, ()

# 0, logo d¢a,p[Xp] = 0. Sendo ¢q, um difeomorfismo, vem

X, = 0. Concluimos com (ii) do teorema acima. QED.

-0
& A garafa de Klein (vé figura) é um exemplo de 2-variedade que

pode ser imersa em R? mas ndo mergulhada em R? (por falta de
injetividade: tem auto-intersecdes).
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Outros exemplos

& Ja faldmos da construcgdo do toro como exemplo de 2-variedade
v

orientdvel.
E evidente que mergulha em R3. .

Vs ~

*

i
—

@ @

& Um exemplo de 2-variedade n3o orientdvel é a fita de Moebius:

& A fita de Mébius tem um bordo homeomorfo ao circulo, logo
por Whitney é um compacto com bordo que mergulhe em R3.
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O plano real projetivo RP™ é uma variedade suave e compacta de
dimensdo n definida como o conjunto de todas as retas que
passam pela origem em R"t1.

& |
et

& RP! (a esquerda na figura) consiste no semi-circulo com
identificacdo das extremidades. RP? (no meio na figura) é um
hemisféro de 52, a sua vez homeomorfo ao disco, e com
identificacdo dos pontos antipodais no circulo unitario. Por
homeomorphismo é o quadrado com apropriadas identificacdes e
orientacdes. Por Whitney, existe uma imersio n3o injetiva em R3
dada pela superficie de Boy (duas dltimas a direita na figura).
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& Salientamos o facto de que quando se fala de mergulhar uma
variedade M em R” entendemeos encontrar uma copia difeomorfa
de M que seja contida em R” (pelo teorema do rank constante),
mas n3o se trata de uma parametrizacio de M. Se for um
mergulho somos homeomorfos a uma superficie injetiva (sem
auto-intersecdes, como a esféra, o toro, a fita de Mdbius), se for
apenas uma imersao, logo N ¢é inferior de uma unidade mas a
superficie pode n3o ser injetiva (Ex. a garafa de Klein ou o plano
projetivo). Notemos que S = f(M) admite como topologia a
topologia induzida, i.e. seus abertos s3o os abertos de RY
intersecatos com S. Para além, mediante tais imersdes euclidianas
conseguimos identificar um vetor tangente enquanto operador
diferencial em T, M com um vetor tangente Euclidiano em

T,RN = R¥; além de mais, pode-se falar de comprimento de um
vetor tangente (a partida um operador diferencial) pois que
"XPeT,MC Tp]RN”. Portanto a partir de agora, quando
falamos de vetor tangente, intendemos um elemento do plano
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tangente que tem a sua estrutura linear prépria (ndo Euclidiana),
mas que é isomorfa a uma estrutura Euclidiana de dimens3o
superior que confere ao vetor uma interpretacdo cldssica como uma
velocidade num espaco Euclidiano.

& Recapitulemos alguns exemplos de variedades compactas

orientdveis ou n3o: . . - .
b b b La b b b rb

a b a a
To. Klein bute Re. \;m,,gcm(ﬂae

& Um espaco vetorial (K —1)— dlmen5|onal de RE é determinado
univocamente por uma reta em R normal a este plano que passa
pela origem de RX. Logo a familia dos sub-espacos (K — 1)-
dimensionais de R é caracterizada pelo plano projetivo RPX 1.
Seja [v] uma linha parallela ao vetor v € RX que passa pela
origem. Definimos o complemento ortogonal de [v] € RX como:
@y = {u € R® :w-v =0} O mesmo éisomorfo a RF~1.
Definimos entdo a projec¢do em I, : RE — W]
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& Ao fim de demonstar o teorema de Whitney na sua forma
classica (forma mediana), demonstramos primeiro dois resultados.

DEM. Vamos projetar a imersdo ¢ : M — R% em RE~1 e
averiguar se tal projecdo existe, sendo a mesma (i) injetiva, (ii)
uma imers3o. Seja ¢y, = I}, o ¢ uma projecao ao longo de

[v] € RPE-L,

e Step 1. Suponhamos que V[v] € RPX~!, ¢,) ndo € injetiva.
Logo existem p # q € M, £.q. ¢1(p) = 61)(0). i-e., B(p) # ()
(pela injetividade de ¢) e [¢(p) — ¢(q)] = [v]. Seja a variedade
N =M x M\ A{(p,p),p € M} de dimensdo 2m. O mapa

a: N — RPE=L: (p,q) — [0(p) — ¢(q)] = [v] é suave (i.e.,
depende suavemente de ¢(p) — ¢(q) que a sua vez depende
suavemente de p e q). Mas, ja que por hipétese a dimensdo de N/
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(2m) é estritamente inferior a dimens3o de RPX~! (K — 1), o
teorema de Sard (ndo demonstrado) implica que que imagem de «
em RPX~! tem dimensio (de Hausdorff) estritamente inferior a
K —1, logo é negligivel em RPX~1 uma contradi¢do. Portanto,
existe pelo menos um [v] € RPX~1 tal que Ppy) € injetiva.

e Step 2. Suponhamos que V[v] € RPX~!, ¢1,) ndo é uma
imersdo. Logo existem p € M e X, # 0 € T)M, t.q. déy,(p)
[(Xp] = 0 = dll}y(¢p) [dp[Xp]] = ) (¢p)dep[Xp). Logo [v] =
[dgp[Xp]]. O mapa B: {(p, Xp) : X, # 0} — RPE-L: (p, X))

— [dpp[X)p]] é suave de uma variedade de dimensdo 2m a uma
variedade de dimensdo K — 1, logo tem imagem negligivel. QED.
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DEM. Seja ¢ : M — R*™*! uma imersio e ¢, = IIj,; 0 ¢ uma
projecdo ao longo de [v] € RP?™. Suponhamos que V[v] € RPX—1,
@[s] ndo € uma imersdo. Logo existem p € M e X, #0 € T, M,
ta. déy (1)) = 0 = Ty (8p)doy [y e o] = [daplpzy]].
Definimos 3 : U := {(p, X,) : || Xpl| = 1} — RP*™ : (p, X)) —
[do,[Xp]] € um mapa suave de uma variedade de dimensdo 2m — 1
a uma variedade de dimens3o 2m, uma contradicdo. QED.

& Juntando tudo, acabamos de demonstrar o resultado seguinte:

& Tendo as nossas imersdes Euclidianas, falta agora introduzir um
modo de calcular o comprimento de vetores. Serd dado pelo
conceito de métrica Riemanniana.
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Métrica e variedades Riemannianas

& Num espaco Euclidiano com coordenadas Cartesianas {z'} o
comprimento do vetor u =), u'e; é dado pela forma quadratica
$2u,v] = 3, dzfu] - dzfv] = Y, dat[u]dxiv] = 3, uit, ie
ds = \/ds?[u,u] = \/(u?)2. A forma quadratica ds*[u,v] :=
>, dplu] - dp[v] onde p é o mapa posi¢do, é chamada métrica (pois
permite fazer medi¢cdes de comprimentos e angulos entre vetores).
& Numa variedade diferencidvel M, acontece que a métrica
Riemanniana de M pode ser (mas n3o deve) definida localmente
mediante a " parametrizacio” ® := ¢~ : ACR™ — S, logo é
uma métrica induzida (pelo mapa ® e pelo produto interno de R™)
definida localmente como g;;(p) := g’;’; (o(p)) - é%((b(p)) (com - o
produto interno de R™). Define uma forma quadratica no plano
tangente: Vu,v € T, M, gam(u,v) := giju'u?. A mesma deve ser
definida positiva, portanto supomos que ® = ¢! e \If =1 sa

imersdes (i.e., gq’ e linearmente independente de se i # j)
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Seja M uma variedade diferenciavel de dimensdo m. Uma métrica
Riemanniana é uma familia de operadores bilineares

gij + M — Bilinear(T, M x T, M) : T, M x T, M — R simetricos,
definidos positivos e suaves (pelo teorema de Riesz, pode ser
rapresentado por uma matriz g;;(p) € Rgﬁ;"}r)

O produto interno associado a metrica é definido como a forma
bilinear g (u, v)p = (ulv)g(p) = 320", gij(p)u’(p)u?(p), onde
u=73u'giev=73,vlg; (sendo o vetor de base gi.(p) de T),S
definido classicamente como gi(p) := I P(H(p))).

Ser suaves significa que a func¢do p € U — gM(agi, %)p é suave

em U C A, com 81 as linhas de coordenadas.

Uma variedade d|ferenC|aveI dotada de uma métrica Riemanniana é
uma variedade Riemanniana.
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& A métrica induzida € um exemplo de métrica, definida quando
M ¢é imerso em R™ (como as superficies regulares de R3), da

maneira seguinte: g;; := gi(p) -gj(p) = 3@@5(29)) : 33'(1)((%5(29))-

& Seja F': M — N um mapa diferencidvel. A posicio de p € M
éomapalocalp: A > M:z € A p=®&(x). Sejam
u:=%(0),v := &(0) € T, M duas velocidades de curvas de M,
i.e., dois elementos do plano tangente em p 7(0) oz(O)

Seja a métrica induzida de M, i.e. gpm(u,v)p == I[l%u v]
ol o] = 2 Bl o] = 2 e
Sejag:=Fod: A= N, ¢:N—>V,e\11.—¢

& D’outro lado, temos que a métrica induzida de N é Tjnr[u, v]

=>_; dqlu] - dglv] =3, ; wdl‘z [u] - %dl‘j [v]
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Existéncia de mergulho isometricos.
o OW O(poFod) ;i 9T O(poFod)™
=2ijmlog  om W o aw v

:Z,Jmlg‘llldFl( )[ ] 8\1' dFm( )[ ]
=: gn (dF (p)[u], dF (p)[v ])F(p onde, por defini¢do, dF(p)[u] =
4 (10~) (0).dF(p)u] = & (40 a?F) (0) € Ty

Se M for uma variedade Riemanniana conexa conseguimos definir
uma métrica dgy(z,y) = inf, f;gM(’y’,'y’)dt com  uma curva
suave com extremidades z e y definida no intervalo [a,b]. Assim,
(M, dy) torna-se um espaco metrico.

Um mapa F : (M™, gr) — (N, gnr) é uma isometria
Riemanniana se é diferencidvel e se

gm(u,v)p = gy (dF (p)[u], dF (p)[v]) pp)-
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& Observamos que o teorema diz que o comprimento e os angulos
dos vetores tangentes sdo conservados. Salientamos também que
se trata de mergulhos em superficies Riemannianas, logo a
isometria é sempre local (no sentido dos planos tangentes). Em
particular ndo é um resultado de isometria global entre espagos
metricos. Uma consequéncia do teorema é que a imagem de uma
curva em M pelo mergulho terd o mesmo comprimento que a
curva inicial, num espago de dimensdo maior (pois que integramos
a velocidade/vetor tangente cujo modulo é conservado).
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Conexao -1-

Sendo {2}, um sistema de coordenadas locais, i.e.,

k = ¢k (p),p € M, consideremos um difeomorfismo de mudanca
de coordenadas (mediante mapas de transicdo) {z*}; — {s'},,
i.e., com s = x!(2%),1 < k < m (onde x é um difeomorfismo
entre abertos de R™).

& Recordemos a definicdo do diferencial em Cartesiano: seja

w=>",wk, . e logo dz'[w] = wk, , . Em coordenas curvilineas,

temos w = Y, w!g; com o elemento da base movél g, = %

(@ = ¢ 1), logo ds'[w] = w'. Em particular, ds'[g;] = 6;; = 1 se
i =j e =0 sendo. Portanto ds’[g;] = ¢* - g; e por linearidade,
ds'[w] = g* - w. Notemos que em Cartesiano, z = zle) = ®.
& Observemos ent3o que Fnk = g' Ongr = ds'[Ongk] =

2.0 i
2 gxl da![Dngr] = 3, g l[%a%] =2 ain‘i‘k% ().
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Conexao -2-

DEM. Sendo que 0 = %5@‘ {gn(

) - 85" (Zl By 8Sk) -

2.0 [ 2 o1
> anxsk % +> . ag?laxm %ﬁn 95 temos (permutando os indices
62 1 E) - 82 i F) la
m e l) g l 63"3;’6 8i‘l = — g m,l m% 82’9 . A tese segue de (.)

QED.

. ’ - / . .
& Seja {(s')P}, = {s? }p,/ um outro sistema de coordenadas locais
curvilineas, e notemos s = (s')?
& Queremos averiguar como se transformem os simbolos perante
uma mudanca de variavel.
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Conexao -3-

DEM. Pelo lema, 37, T 0" 0st

nk ggn’ ask’ -
9%st  dzl 9s™ 9x™ dsk Z 92st 9zl fz™
lm Bw

Zk Ilm,n 6xlaxm ds™ ggn’ Osk ask’ dxloz™ ggn’ sk’

9 0s" Oz _
identidade W = 357 (Zm D Bsk,) =

2,..m l 2 .1 m
Zm gsm 0“x +Elm Bw/ 9%s" Oz vem

dsn 6sk’ s’ Ozldz™ Gsh !
i Os™ sk _ Ost 2™ a
k.n Fnk 957 sk th 2™ 9sn’ 95 957 Os k" LOgO
(.) Fn’k’ e

Js 92 Z T ds™ dsk + 025"
I,m 9z™ ggn’ gsk!  Li asz k,n nkas"/ a5k’ T 9gn 8sk/

Pela

. QED.
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Conexao -4-

Uma conexdo geometrica é uma familia de funcgdes I‘ng que se
transformam conforme a lei (%*) sob qualquer mudanga de base
local por difeomorfismos. A mesma é independente da metrica
escolhida, logo é um conceito distincto da metrica.

Seja {g;}:; uma base local da variedade Riemanniana M. J& vimos
que um vetor (i.e., com componentes contravariantes) w é um
elemento do plano tangente que se escreve em componentes

w =Y, w'g;. Agora, um co-vetor (i.e., com componentes
covariantes) é um elemento do dual do plano tangente, i.e.,
escreve-se em componentes como w = Y. w;g' com {g'}; a base
dual local. Um co-vetor corresponde a um diferencial pois que

g'(p)[w] = g" ()22 w! g;] = w' = da*[w].
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Conexao -5-
Enfim um tensor de ordem N é uma familia de componentes U; ...,
com N indices junto com uma base tensorial com N vetores de
base contra- ou covariantes, g;, - -, gP, tal que o tensor se exprime

N
U= ULgi®- - ad.
if"»p

Um tensor U(m;n) é de ordem (m;n) e de rank N = m + n se
tiver m indices (ou elementos da base do plano tangente)
contravariantes e n covariantes (ou elementos da base do plano

tangente dual). Notemos suas componentes como U((Zé)).

Uma operagdo de derivagdo covariante (= conexdo diferential)
significa a escolha de uma conexdo I";q e de um operador

diferential linear £ sob tensores de ordem qualquer que satisfaca:

(i) Se f é um campo escalar diferentiavél: Ly f = %,
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Conexao -6-
(i) ® Se w é um vetor:
Lirw' = Viw! = (VEw)! = gpw® + 3%, T,
® Se w é um co-vetor: _
Lyw; = Viw; = (Viw); = g% — 2wl
(iii) Se U e V sio tensores de ordem qualqueis entdo
Lr(UeV)=LUV +U® LV (Regra de Leibniz).
& A conex3o diferencial permite comparar (infinetisalmente via a
derivacdo) vetores que ndo pertencem ao mesmo plano tangente,
pois 0 mesmo muda em cada p. Podemos escrever L = Vl,;.

e Tome w=g; =>:(g:)9; = >_; &7g; com &) = §;; componente
por componente. Sendo que Jyw := -(Vl,;wj)gj, temos Okg; :=
> VilgiVgy = Vi(6)g; = 305,079 = > Tl.9; (M) (o
indice j é contravariante). Portanto T, = (:=)(9kg:) - ¢
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Conexao 7
e Tome w = gi = Zj(gi)jgj = Zj 5;9j- Logo, 8k9i =
2 Vilg)ie! = X, Vi(@)g’ = = 32,0597 = = 35, T’
(MM) (o indice j é covariante). Portanto I'}, = (:=) — k9" - g1

= = 4 - i . T i
A tors3o da conexdo I' é definida como Tkj =1 — T

Seja L), = Vg uma conexao diferencial e seja & um campo vetorial.
A derivada covariante na direcgdo & é definida como Vg =

Sk &k V. Assim, para w = -, w'g;, vem
ng = Zk,i (fkvgwl) 9i-

Dada uma conexdo, i.e., (xx), um tensor U é covariantemente
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Conexao -8-

constante ou paralelo longo uma curva v se V53U =3, ")/kVI,;U

= Zk fyk(as U((’L)) 4 U(Z))VF( (2) ® ds(a))) =0.

Logo, sempre que a geometria é ndo- Euclidiana, paralelo ndo
significa ter as componente constantes (i.e., - kU((’)) 0).

Dada uma conexdo, uma curva diferencidavel v numa variedade é
uma geodésica se Vs = 0.

& Salientamos o facto de que o transporto paralelo e a nogdo de
geodésica sdo conceitos meramente legados a conexdo e n3o a
métrica, exceto se a métrica for compativel com a conex3o.

. _ N e X
& Seja U = ZL,.,’p U’p9: ® - ® gP um tensor de ordem (m;n).
Pela definicdo de conexdo diferencial temos
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Conexao -9-
VU =N (0U5)g® - @gP+ 30N, UiLu(gi® - ®gP).

O gradiente do tensor U de rank N e ordem (m;n) é definido
como o tensor de rank N + 1 e ordem (m + 1;n)
VU =N (ViU ) gi @ @ gP @ b = 3, L1Ug*

& O gradiente do vetor w =}, wig; é Vw = > L (VEw?)
9; ® g*. Definimos a componente k do gradiente, ka como
Vw =Y (Viw)gk, i.e. Viw = Lrw = ik Lrwig; @ gk ().

& Nos célculos a seguir, para maior concisdo, consideremos a
convencao seguinte: quando dois indices s3o repetidos, significa
que existe uma soma neste indice. Assim, A;;;b; = Zj Ajjibj, etc.
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Conexao -10-

DEM. Temos Viw = (ng)gk = (Vl,;(wjgj))gk. Pelas condi¢oes
(i) e (iii) vem Viw = Opwig; @ ¢* + w? (Lig;)g" =

Owl g; @ g* +w! (Lrg;) g @ g* = dpw’ g; @ g* +w! (Lrg1) g5 @ g*.
D’outro lado, pela definicdo de derivada covariante de um vetor
(condigdo (ii)) temos Viw = (Viwl)g; ® g (Bkwj + Flkw )
gj ® g"*. ldentificando os termos, temos Flk = (Lxg1)’, ou seja, por
(A), sal Vigr = Lrgi = ‘(Ekgl) 9i = Flkg]. Mas, pela expre§sao
intrinseca da conexdo, I}, = dyg; - ¢/, logo Vig1 = (kg1 - ¢7)g; =
Orgr- A dltima afirmac3o segue da definicdo de torsdo. QED.
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Conexao -11-

DEM. Pela (iii) £xU = L (U g;) ® gj + U g; @ Lig;. Pelas (i),
(iii) e a linearidade, LU = %gi ® gi+ ULy @ g+ UY g;®
Lygj. Pela (ii) e (W), e apos mudanga de nome dos indices, vem
LU = (% + Xy UV, + 52, U, ) gs @ ;. QED.
& Analogamente, a derivada covariante do tensor (0;2),

; i 8Uz
U=3,,;Uijg @9 €V Uy = 53 — 3, T Uiy — 3, T Un (a).
Além de mais, a derivada covariante do tensor (1;1),

. , . an . .
U=Y,,Ulgi®gt ¢ ViU = S +> TLUL =5 TR U (AA).

Uma conexdo I' é compativél com a metrica se Vg =0, i.e.
Vigii=0.
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Conexao de Levi-Civita

DEM. Seja I'y,;; := gleﬁj. Pela compatibilidade da conex&o (cf.
(4)), 0= Vigyj = 228 —Th gy — Tl ga, logo 24 = T+
I';.jk(A). Permutando os indices, % =Tji +Tji(B) e

99 — Ligj + T (C). Efetuando (B) + (C') — (A) e sendo a

J
c%snexéo simetrica, i.e., I'y;;; = I'.j;, obtemos 2I';.;; = 0,91+
0;9i — 019:5. Multiplicando por %gkl, segue o resultado. QED.
& Continua a valer a propriedade vista na parte A que uma
conexdo compativel com a metrica preserva o produto interno

entre dois vetores transportados paralelmente.
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DEM. %(&,7)g = 0k (9ii&17) = Vi (9ii&07) =
9ii V() = gij (W Vi€ + &4 Vin' =0+0=0. QED.

Uma conexdo I' é afim em p se existe um sistema de coordenadas
{x}} no qual T' = 0 uma vizinhanga de p. Neste caso V| = %.
Neste caso, pelo Lema de Schwarz, temos comuta¢do das
derivadas covariantes, i.e., V};Vf — VFVF = 0,0; — 00, = 0.
& A questdo que nos colocamos agora é de quantificar a falta de
comutagdo das mesmas no caso de uma conex3o geral (i.e., ndo
Euclidiana). Seja o vetor w = w'g; (=, w'g;). Pela condigdo
(zz) da defini¢do de derivacdo covariante, temos Uy, :=

Viw' = Opw' 4+ Th w!. Pela formila (AA) vem
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Curvatura de Riemann -1-
ViU = VEVEw = OF (9w’ + Tiw?) = 27 (Gt + Ty?)
—|—F;l <8k.wp + I’pkwq) —TI%, (8w’ + T, wq). Expandendo vem

VIViw = 2% 4+ T kalwq + r — P, Opw'+
;ngkwq - Fﬁll“;pw = ( las +Fqkalwq +F 8kwp)

or:, — » A A
garw? + T T w? — T (pw' 4 Tipw?).
Logo, invertindo os indices k e [ e substraindo, os 3 primeiros

termos cancelam-se por ser simétricos, e sai
VIVEw = VIt = (2 2 ypi pp i ) e —
k k Vi - st qk pk™ ql
i (L -
(FF Flk;) (81]3wr+ I pw ) FLogo obté-se
i _ b i i
Vi Viw' = ViViw' =TV, w + Ryyw _
e vé-se que a falta de comutacdo das derivadas covariantes é
devida (i) a torsdo da conexdo T};, e (ii) a curvatura de Riemann:



Geometria diferencial AUlas teoricas
LVariedades diferencidveis

L Curvatura de Riemann

Curvatura de Riemann -2-

‘ aFf? ! + Ty, 00 — Tyl ()

alk "= "pgl 83’“ Pl k
& Se consideremos uma conexdo simétrica, logo a tors3o é
evanescente e obté-se a formdla classica que define a curvatura de
Riemann (com soma em ¢) como aplicagdo do plano tangente de
M em p, com M de dimens3o m:

Vi Viw' = Vi Viu'=ViViw' = Riygw?, Y = w'g; € T,M. (#)

& A curvatura de Riemann é um tensor com m* componentes.

Existem variantes do mesmo definidas como por exemplo a
curvatura full-covariante R;q = ginf]kl (com soma em j).

& A prova do resultado seguinte é evidente por contraposicdo e a
definicdo (©).
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Curvatura de Riemann -3-

é evidente; (ii) pela linearidades podemos tomar
(9,)'0i = 4(gp)ig:. Por () temos (VIVI—
VFVF)( ) = lk(gp) = Ri10pq = —Riyy. logo (V] Vi —

VEVD)gp = (VIVE = ViV )(gp)'9i = —Rijg:. E suficiente

DEM. (i)
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Curvatura de Riemann -4-

mostrar que —R]iglkgi — R};plgi — Rfkpgi = 0,Vg; na base movél.
Mas, —R! . 9i — Rj,19i — Rjy,,0i = Vi (Vigp — Vige) +

vi (Vggl Vigp) + Vp (Vigr — Vigi). Pelo Lema, a tese segue
de sermos sem torsio: Vig, — Vrgk = ijg] Fipgj =0 (igual
para os dois outros termos) j& que a conexdo é sem torsdo. QED.
& Este identidade é conhecida pelo nome de identidade de Bianchi.
& O resultado seguinte s3o identidades importantes nas aplica¢Ges.

Apenas demonstramos a primeira.
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Curvatura de Riemann -5-

DEM. (de (c)) Seja um vetor w. Calculemos o seguinte produto
interno, por (), (ngg]w, w)y = (VIViw' — Vi Viw)gw =
gURfﬂkw w! = Rjgrwlw’. A tese segue se mostramos que
(vak] ) = 0, Vw, pois que invertindo os indices j e ¢, vem
qulkw w’l = Rq ,lkijq = Rqﬂkwqwj, Iogo
(Vi Vyw) == = L(Rjqkx — Ryju)wiw’
=0,Vw = (Rjqr — Rgjir) = 0. Com efeito, pela propriedade (i)
da definicdo de conexdo diferencial e a conexao ser compativel com
a metrica, vem 00;(w, w)y = Vgigijwiwj =
9 Vi V] (w'wl) = 2 (VEViw,w)g+ (Viw, Viw)g).
Similarmente, invertendo o papél de k e [, obtemos 0,0k (w, w), =
2 ((V] Viw,w)g + (V] w, Viw)y). Logo substraindo as duas
identidades, pelo Lema de Schwarz, (Vﬁvg]w,w)g = 0 para todos
os campos vetoriais w € C*(T,S; R™). QED.
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Curvatura de Riemann -6-

Sejam dois campos vetoriais £, 7. Ent3o constroi-se um terceiro
campo ¢ = [{,n] como [£, 7] := (Vgn — Vgﬁ")gi. Este campo é
chamado o comutador de £ e 7. Para além, o operador diferencial
comutador é definido como VEVE] = VEV}; - ngg.

DEM (de (ii)) Temos Vin — Vi¢ = €MV (1 g;) — eV} (€7g;) =
§k(9 Vi 77J +77]ng]) (gjvrfj —i—ﬁjvkg]) Pelo Lema acima,
Ven - e - g;(VE vaJ) + &V g, — PV g;. QED.
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Aplicacio a m = 2 e as superficies de R3

& No caso m = 2 o tensor de curvatura de Riemann é R;j;,; com
i,7,k,1 € {1,2}. Pelas condi¢des (a) e (c) temos

Ri1p1 = Roopy = Riji1 = Ryoo = 0,VEk, [, sendo que a unica
componente ndo evanescente é Ri910 = Ro191.

& Consideremos uma superficie regular S de R3. Sabemos que
localmente, em p € S pode ser rapresentada pelo grafico de uma
fung¢do (x1,x2, f(x1,x2)), sendo que o eixo dos z = x3 é
perpendicular ao plano tangente em p; por conven¢ao pomos p
como origem do plano tangente, logo vem f(0) = 9;f(0) = 0.
Além de mais, a metrica induzida em p escreve-se como g;; = d;; e
O0ip - 0jp = (e; + Oifes) - (ej + 0jfes) = 6;5 + 0; f0; f. Entdo vem
9ij(0) = 0gij(0) = 0. Por consequéncia, pelo teorema de
Levi-Civita a unica conexdao compativel com a metrica e simetrica
satisfaz I'};(p) = 0. Logo, Ry, (0) = %(0) — Zl;%j (0), e
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; 9(gi;T7 0(gi;T7

Riqk(0) = gij R}, (0) = (15$zqk) (0) g (gaikql) (0) — 91gi;(0)
j j I T

[7:.(0) + 9kgi;(0)T7,(0) = =5:45(0) — 75,7 (0) (&), onde, sendo

que gemg™ = O, temos Liij = Sgkmg™ (0ig1; + 0j9u — 19ij) =

5 (0igkj + 059k — Okgij) (O0).

DEM. Sendo que m = 2 os indices i, j, k, [ tem valores em {1,2} e
a unica entrada do tensor de curvatura é Ry212. Consideremos
localmente a superficie como um gréfico, logo por () e (O<)
vem Rigii(0) = 2 (0k (0q9i1 + 0194i — 0igq)— O1(0qie + Onggi—
0igqr))(0)). Particularizando, obtemos R1212(0) = %81(32912—#
g1 — 01922)(0)— 202(02g11 + O1ga1 — D1921)(0) = 2 (=3 g11—
02992)(0) +02,912(0). Mas, sendo que V£(0) = 0 vem 05g11(0) =
02(011)%(0) = 202(01f02,f)(0) = 2 (8%1]"(0))2. Da mesma forma
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sai 92922(0) = 2 (92, 1(0))” e 9%g12(0) = 93, F(0)92,f(0)+
(93,£(0))°. Entdo Ri212(0) = (83, f(0)83,f(0) — 83, £(0))° =

oL f 0% i
det (8;%; 8;%;) (0) = % = K(p), ja que det g(p) =

det I;(0) = 1 (cf. Exercicio 10, série 4). E intrinseca pois que a
curvatura simetrica e compativel sé depende da metrica. QED.

A curvatura de Ricci é o traco da Curvatura de Riemann, i.e.,
R;j = le] A curvatura escalar é definida como o produto do

tensor de Ricci com a metrica inversa, i.e., R = R;;g".

DEM. Temos R = ginif‘kj = ¢ g* Ry;1.;. As unicadas entradas
nao nulas sdo R1212 =K = R2121 (S R1221 =-K= R2112, donde
R =2(g"¢?? - ¢g'2¢*>")K = 2det "' K. Mas det g = 1 em p, logo
R=2K neste sistema de coordenadas, entdo em todos. QED.
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& Definimos as variedades diferenciaveis e Riemannianas, como
um ambiente de trabalho intrinseco munido de uma estrutura
linear via os planos tangentes e difeomorfas ao espac¢o euclidiano
(de dimens3o superior) mediante os teoremas de Whitney-Nash.
As mesmas podem ser mais 0 menos regulares conforme a escolha
de uma familia de mapas de transicio. Além do mais, existe uma
nocdo de métrica, i.e., de medicdes de comprimentos e dngulos
entre vetores tangentes. O ecosistema completo consiste nas
variedades completadas com os seres quem vivem nela,
nomeadamente as formas diferenciais. A geometria diferencial
consiste em resultados que associam formas diferenciais em
variedade diferencidveis com as operagdes de derivagdo (i.e., o
calcilo exterior) e de integracdo (generalizando a integracdo no
sentido de Lebesgue). O primeiro resultado importante que alia
integracdo e diferenciacdo é o teorema de Stokes que veremos no
final das aulas. O mesmo é provavelmente o resultado mais
importante em Andlise Matemdtica.
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1. Definimos uma classe de equivaléncia ~ sobre (R™)™ tal
que Va € R;1 <i,7 < m temos

(a) (Ula"' QU e Uy ,um)N
(Uly"'7Ui7"',auj7"',um)

(b) (Uly"‘,Ui+auj,"'auj,"‘,um)’“
(Uly"‘,Ui,"',ujy"’,um)

(C) (Ula“'7_Uj7"';uz‘;"'7um)’\“
(ula"'yuiy"'7uja"'7um)

Temos tambem u ~v <= v~ueu~v,v~w=u~w.
2. Um simples m-vetor é definido como um elemento do espaco
quociente uy A -+ Aty € (RN)™/ ~
3. O espaco dos m-vetores em RY é definido como o espaco
vetorial A,,(R™) das combinacdes lineares de simples
m-vetores munido da relaccido de equivaléncia
(A) alug A Aup) = (aug) A Aty
(B) ug Avee Ay + 03 Ao Al = (ug + 1) A Aty
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(Grassman) algebra dos m-vetores
& A operacdo u A v é chamado "u (produto) wedge com v".

&% Seja uq, -+ - upy mutualmente dependentes. Logo
Vi, Elay) 10 =ui — 30y .a;.l)uj. Pelo (b) e pelo (A) temos
uUr A AUy ~ 0. Em particular se m > N, ug A -+ Ay, ~ 0.

& Exemplo: o 2-vetor e; Aes +e3ANey € A2(R4) ndo é simples.

Seja A, (RY) o espaco vetorial dos m-vetores em RY. Definimos
a algebra exterior de RY como a soma directa

ARY) = A (RY) @ -+ @ An(RY) com a extensdo linear da
seguinte operaco de concatenag¢do entre um m- e um [-vetor:

(ug Ao Aup) A(vp A== Avp) =up AUy ANV A== Ay
(€ Api(RY) se m +1 < N, =0 sen3o).
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Funcds m-lineares e alternantes

1. Uma funcgdo ¢ : (RV)™ — R é m-multilinear se, VI,
¢(U17"' ,au—i—ﬂv,~~um) =
a¢(u1,--- Uy aum)'i'/Bd)(ul; SV, ’um)

2. Uma funcgio ¢ : (RY)™ — R é alternante se, Vi, 1,
(;5(11,1,--- Uy ,Ul,"‘um) =
—d(un, UL Uiy Um)

Definimos A™(RY) como os espaco das funcgdes ¢, que
verificam (1) e (2) e tais que (¢ + ) (u) = ¢(u) + ¥ (u) e
(a¢)(u) = ap(u),Ya € R. Os elementos de A™(RY) sio
chamados m-covetores

& No caso m = 0, A°(R™) é o espaco das funccdes de RY com
valores reais.
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& No caso m = 1, AL(RN) = (RV)*, i.e., 1-linear=linear.
Portanto A!(R") =espaco das formas diferenciais em R*.

Seja m 1-formas a; € AY(RY),i=1,---,m, comm < N, i.e.
da;j,i=1,---,m, j=1,---, N tal que a; escreve-se por extenso
como: a; = ajidxt + - - a;ndzY, V1 < i < m. O m-covetor
simples é definido como o produto exterior aj A - - Aa, € A™(RY)
de m 1-formas, i.e., é aplicado contro m N-uplos da forma

U=y ufek eRN,1<i<m,1<k<N, da maneira seguinte:
ar A Aaglur, e um)] = det ((aglug)) , V(ug, - um) € (RY)™.
& Definicdo (no caso m = N): os elementos de AN (RY) s3o
multiplos reais do determinante da matrix U = (uy - --uy) ou U7,
sendo o determinante (definido como) a unica forma N-multilinear
alternado tal que det(e; ---e,) = 1.
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Dualidade m-vetor-m-covetor

& Ora um m-covetor é aplicado contro (i.e, "come") m-vetores e
a aplicacdo de um co-vetor com um vetor de mesmo grau é
chamada dualidade.

& EX 1:Por exemplo, no caso de A'(IR?), vemos o que seria a
dualidade vetor-covetor: seja w = adz! + bdz? e w = ue; + ves,
logo (w]w) =

{adz! + bdx?|ue; + ves) = (adx!|uer + ves) + (bdx?|ue; + vey) =
(adzt|uer) + (adzt|ves) + (bdz?|ues + (bdx?|ves) = au+0+0+bv.

& EX 2: No caso de A%(R?), a dualidade vetor-covetor exprime-se
da seguinte forma (por exemplo): seja w = adz’ A bdx? e

w = uey A eg, logo

(w|lw) = adz! A bdz?[uer, es] = abu(dx' A dx?le; A eg) =

dztler] dxllea]) 1 0\
abudet (d$2[€1] dz?[es] = abu det 0 1 = abu.
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Outros exemplos de dualidade 2-vetor-covetor em R?

& Nos exemplos a seguir os coeficientes a, b, ¢, u sdo funccbes de
2!, 22,23 ja que N = 3. Consideremos 2-formas, i.e. o produto
exterior (wedge) de duas simples 1-formas; portanto a dualidade é
intendida contro 2-vetores de R3.
& EX 3: (A%(R?)) Seja w = adz' A bdx® e w = uey A ez, logo
(ww) = adx! A bdx3[uey, es] = abu{dz® A dx?|e; A eg) =

1 i
abu det (Zi‘gtj Zi%iﬂ) = abu det <(1] 8) =0.
& EX 4: (A%(R?)) Seja w = (adx! + bdx?) A cdx® e w = ez A es,
logo (w|w) = (adx! + bdx?) A cdx?[es, e3] =
ac(dz' A dzBles A e3) + be(dz? A dadlea A eg) =

da'fea] da'[es] da*les] dz’les] _
acdet <d:v3[62] dx3[ez]) + bedet (da:3[62] d$3[€2]> =

00 1 0
acdet <O 1> + bedet (0 1> = be.
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Base direta de m-vetores e covetores

Sendo {e;}; a base Cartesiana de R", ja vimos que a base dual
{e*7}; é definida como < e*/|e; >= §;;. Também vimos que era
equivglente a nocdo de differencial simples, i.e. temos a notac3o:
e’ = dx' = diferencial de 2. A base de A'(RY) é

{dmil, e 7dxiN}_

A base de A™(R") é composta de d = % elementos, i.e., é
o seguinte conjunto de m-covetores simples: = := {dz™t A--- A
daim dzo @) A oA dgorlm) o dpoa(in) Ao A dgoalim) com
oi(k) (1 <1i < d) uma permutagdo par dos indices 1 <k < N .

& Exemplo: a base de Ay(IR3) é (e1 Aeg,e3 Aer,ea Aes) e ade
A2(R3) é (do! A dx?, dx® A dat, dz? A dx?), sendo que

dz' A dx?(e1 A eg) = det(1 0|0 1) = 1 enquanto

dzt A dx?(ez A eg) = det(0 0[1 0) = 0, etc.
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Base de orientacao directa -1- 3d

& Regra 1: partimos de um triedro de orientacdo directa em R3,
ou seja {e1, ez, e3}.

& Construimos o 3-vetor simples orientado por convencdo (dita da
mao direita) eptNea Neg =ex Neg Nep =e3/Nep N\eg, e 0s
2-vetores simples orientados {e; A ez, e2 Aes,es3 Aer}.

& Regra 2: A ordem dos elementos na base dual {dz?, d27, da*} é
conforme o sinal das mapas de dualidade:

e caso ser uma 3-forma, dx’ A da? A da¥[eq, A e, A ey) tem que ser
0 ou 1, sendo que e, A e, A e, tem orientagdo directa. Portanto a
ordem certa (=directa) é

dz' Adaz? A da® = da? A da® A dat = dad A dat A da?

e caso ser uma 2-forma, temos que ter dz' A dz’ e, A ey igual a 0
ou 1, sendo que e, A e, tem orientacdo directa. Obtemos
portanto a base {dz! A da?, dx? A dx®, da® A dat}.
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Base de orientac3o directa -2- m-formas sob RV

e contra-exemplo: a base {dz! A dz?, da! A da3, d2z? A dx®} ndo
tem orientac3o directa pois que dz! A da3[en, A en] = — 10,3001
e para m =2 e N = 3 existe um "truque”: a ordem direta
encontra-se tomandos 2 elementos seguidos na sequéncia:
€1€e9€e3€7.

& Caso das N-formas: uma base é uma N-forma simples tal que
dz' A---ANdz'N[eg A--- Nen] igual a 1 ou 0, ou seja iy, - ,in é
uma permutac¢do par de 1 < --- < N. Por convenc¢ado a base é
constituida do Unico elemento E% =dxt AN daY (i.e., tal que
i1 < -+ <iy). Ditoisto, dz’t A -+ Adz'N =

dz7() A .o A dz?(N) para qualquer mapa de permutacio o que
seja par, é tambem uma base. Para além quando multiplicado por
V/]g| com g := det(g;;), obtemos a chamada forma de volume:

QN = \/]g\E% que nos servird para integrar sobre os volumes.



Geometria diferencial Aulas teoricas
LVariedades diferencidveis

L Formas diferenciais e calciilo diferencial em variedades diferenciéveis

Base de orientac3o directa -3- m-formas sob RV

& Caso das m-formas em R¥ : constroi-se o simbolo
1 2 -+ m | m+1 - N
il i2 im | jl ijm

ordenados, ousejal <4 <--- <4y < Ne

1<j1 < - <in—m < N. Depois determina-se a mapa de

permutacdo o tal que o (i1, ,im,J1, " s JN-m) = (1,--+ ,N) :

se a mapa for par, a ordem (iy,--- ,i,,) € directa, e a base directa

constroi-se com esses indices na ordem certa.

& EX 5: exemplo em A*(R"): o 4-covetor dz? A da3 A da® A da”
tem orientagdo direta? Constroi-se a matriz seguinte:
(1 2 3 45 6 7)

2 35 71 46
e re-aranja-se a mesma para a segunda linha retomar a ordem
crescente conforme a primeira linha, i.e.

) com os indices ix € j;
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Base de orientac3o directa -4- m-formas sob RV

1 2 3 45 6 7

2 3 5 71 4 6

1 3 5 72 4 6

1 25 73 4 6

123 75 46

1 2 3 45 7 6

1 2 3 45 6 7

Logo, contamos as permutacdes: sdo 5 (a partir da linha 3), i.e.,
(—1)> = —1 e concluimos que a permutac3o é impar e que

dz® A dx3 A dx® A dz” ndo tem orientacdo direta.

& Para torna-lo direto, vimos que era suficiente invertir dois
elementos, i.e., dz? A dz® A dz” A dxz®. Com efeito sdo precisas 6
permutacoes para retomar a ordem natural, logo é um nimero par
e a orientagdo do 4-vetor é direta:
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(Grassman) algebra dos vetores e co-vetores -1-

1 2 3 45 6 7

2 3 7 51 46

1 3 5 72 4 6

1 2 7 53 4 6

1 2 3 57 46

1 2 3 47 5 6

1 2 3 45 7 6

1 2 3 45 6 7
Simbolo de permutagio
Em RY definimos €iy..iy cOMO = 1 se a permutagdo de iy, -+ ,in
para a ordem natural 1,--- , N for par, = —1 se for impar, e =0
se existirem dois indices repetidos dentro de i1,--- ,in.

EX. EM R7 temos €2357146 = —1 € €9375146 = +1.
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(Grassman) algebra dos vetores e co-vetores -2-
& EX 6: A algebra exterior é tudo uma questdo de permutagio:
dzt A dx?[u A v] = det (ugv|ugve) = ugve — uguy.
& EX 7: Dai, a forma dS := dz! A dz? é chamada elemento de
superficie orientado, pois que dz! A dz? = —dz? A dz! e pelo EX 6.
& EX 8: a forma dV = dz! A dz? A da® é chamada elemento de
volume orientado, pois que dz! A dz? A da® = —daz? A dat A da®.

Mediante a relacio de equivaléncia ~ é evidente que A™(RY) e o
espaco dual de A,,,(RY), com a seguinte definicio/convencio:

ap A ANaplur A Aug) i=ar A A apfur, - u] (e, o
m-~covetor "come” m-vetores da mesma forma que comia m-uplos
de N-uplos). Para além, sendo e;; A -+~ Aej, 1 <y, -+ iy <N
um elemento na base de A,,(RY), um elemento na base de
A™RN) édxt A - Adatm 1 <y, -+ iy < N, sendo que

dzim A - Ndxtmlej, A+ Nej,,] =1 se i = jr e = 0 sendo.
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Formas diferenciais

Definimos tambem A*(RY) = AY(RV) @ --- @ AV(RY) com a
extens3do linear da operagdo entre um m- e um [-covetor:

(ar A ANam) AbL A~ Ab) =a1 A-am AbL A+ Ab
(€ A" (RN) se m +1 < N, =0 sen3o).

Se estivermos numa variedade M em vez de R ent3o o espaco
vetorial associado é o plano tangente em cada ponto p € M,
T, M. As bases associadas a0 mesmo sdo portanto {g;}; € {¢’};.

Uma m-forma diferencial sobre o aberto W c RY é uma funcg3o:
¢: W — A™(RYN). Pode ser escrita na base de A™(R") como
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Exemplos de calcllo exterior com formas diferenciais com

coeficientes constantes
¢=3 i, Biyori,, T A -+ A dx'™, com
Biy.iy, (1) = d(T)[€s; A Aeg,]. Temos Vo € A, (RY),

z — ¢(x)[v] := @iy, (x)dx Ao Adx ™ [ug A A vy

Alem disto, digamos que
> a forma ¢ é CK(W) se Vv € A, (RY), 2 — ¢(x)[v] é CF(W),
» {x,;}; sdo as coordenadas (Cartesianas ou curvilineas),
» m é chamado grau da forma ¢.
& Uma forma diferencial ¢ vai naturalmente ser integrada sobre
uma superficie m-dimensional: 1-forma L como integral de linha,
2-forma S como integral de superficie, 3-forma V' como integral de

volume. Para isso teremos que introduzir uma metrica e uma
no¢ao de integral.
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Sentido geometrico de uma 1-forma a 2d
& EX 9: Seja N =2 e a1, a2,a3 € AY(RY). Temos
a1 A (ag + a3) = a1 A ag + a1 A as, pois que

a1 A (az + ag)(u1,ug) = det < (agi—l[;sl)][uﬂ (GQC-L:ZL;)][W] > N

o () ] Y g ()

az[u1] ag|us] asglui] aslus]
& EX 10: Seja N =3, a1 = Adx e as = Bdy + Cdz. Entdo
a1 Nag = ABdx ANdy +ACdx Ndz = ABdx AN dy —ACdz A dx,
ou seja aj A agfu,v] = AB(ujvy — ugvy)+
Au1 Am )

AC(u1v3 — uzvy) = det ( Bug + Cuz  Bvy + Cug

& EX 11: Seja N =3, a1 = Adx e ay = Bdy + Cdz. Temos
a1 A as = —as A ay, pois que ABdx A dy
+ACdxNdz = —BAdy Ndx — CAdz Ndx = —(Bdy+ Cdz) AN Adz.
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Sentido geometrico de uma 2-forma a 2d

Seja w1 and wsy duas formas de grau impar. Entdo

w1 Awe = —w9 Awi. Em particular, seja w uma forma diferencial
de ordem impar, logo
WAWw=—-wAw,ie,w>=0.

& EX 12: Seja um fluxo w = 3dz + 2dy (cujo significado é: com
densidade 3 ao longo de e; e 2 ao longo de e3), e sejam dois

€2

1-vetores v = e; + 2e9 e w = e + eo.

Ent3o o fluxo ao longo de v vale w[v] =3 x 1+ 2 x 2 = T=numero
de linhas cruzadas por v, e ao longo de w é
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Sentido geometrico de uma 2-forma a 2d

& EX 13: Temos dx A dyle; A ez] = det(1 0|0 1) = 1. Sendo que
A2(R?) é unidimensional, admite dz A dy como unico elemento da
base, logo w(w) = k € R. Em particular dz A dy[u A v] =

det(u; vi|ua v2) = area (com sinal) do paralelograma (orientado)
gerado por u e v.

& EX 14: Seja v = 3eq + 2e3 e w = e1 + 3es.

1= A
St [t
: WHT]]

[/ =T ]
g [ ] ]

I / 1777717

Temos dz A dy[v A w] = |3 1|2 3| = T=# celas cobertas por v A w.
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Sentido geometrico de uma 1-forma a 2d com coeficientes

variaveis
Figura a direita: existem infinitas formas equivalentes : Seja
w = 2dz A 3dy = dx A dy. Temos wlv A w] =7 = w[2v A Jw).

& EX 15: Suponhamos agora que a forma tenha coeficientes
variaveis. Seja um fluxo w = xdz. A representagdo geometrica de
[x]dx com [z] a aproximagdo inteira de x é dada pela figura (fluxo
com densidade linearmente crescente):
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Sentido geometrico de uma 2-forma a 3d com coeficientes

constantes
& EX 16: Seja w = 2dy A 3dz e seja o plano v = ey A (—e1 + €3)
gerado por e e —eq + e3. Quantos tubos rectangulares na figura a
direita s3o atraversados por v? Resposta: temos que calcular o
fluxo atraves o plano: w[v] = |2 0]0 0] + |2 0]0 3| = 6.

€

v=e,p (-e; +e;) 2dy A 3dz
Observagdo:no caso de um plano horizontal: wle; A ea] = 0.
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Elementos e integrandos de linha, superficie e volume

& Vimos que os elementos de linha, superficie e volume s3o

dL =dz,dy,dz, dS = dx Ndy,dx ANdz,dy Ndz e

dV = dx N dy A dz. Portanto os integrandos de linha, superficie e
volume sdo entdo vdL = a(x,y, z)dx 4+ b(x,y, z)dy + c(z,y, 2)dz,
I'dS = A(x,y,z)dz Ndy + B(x,y, z)de Ndz+ C(z,y, z)dy Ndz e
f(z,y,z)dx A dy A dz. Serdo integrados numa curva, superficie ou
volume de R?, quando teremos uma nocio de integral.

& Vimos que, dadas as coordenadas (z,y), o integrando de area é
S = A(x,y)dx A dy, sendo dx A dy o elemento de area. O que é
que acontece se mudamos as coordenadas, i.e., se passamos de
(x,y) a (u,v) mediante as mapas = = z(u,v), y = y(u,v)?

Com o formalismo de célculo exterior acontece que é
extremamente natural, e automatico. Vejamos:
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calculamos: dx A dy = (x ydu + x ,dv)A
(Yudu + yodv) = z 4y vdu A dv + 2,y dv A du =

9 )
(T uYo — T pYu)duNdo = det(zy T o|Yy Yo)du Ado = agi,g

du A dv com J(zyluv) := ggzg; o jacobiano (com sinal) da

mudanca de coordenadas.

=

N

& Observacdo 1 : o produto A dd automaticamente a
transformac3do certa na mudancga de coordenadas, bem como o
sinal certo, sendo os elementos orientados.

& Observagdo 2 : no caso de um volume, teremos = = z(u, v, w),
y=y(u,v,w) e z=z(uv,w) e
dx Ndy A\ dz = J (zyz|luvw)du A dv A dw.
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L Diferenciacdo exterior

Diferencial exterior duma m-forma diferencial -1-
& Seja f: W — RN uma funcgdo CK(W), k > 1.

1. O diferencial exterior de f é df := ngjdxj, 1 <j < N, ou seja
por Riesz, df (z)[v] = Vf(x) - v (em Cartesiano).
2. O diferencial exterior da m-forma ¢ = fdz™* A --- Adz'™ é a
m + 1-forma d¢ := df ANdx"™ N --- Adz"™.
3. O diferencial de uma C*(WW) m-forma e definida por extensio
linear da definicdo anterior, i.e.
¢ = Z qﬁil...imdxil JANRERIVAN dl‘im,

17.“ b

dp= > di,.i,, Ndz" Ao Adzi

11, 5im
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L Diferenciac3o exterior

Diferencial exterior de uma m-forma diferencial -2-

& Observagdo: diferencial exterior (ou diferencial de de Rham) é
definido mediante o produto exterior A.

& EX 1: Seja A :=adx! € AL(R3). Logo B = dA = djada’
Adzt, ie., B = dyadx® A dzt + Ozadx® A dx'. Na base =3
escreve-se B = dzadz® A dz' — Oyadz! A daz?.

& EX 2: ¢ = fi(x)da’; logo dp = 0; fdx? A dx'. HE de ser
re-escrito na bas Z'.

& EX 3: w = g;j(z)dz’ A da?; logo dw = Oygijda® A da? A da’.

Ha de ser re-escrito na bas Eév
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L Diferenciac3o exterior

Produto interno em A™(M)

Seja w = w;dz’,n = njdx? € A1(R3). Definimos (w,n) = w;n;
(com soma em i).

Seja uma variedade diferenciavél M e TM = U, T, M o conjunto
dos planos tangentes em x € M.

Definimos (w, 1), = wi(z)n;(x)g" (z) (com soma em i, j) em

Ty M, com g;j(x) a metrica de M em z € M.

Definimos (w,n)s = Wi, .i,, i1, (x) em RY e, caso de uma base
orthogonal, (w,n)s = Wjy.jm (T)Niy iy () g1 () - - - gPmIm () em
T, M para x € M. Caso de uma base geral, (w,n), =

Wiy eoojon (TN iy, () det (dx®® - dadt)jy(z). Definigdo alternativa:
(Wi A Awm,m A s An) = det (Wi m))1<ge <
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L Diferenciac3o exterior

O lema de Poincaré

& Notamos f; := 0;f = g;;. Temos tambem f;; := 0;0; f.

DEM. Caso 1: m =0, logo

¢ = f,do = fida',dd¢ = f;;dz? Adx' = (invertindo os indices, j&
que sdo somados, e somando duas vezes a mesma quantida dividida
por dois) = 3(f;dz? Adx’ + fjda’ Adz?) = (pela antisimetria
de dx' Ndx?) = (fi; — fji)da! A dx® =0, pela regularidade de f.
Caso 2: m > 1, logo ¢ = fdz' A --- A dx'm,

dp = fdxd Ndxt A--- Adaim dde = %(f,jk — frj)da? AdzF
Adz™ A -+ Ndx'™. Se gk € {i1, - yimform>N—-1,=0
pelas regras de calculo exterior, sendo, = 0 pela regularidade de f.
QED.
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L Diferenciac3o exterior

A reciproca do lema de Poincaré

Seja ¢ € CF(W, A™(R™M)). A m-forma ¢ é dita
1. fechada se d¢ = 0.
2. exacta se i € CFHLH W, A™H(RN)): ¢ = dyp.
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L Diferenciacio exterior

Aplicagdo 1 de "dd = 0" (dominio simplesmente conexo)

& Seja U = uey +veg +wez e A = aey + bes + ce3, com
u,v,w,a,b,c €CY{W).

& Seja @ : A, (R3) — A™(R?). Por exemplo com m = 1,

U ®(U) = ¢ = udx + vdy + wdz. Na pratica, guardamos os
coeficientes e mudamos a base contravariante para a covariante
dual. Além disto, vale a reciproca ®~1(¢) = U.

& Temos d¢ = Oyudy N dx + O,udz A dx + Oyvdx A dy + Ovdz A
dy + Opzdx N\ dz + Oyzdy A dz. Re-ordenando os termos, sai

do = (0yz—0,v)dyNdz+(0,u— 0y z)dzNdx+ (0,v—0yu)dr Ady =
(curlU)1dy A dz + (curlU)2dz A dx + (curlU)zdz A dy.

& Ora, por Poincaré, sabemos que se d¢ = 0 ent3o existe uma
funcgdo escalar f t.q. ¢ = df = f;dz'. Mas, d¢ = 0 significa que
0 =& 1(dp) = (curlU)1e2 Aes+ (curlU ) ez Aey + (curllU)ser Aea,
logo curllU = 0. D'outro lado ¢ = df significa que ®~1(df) =
O1(fidx') = fie; = gradf = @~ H(¢) = U.
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L Diferenciacdo exterior

Aplicagdo 2 de "dd = 0" (dominio simplesmente conexo)
Acabamos de demonstrar que curlU = 0 = 3f t.q. U = gradf.

& Seja a 2-forma w = udy A dz 4+ vdz A dx + wdz A dy. Por
Poincaré, sabemos que se dw = 0 ent3o existe uma 1- forma

a = adx + bdy + cdz tal
w=da=(cy—b.)dyndz+(a,—cz)dzANdx+(bz—a,)drNdy =
(curlA),dy A dz + (curlA),dz A dz + (curlA).dz A dy.

& Temos dw = O, udx A dy A dz + Oyvdy A dz A dx+

O.wdz N dxdy = Oyudzx N\ dy N dz + Oyvdx N\ dy N dz+

O,wdx N dy N dz = (divU)dz A dy A dz = 0 implica divU = 0.
Mas, por Poincaré, w = da, i.e., por identificacdo de termos,

w = (curld),dy A dz+ (curlA),dz A de+ (curlA).dz A dy =
udy A dz +vdz A dx + wdx A dy, i.e., U = curlA. Acabamos de
demonstrar que divU = 0 = 34 € C(Q;R?) t.q. U = curlA.
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O operador dual de Hodge -1-

& Em A™(RR?®) temos duas familias de co-vectores de base com o
mesmo numero de elementos, i.e., A'(R?) e A%2(R?) tém 3
(dv,dy,dz e dy A dz,dz A dz,dx A dy) enquanto A%(R3) e A3(R3?)
tém 1 (1 e dz A dy A dz).

Gostariamos ent3o de ter uma bijeccdo entre A™(R?) e
A37"(R3),0 < r < 3: 0 mesmo é dado pelo operador dual de
Hodge *:

*xdxr = dy N dz,*xdy = dz N dx,xdz = dx N dy
*dy N\ dz = dx,*xdz A dx = dy,*dx N dy = dz
*xl=drx ANdy Ndz,*xdx Ndy Ndz = 1.

& Introduzimos a forma de volume Qy := +/|g|dz! A - A da?Y.
& Logo, se w € A™(TM) e n € AN=""(TM) entdo
wAn=kQn,keR.
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O operador dual de Hodge -2-

n = *n:Vw € A" (TM),wA*n = (w,n)N.

& Observagdo 1: %1 é unico (se existir). Ha de demonstar a
existéncia do mesmo (na cadeira de MMF). Com efeito existe e
tem a forma seguinte. Seja 1 = 1;,...;, dx™* A -+ A dx'™ (soma nos
indices repetidos). Entdo xn = mnil...imgim o gimim /|

€jrerjmimitjn AT A - A dxIN (soma nos indices repetidos).

Seja w,n € A" (T M). Entdo

(Wyn)2 = [yw A*n,
mediante uma boa nogdo de integragao.
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O operador dual de Hodge -3-
& EX1. xdz’ = ﬁgki\/|g|ekil..,iN71dﬂl A AdatN-1 = (o
indice k salta (k — 1) vezes para ir ao seu lugar, sem soma em
k)= (-1 k ! klv lg] N IN—1D)1%01 k1 Kigy1in— 1dﬂvl1 ARERRA

dz'N-1 =(mudando o nome dos indices repetidos, e sendo que dx*
significa que esta a faltar a forrﬁa\ dz*)
DE=tghi flgldzt A Adak A A da?.
Exemplo. em Cartesiano temos ¢'* = 6,3, e portanto saf
*dxt = (—1)i_1da:1 A Adxt A Adae™N. Assim em R3,
*dxt = dx? A da3, xdz? = —dat A dx3, xdx® = dxt A da?.

& Consideremos uma variedade com metrica definida positiva. O
seguinte teorema é demonstrado na cadeira de MMF:
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O operador dual de Hodge -4-
& EX2. Calcular xdz* A - Adaxl A--- Adax™~1. Vamos utilisar o
teorema anterior. Passo 1: -
g * da’ = (—1)E+1gli/gki\/Edaz1 Ao ANdxk A NdeN =
(=DEHLIE/gldat A Adak A AdaN =
(=D /Jgldzt Ao Adat A A daN.
Passo 2: aplicar x mais uma vez: gi; N — gli(—l)N_ld:L‘i
= (-1 gl xdzt A Adat A A da.
Passo 3: Sabemos pelo teorema anterior que
gri * *xdx’t = (ll)l(N_l)da:i, logo
*dzt A NdT A N daN = (fl)N_Lﬁglidmz.
& Exemplo em Cartesiano em R3:
*xdzt A dx? = (—1)373.1.63;,dxi = da®;
xdzt A dxd = (—1)3721.gda’ = —da?;
*xdr3 N dx? = — xdx? Ndad = —(—1)3711.6dat = —dat.
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LTe0|rema de Stokes e aplicagdes

O operador " pull-back” de uma forma diferencial -1-

Seja w : RM — A™(RM) uma forma diferencial de ordem m
definida em RM . Seja

F:McRYN 5 RM
uma fungdo C¥,k > 1, com 1 < m < min(M, N).

O pull-back (" puxa atras”) associado ao mapa F e aplicado a uma
m-forma diferencial, é definido como um mapa linear:

FF o A™RM) 5 A™(TM) :w — Flw
t.q. Vp € M, Yuq, - - up € TyM,

From)ur A -+ Atm] = W(F(p))[Du,F A -+ A Dy, F],

onde D,F = VF -v € RM ¢ a derivada direccional na direccdo v.
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LTeorema de Stokes e aplicagdes

O operador " pull-back” de uma forma diferencial -2-

& Para m = 0 temos F*w = wyF' = w o F (fungdo w composta

com F'). Logo o operador pull-back generaliza a composi¢éo de
funccoes as m-formas.

& O teorema seguinte é demonstrado na cadeira de MMF. Tem
um papél crucial na prova do teorema de Stokes.
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As 3 nogdes de integral

1. O integral indefinido, ou primitiva: F(z f f(&

2. O integral definido, sem sinal: f[a’;b] f(z )dx. compat|vel com
a nocdo de integral de Lebesgue. Tipicamente: area a baixo
de uma curva, massa de um corpo com densidade variavél,
sendo que ambos tem sinal positivo

3. O integral definido, com sinal: ff f(x)dx: compativél com a
nocdo de integral de Riemann. Tipicamente: trabalho
efetuado pela forca F' longo o caminho de a a b, sendo que o
trabalho tem sinal, e.g., serd negativo se for de b a a

Relagio entre as mesmas nogges
| [, f(@)de = F(b) - F(a) = —(F(a) —F(b) =~ [} f(x)da
I f;f(x)dm = f[a;b] x)dz e [ f(a)de = — f[a;b] f(z)dz
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Integral unidimensional orientado

& [ af(z)de = f[ab z)dr = limy 00 i f(@i)Az;, com
xo = a,x, = b, sendo que |Az;| = 0e >, Az < c < oo.
Portanto Ax; = ;11 — x; pode ser positivo (se x;+1 > x;) ou
negativo (se x;4+1 < x;). A quantidade f(z;)Ax; é o trabalho em
x;: pode ser um incremento positivo ou negativo (é uma energia).
& Introduzimos o mapa linear que a cada incremento Ax faz
coresponder o trabalho longo Ax:
wry : R = R: Az — w,(Azx) := f(z)Ax
Logo definimos o trabalho total como o integral da forma:

b b
[ we =[] f(x)dx
& No caso de uma curva v em RY com ponto inicial a e final b,
temos um mapa do plano tangente em z em R: w, : T,y C RY —
R: Az = (Axy, - ,Azy) = wi(Azx) := f(z) - Az
Logo definimos o trabalho de a a b ao longo de v = F([0,1]) como
o integral [ w, = fol f(F(t)) - F(t)dt, onde = F(t) € .
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Integracao de uma m-forma

A superficie S = Fy(U) = F(U) com F : U C R™ - W C RM
uma bijeccdo de classe C* e tal que DF é de rank m, com U, W
abertos. Sabemos que se S n3o for o grafico de F' entdo serd uma
unido de graficos F;(U;).

Seja w uma m-forma definida em W. Seja S uma m-subvariedade
de W. Seja {s'}1<i<m um sistema de coordenadas em U C R™,
{%}Kigm uma base local de S definida em U, e % ARREWA asim
o m-vetor "volume orientado” de U. O integral de w em S é
definido (quando o RHS estiver finito) como:

Jsw= fFﬁUW = Jy Flow = [ Fro(s)[gor A= A gom)ds’ - - ds™
= Jpw (F(s) [S5 A A ZEJdst - ds™ (por definicdo de Fw).
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Aplicacoes - integral de volume

& Recordar sempre que "uma m-forma vai ser integrada numa
variedade de dimeng¢dao m."”

& No caso de U = R, o m-cubo com centro 0 temos:
fsw—fFRw—fR NOLE A+ A Oy Fldxt - - - da™.

& Exemplo elementar: sejam = N = M, e seja

w(z) = f(x)dz* A AdaNdx' A--- A dx? definida num aberto

U. Temos U = © 1d;U, e 0;Id(x) = 0;x = e;. D'outro lado
de' A---NdxN[eg A+ Nen] = det] = 1, logo

/Uw@/IduUw:/UIdﬁw:/Uw(:c)[el/\--'/\e]v]dx:/Uf(a?)dx

& Nota (abuso de notagdo): O U nos 3 primeiros integrais é uma
superficie orientada, enquanto nos 2 ultimos é um conjunto de
pontos.
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Aplicacoes - integral de superficie -1-
& D'outro lado, mediante a identidade U (Q)
tambem a formula de mudancga de variavél:

[o@ [ o= [ G

com o Jacobiano orientado:

T(F(@)lw) = Sl = dzt A AdaN[O1F A+ A ONF]

& Exemplo: integracdo de um fluxo vetorial. Sejam =2e M = 3,
e ¢ = ple; + p2es + p3e3 = ¢le; um vector por integrar na
superficie S = F(U) C R? com (u,v) € U C R? as coordenadas.
Escrevemos F(u,v) = (z', 2%, 23) (u,v), e observamos que

da' A dzi [0, F A 8,F) = &z o) (0uF x 0uF) - (e % ¢;).

Do)

EX: do! A dz?[0,F A 0, F) = (0uF x 0,F) - (e1 x e3) =
(6uF X 8UF) €3 = (8uF X avF)g.

F(R), temos
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Aplicacoes - integral de superficie -2-
& Definimos o "elemento de area infinitesimal orientado”

dS = 5, F x 0, = 8, Fdu x 9,Fdv — d,F x 8y Fdudy.

: =~ s 4 _ OuFXOF
A orientacdo da superficie é dada pela normal V= [0 FXOF] pelo

que (fq = 7/ dS com o "elemento de area”
. O(z2,z3) 2 O(x3,z1) 2 O(x1,22) 2
ds = \/( O(u,v) ) + < O(u,v) ) + ( O(u,v) > dudv.

Definimos o simbolo €;;;, = 1 se ijk sdo uma permutagdo par de
123, = —1 se for impar, e = 0 se existem indices repetidos. Temos
a identidade €ijk€jkl = 20;;. Vale tambem e; X e = €;kl€].

A partir do vetor ¢ = ¢’e; definimos a 2-forma
w = ¢rdx?® N da? + $?dad A da'+ pPdat A da? =
1/2¢;1.0'dx? A dz* (com soma em i, j, k, verifica-se facilmente).
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& Recordemos a formula daz’ A dz*[a Ab] = (a x b) - (e; x eg).
Portanto temos o integral de superficie

Jsw= fFuUw = Jy Flw =

= [y w(F(u,v))[0uF A Oy Fldudv

= [y 1/2€ijx0'dz? A daF[0,F x 8, F)dudv =

= [y 1/2€3x0" (OuF x 0,F) - (e X ex)dudv

= fU 1/26ijk¢i(8uF X 8UF) . ejkleldudv

= fU 1/2¢i(8uF X Oy F)120;dudv =

= [, 6 (0uF x 0,F)idudv =: [4¢ - dS = fluxo de ¢ através S
(tem sinal!).

& EX: p=forca (vento, gravidade, electro-magnetica, etc.)

Seja f uma func3o continua e tome ¢* = fN' no anterior. Logo o
) ¢ g

integral de f em S é: [,¢- a3 = [ fdS com o dS anterior.
EX: calcular o baricentro de uma concha esférica.
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Teorema de Stokes -1- Caso de um N-retangulo
& Seja R, o N-retangulo de RY e OR a fronteira orientada de R.

DEM. A demonstracdo segue d/o\teorema fundamental do célculo:
considere w = >, widat A---dxt--- Adx e integre

dw = Ojwi(—1)"1Qx em R e w em IR, com

Qn :=dx' A--- AdxN. Basta integrar num produto Cartesiano de
segmentos [a;; b;] e vem

f[ai;bi] dw = i(wi(bi) — wi(ai)) = f@[ai;bi] Ww. QED.

& Lembrete: teorema fundamental do calculo:

Jo f(@)dz = f(b) = f(a).
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Teorema de Stokes -2- Caso geral

DEM. Pela comutacdo de d com Ffe pelo teorema anterior, vem
Jsdw = [prdw= [ Fldw = [, dFfw = [, Flw = Jrorw =
faFuRW = Jogw- QED.

& Utilisamos tambem a seguinte identidade/definicdo:

OFyR = F;OR, bem como o TFC: teorema fundamental do célculo
(mediante o teorema anterior).
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Aplicacdes do Teorema de Stokes -1-

DEM. Seja w = Pdx + Qdy. Por Stokes, [, w= [, dw =
J4(0yPdy A dx 4 0,Qdx A dy) = [,(=0,P + 0,Q)dx A dy =
Jrat (=0 P + 0,Q)dx A dy =

J4(=0yP 4+ 9,Q)dx N dyley A ex]dxdy = [,(9.Q — 9, P)dxdy.
QED.

& Em todo rigor o sentido de A nas linhas 1, 2 e 3 ¢ diferente do
sentido de A na linha 4, pois que no primeiro caso A é uma
variedade orientada, enquanto no segundo A é um conjunto de
pontos em R?. Na linha 3 aplicamos a mera definicio de integral
de uma forma.
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Aplicacdes do Teorema de Stokes -2-

DEM. Seja w = Pdx + Qdy + Rdz. Temos S = F,U,U C R2. Por
Stokes, [jow = [qdw = fFuU(E)yR —0.Q)dy N dz
+(0,P — 0, R)dz N\ dx +(0,Q — 0, P)dz N dy =
Sy (curlv); (O, Fdu x 0, Fdv); =: [¢curly - ds. QED.
& Lembrete: fFﬁU(ayR —9.Q)dy Ndz = [,(0,R — 0.Q)F*
dy Ndz[Z AN 2] = f[é(ayR — 0.Q)dy A dz[0,F A 0, F)dudv =
3
= [ (0yR - 0.Q) MFZLED) Gy = Jiy(curlv)1 (9, F x 9y F)1dudv.

o(u,v)
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Aplicacdes do Teorema de Stokes -3-

DEM. Iremos demonstramos mais do que a tese, i.e., conseguimos
provar a tese componente por componente. Seja wy = Pdy A dz.
Por Stokes, [, w1 = [, w1 = [, 0. Pdx ANdy A dz =

fV Oy Pdx N dy Ndz[ep Neg Aes] = fV 0, PdV. QED.

& E evidente que a tese segue uma vez efetuado o calctlo das 3
componentes, i.e. wy = Qdz3 A dx! e w3 = Qdx! A dz?.
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