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LApresenta(;éct da disciplina

Objectivos de aprendizagem

1. Téoria (partes A e B)

>

>

Introducgdo aos conceitos de base da geometria extrinseca:
curvas e superficies em R (com emfase em R?)

Analise local das propriedades geometricas: regularidade,
parametrizag¢3o, curvatura, vizinhangas e coordenadas
geodésicas; transporto paralelo

O conceito de geometria intrinseca (=curvas e superficies
como variedades diferenciaveis=sem ser conjuntos em
ambiente Euclidiano); variedades Riemannianas; curvatura de
Riemann, conexdo, torcdo; imersoes e mergulhos

Alguns teoremas classicos: teorema fundamental das curvas;
teorema egregium de Gauss; teoremas de Gauss-Bonnet;
teorema fundamental das superficies; Rigidez da esféra;
teoremas de Whitney
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Avaliacao

2. Pratica
» PO6r em prética a téoria realizando exercicios
» Aprender a calcular e a demonstrar
» Aprender a conceber uma resposta escrita e a partilha-la
oralmente; trabalhar em grupo e partecipar a dindmica da
turma

A avaliacdo tem 3 partes:
P> Exercicios: relatorios escritos e participacdo aos TPs e a
dindmica da turma (40%)
» Exame escrito, parte prética: exercicios vistos nos TPs e/ou
préximos dos exercicios feitos nos TPs (20%)

» Exame escrito de téoria (40%).
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Apoio e sessoes de esclarecimento

» Durante a aula de TP, depois das apresentacoes dos exercicios
(pode-se conversar além da hora prevista com quem o desejar)

» Quem partecipou a aula mas continua com dividas que n3o

foram solucionadas nas TPs pode solicitar uma reunido
particular
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Sugestdo de textbooks de apoio para a parte A

» Manfredo do Carmo: Geometria Diferencial de Curvas e
Superficies (existe uma versdo pdf em espanhol no link
https://www.academia.edu/38949108); deve existir versdes
portuguesas ou inglesas quer em pdf/ps/djvu no web, quer
nas bibliotecas. Este livro é a referéncia a nivel internacional
em geometria diferencial. Irdo encontrar todas as defini¢cdes
necessarias, e todos os enunciados dos teoremas classicos com
as demonstraces. Obviamente o livro contém mais detalhes,
mais exercicios e mais resultados do que veremos nas aulas,
mas aconselho a sua lida no acompanhamento dos meus
apontamentos.

» Christian Bar: Elementary Differential Geometry (Cambridge
university press)

» M. Umehara, K. Yamada: Differential Geometry of Curves
and Surfaces (World Scientific press)
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Sugestdo de textbooks de apoio para a parte B

» Manfredo do Carmo: Riemannian geometry (Birkhduser
(1992))

> B. A. Dubrovin, A. T. Fomenko, S. P. Novikov: Modern
Geometry — Methods and Applications Part |. The Geometry

of Surfaces, Transformation Groups, and Fields (Springer
(1992))
» Ph. G. Ciarlet: Linear and Nonlinear Functional Analysis

with Applications (SIAM-Society for Industrial and Applied
Mathematics (2013))
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Objectivos do curso
1. PARTE A: Geometria diferencial em R" (Feb-Mar-Abril 2023)

>

Curvas regulares em 3d parametrizagles; triedro e férmulas de
Frenet (revisdo). Hopf's Umlaufsatz (casos regular e iregular);
teorema fundamental das curvas.

Superficies regulares; bases locais curvilineas; simbolos de
Christoffel; curvas em superficies; cinematica das curvas;
geodésicas; mapa de Gauss; primeira e segunda formas
fundamentais; comprimento e area; superficies isométricas,
equilaterais e conformais; equa¢des de Gauss e de
Codazzi-Mainardi; teorema fundamental das superficies.
Curvaturas normal, principais, media e de Gauss; teorema de
Weingarten; teorema " Egregium” de Gauss; aplica¢do a
cartografia; caracteriz¢do dos pontos.

Interpretacdes da curvatura de Gauss; coordenadas geodésicas
(ou normais) e coordenadas das curvaturas principais.

Um teorema global: a rigidez da esféra: "uma superficie
isométrica a esféra é uma esféra” (evidente?).
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Objectivos do curso - cont.

» Teorema de Gauss-Bonnet na forma local, global e topolégica;
triangulagdes; caracteristica de Euler, género.

2. PART B: calculo diferencial em variedades diferenciaveis.
(Abril-Maio 2023)

>

>

>

Variedades topoldgicas e diferenciaveis; variedade metrizavél,
vetor e plano tangente; métrica e variedades Riemannianas.
Imersdes e mergulhos; teoremas de Whitney (forma super
fraca, cldssica e super forte), teorema de Nash-Kuyper.
Introducgdo aos tensores e ao célculo tensorial.

Derivacdo covariante de tensores; conexao; conexdo compativel
com a métrica (ou de Levi-Civita); simbolos de Christoffel;
torcao.

Curvatura de Riemann, de Ricci e curvatura escalar; simetrias;
identidade de Bianchi.

Formas diferenciais; calculo exterior; operador de Hodge,
operador " push forward”.

Integracdo e teorema de Stokes.
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Conteldo das aulas teoricas

PART A: Geometria das curvas e superficies em R?

>

>

Aula 1: Curvas planas e em 3d; triedro e férmulas de Frenet.
(14/2)
Aula 2: Teorema fundamental das curvas; ndmero de

enrolamento: classificacdo de curvas fechadas; teorema de
Whitney; Hopf's Umlaufsatz. (16/2)

Aula 3: Curvas em superficie em 3d; geodésicas; primeira
forma fundamental e comprimento das curvas. (23/2)

Aula 4: Superficies isométricas, equilateral e conformais; area
e angulos em superficies; segunda forma fundamental. (28/2)
Aula 5: Mapa de Weingarten; equa¢des de compatibilidade

(Gauss-Codazzi-Mainardi); sistema de Pfaff; compatibilidade
da métrica e da conexdo (Teorema de Levi-Civita). (2/3)
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>
>

>
| 2
>

Aula 6: Teorema fundamental das superficies. (7/3)

Aula 7: Curvaturas principais, media, de Gauss; expressao
explicita de K; caracterizagdo dos pontos. (9/3)

Aula 8: Analise de casos; expressdo explicita dos simbdlos de
Christoffel e de K; teorema "Egregium" de Gauss. (14/3)
Aula 9: Rigidez da esféra; geodésicas. Propriedades
variacionais das geodésicas; coordenadas geodésicas; métrica
geodésica. (16/3)

Aula 10: Interpretagdes da curvatura de Gauss. (21/3)

Aula 11 & 12: Teoremas de Gauss-Bonnet. (23 & 28/3)
Aula 13: Derivagdo covariante em superficies. (30/3)

PART B: Variedades diferenciaveis

>
| 2
>

Aula 14: Variedades topoldgicas e diferenciaveis. (4/4)
(Teste parte A. (6/4) )

Aulas 15 & 16: Imersdes e mergulhos. Teorema do rank
constante. (13 & 18/4)
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Conteldo das aulas teoricas

>

>

Aula 17: Teoremas de Whitney: forma fraca, cldssica, e forte.
(20/4)
Aula 18: Métrica e variedade Riemanniana. Isometrias e

teorema de Nash-Kuyper. Conex3o. Vetores e covetores,
tensores. (25/4)

Aulas 19 & 20: Conex3o compativel com a métrica; simbdlos
de Christoffel; derivacdo covariante de tensores; transporto
paralelo e geodésicas; torcdo da conexdo. Curvatura de
Riemann; identidades de Bianchi. (27/4 & 4/5)

Aulas 21: Comutador; definicdo de tor¢cdo e curvatura sem
coordenadas. Teorema egregium. Curvatura de Ricci e
curvatura escalar. (9/5)

Aula 22: Campos de Jacobi e aproximacdo da métrica pela
curvatura de Riemann. (12/5)
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PART C: Calculo exterior em variedades

» Aula 23 & 24: Célculo exterior: algebra de Grassman dos
vetores e covetores; m-formas diferenciais; diferenciagcdo
exterior; formas extatas e fechadas; operadore dual de Hoge,
push forward; integracdo. (16 & 18/5)

» Aula 25: Célculo exterior: teorema de Stokes (23/5)
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LAl Geometria das curvas

AULA 1 (14/02/2023)

Curvas planas e em 3d; triedro e formulas de Frenet.
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LAl Geometria das curvas

Uma curva parametrizada é um par (I,) onde v é um mapa
suave v: I C R — R"™ e I é um intervalo de R. A mesma ¢ dita
regular (v torna-se portanto, por definigdo, uma imers3o) se o seu
vetor velocidade ¢ := #(t) # 0,Vt € I.

& A condicdo ¢(t) # 0 significa que o ponto ¢(t) estd em
movimento em £. Sem esta condi¢3o existem poucas propriedades
genericas das curvas. Exemplos e contra-exemplos:

cusp ordinary double point
quadruple point
L L

Figure: (i) Curva n3o suave com velocidade nula num ponto; (ii) curva
suave com velocidade nula, sem tangente; (iii) curva suave com
velocidade nula, com tangente; (iv) curva regular com um ponto duplo
(existem duas tangentes); (v) curva regular com ponto quadruplo.
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LAl Geometria das curvas

Uma curva geométrica é um sub-conjunto de R™ que pode ser em
cada ponto, localmente, e num referencial bem escolhido,
representado como o grafico de uma fugdo.

=B e

Figure: A curva é globalmente geométrica, pois zoomando em torno a um
ponto qualquer pode ser representada por um grafico.

— %

Figure: A curva n3o é globalmente geométrica pois que v ndo € injetiva,
i.e., existe um ponto duplo; o pequeno segmento de curva é geométrica.

T
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LA.l. Geometria das curvas

Ligacao entre as duas nogdes
& A imagem f(I) da curva parametrizada d3d pouca informag3o:

@ ’
\
90, @
- v
%‘ t—3F 3 oo
-0 -0

Figure: (i) f : I =] — oo, +-00[— R? & injetiva, porem a curva n3o é
globalmente geométrica, pois que em cada compacto em torno ao ponto
de cruzamento asintético ha sempre 3 pedacos de curva desconexos;

(ii) Curvas regulares, com f(I) compacto, n3o injetivas, com tangente
partilhada, e com duas parametrizacdes diferentes

& Sem hipdtese suplementar, uma curva parametrizada regular
pode ser horrivel. Portanto introduzimos a no¢do de curva
"generica”: sem pontos > duplos e sem pontos auto-tangentes.
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LAl Geometria das curvas

Os dois primeiros invariantes

Seja ¢ : I — J um difeomorfismo (i.e., um homeomorfismo tal que
¥ e ¢! sdo diferencidveis), com J C R um intervalo. Logo, a
curva ¥ =~vo1 : J — R™ é uma reparametrizacido da curva v.
Uma vez que ¢ o ¢~ =1d, vale P )Ly~ =T, entdo i) £ 0 e
portanto 4 # 0, logo cada reparametrizacdo de uma curva regular
é regular. Além disto, se 1,0 > 0 (resp- < 0) a reparametrizagdo
preserve (resp. inversa) a orientagdo.

Seja 7 : [a,b] — R™ uma curva parametrizada.
O seu comprimento é dado por

= [P1a@dt, = (3,62)"? a0 e R

O mesmo é invariante por re-parametrizagdo (verificar em casa).
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LAl Geometria das curvas

Seja 7 : [a,b] — R™ uma curva parametrizada regular. Definimos
t s s(t) == [ ||3(r)||dr. Sendo regular, c(t) := $(t) := Ls(t) =
= ||5(¢)]| > 0, logo é crescente, entdo é invertivel; portanto

s> t(s) = s 1(t) com t/(s) := % ==1/5(t) e ¥(s) :=yot(s) é
uma re-parametrizagdo da curva, onde 7 : [0,!] — R™ com

[ := L(y). O novo pardmetro s é chamado abcissa curvilinea;

satisfaz 7/(s) = % logo tem velocidade unitéria: ||3/|| = 1.

Seja uma curva parametrizada pela sua abcissa. Definimos o vetor
tangente e = 7' = (e1,e2). O vetor normal é definido como
n = (—ea,e1). Sendo que e? = 1, temos e - ¢/ = 0, logo
€'(s) =+"(s) = k(s)n(s) com k a curvatura algebrica (i.e., com
sinal). Temos

K(s) = (7' x7")(exn) = det(v'[Y").  (x) = £|7'xv

//|
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LAl Geometria das curvas

DEM. Re-escrevomos (x) como x(s) = det(y/(s)|y”(s)). Consider-
emos a re-parametrizagdo (t) = y(s(t)). O resultado segue uma

vez que

det(y(t )Iv( )) = det(/(s(£))5(£)|7'(5)5(t) + 4" (s(1)) (3())%) =
= (5(t)) det(y/(s(t)) |7 (s(t))) pelas propriedades do
determinante; logo,

R(s(1)) = det(y/(s(t) |7 (s(t)) = TG — (1), sendo que

151 = $(t) |7/ (s(®)]| = (). QED. u
Nota: QED="quod erat demonstrandum”
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LAl Geometria das curvas

DEM. e —1|mpI|cae—fl‘;—ancoma6R Masv—dv:
fy(s)fl‘z = ec, Iogoe—%—lc i.e., ¥ = can + ¢e. Pelo Lema,

7 % 3] = [det(Y(B)[3(t))] = |x]c® = [lce x F]| = ¢*|al, logo o =
+|k|c. Sendo que n é escolhido t.q. a > 0, segue o resultado.
QED. [
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LAl Geometria das curvas

Temos 7 = a” + a com a componente tangencial a’ :=¢e e a
componente normal (ou centripeta) a” := (¢?/R)n, com

= o

O movimento de uma massa m ao longo da trajetéria (i.e., da
curva) 7 é obtido sem gasto de energia se a’ = 0. De facto, tal
movimento é associado com uma poténcia nula: ma - ce = 0. Em
dimens&o superior tais curvas sdo chamadas geodésicas (ver mais a
frente). Para além, temos expressdo afim de ¢ em fung3o de s, i.e.,

. 2 . —
c:th?:O, e, t=20
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LA.l. Geometria das curvas

Curvas em 3d. formulas de Frenet-Serret: abcissa

curvilinea
Seja v € R? uma curva regular. A posicio de z € v é dada pelo
mapa s — y(s), com s € J a abcissa curvilinea.

(1)

Define-se em primeiro o vetor tangente 7 := «/; tendo norma
unitdria, 72 = 1= (1,7 )gp=7-7 =0, logo 7 L 7.
Definine-se em segundo a curvatura num pontoda curva,

k(s) = |17 ()l = /" (9)]]

O vetor normal n é definido como o tnico vetor unitdrio n que
satisfaz 7/ = kn.

Um triedro € um conjunto de 3 vetores unitarios linearmente
independentes em cada ponto da curva. Define-se enfim o
triedro de Frenet-Serret no ponto ~y(s) como
{(s);7(s),n(s),b(s)} onde b:= 7 x n.

e E um exemplo de base movél curvilinea (no sentido em que
varia em cada ponto).
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LA.l. Geometria das curvas

Curvas em 3d. formulas de Frenet-Serret: abcissa
curvilinea e vetor de Darboux

(v) Derivando o vetor bi-normal obtemos
bV =7 xn+7xn" =71 xn': deduzimos que & L 7. D'outro
lado b = 1 == b’ L b. Portanto b tem de ser colinear
(paralelo) com n, logo existe s — £(s) tal que V'(s) = —&n(s),
onde o numero £(s) é chamado tor¢do da curva em ~(s).
(v) Pela relagdo n = b x 7, deduzimos enfim que, utilizando as
relagdes obtidas anteriormente, n/(s) = —r(s)7(s) 4+ £(s)b(s).
(vi) Finalmente, definindo o vetor de Darboux (ou "de rotagdo
infinitesimal”) w := &7 + kb, obtemos

’=wxrt, n=wxn, b =wxbh

(verificar em casa).
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LA.l. Geometria das curvas

Caso geral em R3. Segundo e terceiro invariantes

& Seja v € R? uma curva regular com parametrizacio qualquer e
pardmetro t n3o necessariamente abcissa curvilinea. A questdo é a
de definir um triedro de Frenet quando a abcissa é qualquer. Em
relacdo ao caso da abcissa curvilinea, a ordem das definicGes tem

de ser adaptado:
(i) Vetor tangente: 7(t) := @Eigu
(ii) Vetor bi-normal (ou "out of plane”):
b(t) = () x5(t)
BRRIGESIOI
(iii) Vetor normal:
5 (8) x3(1) x (¢t
n(t) = b(t) X 7(t) = s

; : — @ x5l
(iv) Curvatura: k(t) := EOIE

(v) Torgdo: &(t) := %
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LAl Geometria das curvas

Invarianca das curvatura e torcao geométricas

e Se 4 x4 =0, i.e., se a acceleracdo for paralela a velocidade,
logo a curva é localmente uma reta, e n,b podem ser tomados
qualqueis vetores unitarios ortogonais a e. Sendo, é evidente que
7,b e n sdo ortonormados, pelo que definem a base mével (de
Frenet-Serret) associada a curva. Falta verificar que x e &
coincidem com k e £ definidas anteriorment mediante a abcissa
curvilinea. E o objeto do lema seguinte.
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LAl Geometria das curvas

Matrix de Darboux
DEM. Seja F(t) = ~y(s(t )) Sendo por definicdo de s, ||7]| = |dt|

— A7 Y |
vemr=v =g =pyer =7"=pp + (g7 Temos
6] = Il x ] = [ 7 = @0l = &(0)] com & o= w05
Nos lembramos da identidade ||a - (b X ¢)|| = | det(a|b|c)]|

(a,b,c € R?). Logo, vem 7- (7' x 7") =7 - (kn X K(—KT + b)) =
R2ET - (n x b) = K2€ = |det(y', ", 7")] = [ det(y, 7, 7)I/[171I°.

uma vez que 'y = W mais um vetor colinear com 7, e d'outro

lado ~"” ” H3

& Seja a matrix F = (7|n|b)T. A representacdo de Darboux

T'=wxT7,n =wxneb =wxb pode ser re-escrita como

(verificar em casa)
dF
ds

0 x 0
=QF,onde Q:=[-x 0 &|. ()
0 ¢ 0
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LA.l. Geometria das curvas

AULA 2 (16/02,/2023)

Teorema fundamental das curvas; nimero de enrolamento:
classificacao de curvas fechadas; teorema de Whitney;
Hopf’s Umlaufsatz (teorema das tangentes girantes).
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LAl Geometria das curvas

Teorema fundamental das curvas

DEM. Tomemos F(0) = I. Logo a ODE sob forma de sistema
(matricial) (%) tem uma solu¢do tnica, nomeadamente o campo
matricial s — F(s). Mostremos que F é ortogonal: com efeito,
um vez que Q = —Q7, logo temos & (FI'F) = (FI)F + FIF =
=FIOTF+ FTQF =0, ie. FIF(s)=FLF(0) =1L

Portanto F(s) pode ser escrita como um triedro ortonormado
(7(s)|n(s)|b(s))T. Pela representacio de Darboux (%), a curva

~(s) ::/ 7(¢)d( torna-se a tnica curva procurada. QED. [ |
0
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LA.l. Geometria das curvas

Aplicacao as curvas planas
& Tomando &(s) = 0,Vs, a curva é dita plana (i.e., ndo sai do
quadro). Seja a curvatura s € [0,1] — k(s) € R. Sendo 7 plano e
unitario, notamos 7(¢) = €(©) = (cos ¥(¢),sin¥(¢)). A dnica
curva plana com curvatura K (néo necessariamente > 0) é dada

por v(s) = [T 7(C)dC = [ e Dd¢ com 9(C) = [$ w(t

Com efelto, 7(s) i=+/(s) = ¢'llo ® dt) e a tangente unitdria,
enquanto 7'(s) = ~"(s) = ir(s)e’ fo = n(s)r(s) onde o
vetor n(s) := ie'Jo 54 tal que n - 7 = 0 & a normal (desta vez,
definida sem ambiguidade como uma rotagdo de 7 de +90°).

& Sendo que 7(s) = ?(5) = (cos (¥(s)) ,sin (¥(s))), a funcio
9J(s) representa o angulo entre e, := (1,0) = 7(0) e 7(s), i.e., é 0
angulo entre a tangente

a curva e o eixo horizontal.

(na figura, a curva é re-nomeada v = ¢
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LAl Geometria das curvas

Grau, indice e nimero de enrolamento

Seja v uma curva fechada e suave, i.e. v(0) =~(1), v'(0) =+'(1)
(e todas a derivadas tambem coincidentes nas extremidades).

A curvatura total de + é definida como I := fol k(s)ds. O
nimero de enrolamento (ou nimero de voltas) de 7y é definido

mo i. :=
COmMo iy 1= 5.

DEM. Sendo que v/(1) = 7/(0)
= () = ¢1900) temos I() = @ @

9(0) 4+ 2km com k inteiro.

Logo, por (¥x), 9(0) =0 e L
K., = 9(l) = 2kr. QED. 0 (% =

(na figura i, = n.).
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LAl Geometria das curvas

& Seja uma aplicacdo f: S — S continua. Consideramos a
exponencial complexa exp : R — S (i.e., exp(u) = ™).

Pela continuidade de f e sendo exp localmente um difeomorfismo,
existe uma aplicagdo f*: R — R tal que f o exp = expof*.

O grau de f é definido como G := W.

Sendo que exp(f*(27)) — exp(f*(0)) = f(exp(2)) — f(exp(0))

= 0 temos necessariamente que Gy € um nimero inteiro.

& O grau representa "quantas vezes o circulo unitario é recoberto
or f."
por f =
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LAl Geometria das curvas

& O ndmero de enrolamento 7., de uma curva fechada regular ~ foi
definido a partir de parametrizacdes candnicas. Para uma
parametrizagéo qualquer, corresponde a nocdo de grau do mapa
f= ”7 : [0,27] = St, com [0, 27] identificado com S'. Portanto

temos no plano um terceiro invariante, 7., pois que i, = G 4 . Esta
EIR
invarianc3d por re-parametrizagdo n3o € a (nica: o indice de enrol-

amento é tambem invariante por difeomorfismos (p.e., rotagdo,
expansdo ou reflexdo) do plano e por homotopia de curvas:

& Porém n3o tém a mesma "forma”, i.e. n3o sio difeomorfas no
plano (por falta de homotopia mediante boas curvas, " genericas”)
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LA.l. Geometria das curvas

Classificacdo das curvas fechadas
& A classificacdo das curvas fechadas é ainda um tépico de
investigagdo ciéntifica (Arnold, V. (1994 b). Plane curves, their
invariants, perestroikas and classifications. Adv. Sov. Math.,
21,33-91.)
e O elemento chave ¢ a identificagdo de 3 invariantes (ditos de
Arnold) que s3o as "singularidades” das curvas: ponto triplos (St
para "strangicity number”), e 2 tipos de auto-tangentes (J* e J7):

e
: e ~>u<
=< -

- =<

%(

/
)\

\(
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LAl Geometria das curvas

Seja uma parametrizagdo periddica sobre [0, 27] de uma curva
7(t), plana regular e fechada. Seja p € R? um ponto do plano.
Definimos a aplicagdo f,(t) := ”2 YYE ;” Logo, identificando ¢ com

um ponto de S! (i.e., um vetor unitdrio e um angulo),

fp: St — St representa um "angulo” entre p e a curva.

e O indice de p com respeito a curva é definido como o grau de f:
representa "quanta curva pode ser vista de p, incluindo os
enrolamentos”: quanto mais longe p da curva tanto menor o
angulo, logo tanto menor a porgdo de S' percorida por f,.

e Em particular se p estiver no exterior da curva o indice vale 0 e
se estiver no interior vale un nimero inteiro conforme a sua
localizagdo nos nés: e.g., € igual & iy se p esta no interior do
ultimo né da curva. <
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LA.l. Geometria das curvas

Umlaufsatz -1-

& Seja uma curva plana regular, fechada e simples, i.e., injetiva,
parametrizada por t € I := [0,1] ~ S!. A partir do mapa

g(p,t) :== f,(t) definimos o mapa continuo A : [0,1] x [0,1] — S*:
h(tl,tg) = g(’y( ) t1> % set; <tge (tl,tz) 7é (0, 1)

e h(t,t) = \\38\\ se t = t1 = to. Falta definir h em (0,1). Por

continuidade e periodicidade, h(0,1) = lim;—1 h(0,t) =

lim 1 h(1,2) = =h(0,0) = gl = —7/(0) = (0,~1) ().

e Com s a abcissa curvill'nea, sabemos que h(s,s) = +/(s) = ?(®)
onde (s fo Q)d¢,0<s<1l=L(y).

° Portanto o nidmero de enrolamento de v é i, = %. Apesar de
sabermos que (1) é miiltiplo inteiro de 27, ndo é evidente
demonstar que vale exatamente +27 no caso de uma curva simples
geral. Notem que, se a curva for conexa, i.e., com as tangentes do
lado exterior, é facil demonstrar que a tangente gira de £27.
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LAl Geometria das curvas

Umlaufsatz -2-

& Para isto, precisamos de um resultado importante valido nos
dominios A do plano estrelados com respeito a um ponto zg
(significa que o segmento [zg, 2|,V € A pertence a A).

e Voltando ao h definido acima, suponhamos que h(0,0) =
=+/(0) = (0,1). Significa que

0(0,0) = 7/2 + 2kx  (OD).
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LAl Geometria das curvas

Umlaufsatz -3-
e Apliquemos o teorema de levantamento em
A= {(t1,t2) € R%2,0 < t; <ty <1}, logo obtemos um mapa
continuo 0 : A — S'.
& Definimos o nosso reférencial Cartesiano tal que v(0) = (1,0), e
de maneira que a imagem ~y(I) se situe inteiramente entre os eixos
verticais 1 = —1 e 1 = 1, e tal que y(t*) = (—1,0).

DEM. Step 0. Calculemos 27i, = J(1) — 9(0) = arg+/(1)—
arg~'(0) = argh(1,1) —arg h(0,0) := 6(1,1) — 6(0,0) =
(6(1,1) — 6(0,1)) + (6(0,1) — 6(0,0)).

Por () p.36 jé sabemos que 0(0,0) = 5 modulo 2k7.
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LAl Geometria das curvas

Umlaufsatz -4-

DEM (cont.). Falta determinar 6(0,1) e 6(1,1).

Step 1(6(0,1)). Pela definicdo de h, temos VO < t < 1, h(0,t) #
(1,0), ja que pelo absurdo, se h(0,t) = (1,0) entdo teriamos

7 (t) =1+ ||v(t) —v(0)|| > 1, uma contradigdo uma vez que a
curva encontra-se a esquerda de x1 = 1. Deduzimos entdo que
2km < 6(0,t) < 2(k+1)mr onde k >0 (A). Por (O) p.35, temos
h(0,1) = —h(0,0) = (0,—1), i.e., por (A)

0(0,1) = limy_,1 0(0,t) = 37+ 2k

Step 2. (6(1,1)). Analogamente h(t,1) # (—1,0) implica
m+2kr < 0(t,1) < m+2(k+1)monde k >0 (AA). Sendo ~y
fechada, temos h(0,0) = h(1,1) = (0,1) = lim;—; h(¢,1), logo,
modulo 27, vem 7 < 6(1,1) = lim;_,1 0(¢,1) < 37, i.e. por (AA),
0(1,1) = 2F + 2k

Step 3. Temos 27i,, =

0(1,1) — 6(0,1)) + (6(0,1) — 6(0,0)) = 7 + 7 = 2. QED. |
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LAl Geometria das curvas

Sugestdo de referéncias em teoria do grau / topologia

Brouwer
Degree

JAMES R. MUNKRES

e A propriedade 3f* t.q. foexp =expof* chama-se " path-lifting
lemma"” e se encontra no Lemma 54.1 do livro de Munkres.
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LAl Geometria das curvas

Hopf para curvas regulares por partes

Seja uma fungdo ¥ : [0,{] — R. Dizemos que ¥ tem variagdo
limitada se a quantidade "variacdo total de f,

—supZ|z9 (tiv1) — V()] < C < o0,

com o supremo tomado em todas as possiveis particdes de [0, ],
sempre que t; < t;41,tg = 0,txy = [. Para além existe o seguinte
resultado de aproximacgdo. Seja ¥ : [0,{] — R uma fung3o C! por
partes, i.e. é C! em todos os pontos excepto num niimero finito de
pontos {- -+ ,7;, Tit1,--- } entre 0 e [ onde ¥ é discontinua. Se
tiver variagdo limitada, ent3o existe uma successio de fungdes
aproximantes 5 € C*°([0,[]; R) tal que

|

! Ti+1
. / _ / .
jim | 0t = 3 / CLENT

onde [0;] é o salto de ¥ nos pontos de discontinuidade 7; de ¥.
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LA.l. Geometria das curvas

Hopf para curvas regulares por partes -1-

& Este resultado diz que se contabilizarmos os saltos junto com os
integrais nos pedacds onde a fungdo é derivavel, entdo a variagdo
total da funcdo é o limite da variacdo total das aproximantes, uma
vez que se a funcdo for diferencidvel, sua variagcdo total é mesmo o
integral VT'(9) = fol || dt.

e Se a fungdo f for diferencidvel com derivada limitada, ou com
derivada integravel no sentido de Lebesgue, entdo temos sempre
VI(f) = Jy £t

e A fungdo f(x) = 2?cos (%) é diferencidvel em R mas sua
derivada n3o é limitada na origem, logo ndo tem variacdo limitada
na origem; até ndo tem variagdo limitada em [0, 1].

e Se f tiver variacdo limitada, entdo admite em cada ponto um
limite a direita e a esquerda. O conjunto de pontos onde n3o é
continua é chamado conjunto de saltos. O mesmo é pelo mais
numeravel.
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LAl Geometria das curvas

Hopf para curvas regulares por partes -2-
e E facil verificar que se f é crescente, logo tem variac3o limitada.

e Um outro resultado é o seguinte: se f tiver variacao limitada,
ent3o ¢ a diferéncia entre 2 funcdes crescentes, cada uma com
variacdo limitada.

e Na demonstraco utilizeremos que ¥ = J — ¥ onde ¥ e U s3o
crescentes, logo com variacdo limitada. Para além, as
aproximantes tem uma decomposicdo similar e vale ¥ = hm Iy e
9 = limy_so U5 no sentido acima.
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LAl Geometria das curvas

Hopf para curvas regulares por partes -3-

DEM. Seja 7, curvas C! tal que ||y — Yx|lco — 0 quando k — oo.
Seja U}, o angulo entre 7}, e e;. Portanto ) é discontinuo em T, ct
por partes e com varia¢do limitada (j& que existe um ndmero finito
de saltos limitados). Logo por Hopf suave e pelo resultado anterior:
Vg := g — Uy € C([0,1]; R) existe tal que +27 = hm ﬂk(l)

! l
lim 79'( )dt = lim [ 94(t) — U} (¢ hm / |07, (t)|dt—

k—o0 k—oo Jo

i [0k -5, / POl 3,9~
Z/ [0 ()] dt— 52 |[9 |—Z/ (t)dt+ S, [0, —
> /m J'(t)dt — Y [9:] = 3, (0(tirr) — 0(t:)) + X;[63], onde

i
0; é, por convengdo, um angulo exterior. QED. [ |
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LA.Q. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.1. Curvas em superficies em 3d

AULA 3 (23/2/2023)

Curvas em superficie em 3d; geodésicas; primeira forma
fundamental e comprimento das curvas.
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LA.Q. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.1. Curvas em superficies em 3d

Superficie regular

Uma superficie regular de R? é dada pelo par (p, A) onde A C R?
é um aberto e p: A — R3 é uma funcio suave e injetiva tal que o
mapa inverso é continuo (i.e., ¢ um homeomorfismo suave).

Para além, o gradiente do mapa p tem também de ser injetivo, ou
seja, a matriz 3 x 2, Vp (com componentes 9,p;,
a€{1,2},i€{1,2,3}) tem rank 2 (i.e. p torna-se uma imersdo
suave e injetiva).

e O sub-conjunto bi-dimensional de R3, S = p(u,v) C R3,
(u,v) € A é chamado superficie regular parametrizada (i.e., pelo
par de coordenadas (u,v) € A).

e O ponto p = p(u,v) € S é chamado ponto posi¢do.
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LA.2. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.1. Curvas em superficies em 3d

e Esta definicao pode ser generalizada da seguinte maneira:
dizemos que S é uma superficie regular se em cada ponto p de S
existe uma vizinhanca U de p e um mapap: A — U onde A é um
aberto de R? que verifica as condi¢cdes de regularidades acima (i.e.,
é localmente uma imersio injetiva). dizemos que S é de classe C¥
se tais mapas tém regularidade C* para todas as vizinhancas em S.

O plano tangente a uma superficie regular Semp e S é o
sub-conjunto de R3:

T,S := {v € R? : existe uma curva regular v : I — S tal que v(0) = p

e v'(0) =v}.
e Tais vetores v sdo chamados vetores tangentes.

Portanto o plano tangente em p é o conjunto dos vetores
tangentes em p.
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LA.2. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.1. Curvas em superficies em 3d

Tome f: S — R diferencidvel (significa que fop: A - R
diferencidvel enquanto fun¢do de R? em R) e uma curvay: I — S
t.q. 7(0) = p. Notemos y(t) =: (z1(t), z2(t), 3(t)).

Temos a definicdo seguinte do diferencial de f em p:

3 3
s =120 3 o= 3 (050 ) £

|t=0

e O vetor ¥(0) := j:i(O)a%i € R? pertence por definicdo ao plano
tangente designado por 7),S e é expressado na base movél
{8%1-}19'33 (nota-se que 6%1_ ¢ apenas uma notac3o para o i.esimo
vetor de base pertencente ao espago Euclidiano 7},S. Para além, é
dito "movél" por ser definido em cada ponto p, i.e., ndo é uma
base fixa tipo Cartesianas), enquanto ¥(0) é visto como um
operador diferencial aplicado a f, que, com efeito, corresponde ao

diferencial de f na direc¢do 4, uma vez que df (p)[7(0)] := #(0) f.
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LA.2. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.1. Curvas em superficies em 3d

Cinematica de uma curva em superficie em R3 -1-
e Nota: ver 4(0) como um operador serd crucial nas variedades.
& Seja uma superficie bi-dimensional regular e suave
S = p(u,v) C R? parametrizada por (u,v) € A C R?: logo,
p: A — R3 é suave e injetiva com Vp de rank 2.
Sendo que p(u,v) = (z(u,v), y(u, v), z(u,v)), definimos
. op . op
Gu ‘= %Luzcst € gy ‘= % u=cst
dois vetores tangentes a S em P = p(u,v).
Notemos 0, = %,a € {u,v} = {1,2} e a matrix 3 x 2
Vp = 0yvp = (gulgv) (varias notagBes para o gradiente de p).
e Suponhamos que S seja orientdvel, i.e., que existe um campo
vetorial suave v que fica sempre ortogonal quer a g, quer a g,.
Logo, consideremos uma base local de R?, {gy, g», 7}, com v um
campo vetorial unitério e ortogonal 3 S. O mapav: S — 5% é
chamado mapa de Gauss (S™ designa a esféra unitaria de R"*1).
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LA.2. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.1. Curvas em superficies em 3d

Cinematica de uma curva em superficie em R3 -2-

& Sejat € [ — ~(t) C S uma curva suave de S. Portanto y(I) é
a imagem por p de uma curva plana (u(t),v(t)) C R?, i.e.,
v(t) = p(u(t),v(t)). Notemos w(t) := (u(t),v(t)).

e A velocidade da curva é

¢ (ult), v(t)) = (1) = g(t)

= (w-V)(pow)(t):
w10u(p o w)(t) + 20y (p o w)(t) =

alt)gu(w(t)) + 0(t)gu ().

e A acceleracdo da curva é

d . .
a(u(t),v(t)) == ge(u),v(t)) =5() = (w-V)(cow)(t) =
gy + UGy + UGy + 0§y = tigy + UGy + U2 0ugy + 120y gy + 2000y gy
B Gostariamos de decompor a acceleracdo numa componente
ortogonal a superficie, a”, e outra tangente a superficie, al' com

componentes a?, o € {1,2} = {u,v}. Temos duas abordagens:
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LA.2. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.1. Curvas em superficies em 3d

Geodésica em superficie em R? -3-

& Abordagem directo: Sendo 0,9y, Jvgy € Jugy = Opgy vetores
3d, expressamos os mesmos em funcdo dos vetores da base mével

gi ‘= {gayy}l§a§2 = {guagvv V}v ie.

0ags =Y _TEs0r,
k

com a, f € {u,v} ={1,2}, soma em k € {1,2,3}, e coeficientes

Fklg ainda por determinar (chamados simbolos de Christoffel).

e Assim, obtemos a decomposicdo da acceleracdo a da curva:
a=>(a%gs) + a’v com as duas componentes tangenciais

—w—i—ZI’wa o € {u,v},
7/81

e uma normal, a® := (1)*T'2, + (0)?T3, + 2003 .
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LA.2. Geométria extrinseca das superficie

LA.Z.IA Curvas em superficies em 3d

Geodésica em superficie em R? -4-

e Aplicacao: seja um ponto em movimento na superficie da
esféra de raio R ao longo de um paralelo; logo, tem um angulo
azimutal constante ¢ > 0. Suponhamos que tem uma velocidade
constante apenas tangencial ao longo da curva, i.e., v = V1

(V =cste, v-n=wv-v =0, onde n é o vetor unitario normal a
curva e tangente a superficie, e v o vetor unitario normal a
superficie).

Uma vez que ¢ = 0 (por ficar na curva com azimute constante) e
0 = V/R (por definicio da velocidade de rotation angular), sua
acceleracdo é @ = F§992n + Fggé%, ou seja, calculando
explicitamente os simbolos de Christoffel,

a=V?/(Rtanp)n+ V2/Rv.

Logo existe uma for¢a de atragdo azimutal (dirigida ao equador)
enquanto ¢ > 0. Esta forca é na natureza geométrica.
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LA.Q. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.1. Curvas em superficies em 3d

Geodésica em superficie em R? -5-

Uma curva numa superficie é dita geodésica se a componente
tangencial da sua acceleragdo é nula: a” =0, onde o € {u,v}.
Portanto a sua equagdo é

w7 + Z L zw® W’ =0. (%)

Vﬁ 1
o Notemos:

> (%) tem uma solugdo dnica dados w(0) e w(0)
> (%) re-escreve-se como: Y i’ 92 BowY | > as Dag® WP =
B ( 0 . 6 r _ B —
Zﬁc <#+ZaFaﬂc ) =: ZBC (V 0)5 = ch Cig =
c- (VYe?) =0, com ¢ a componente de ¢ na base local

curvilinea, definindo assim a derivada covariante de ¢, V¢,
mediante os simbolos de Christoffel I'.
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LA.2. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.1. Curvas em superficies em 3d

Geodésica numa superficie em R3 -6-
Algumas propriedades e comentarios:

> A velocidade é constante uma vez que
%CQ =2c-¢=2c-(a"v) =0.

» Sendo a velocidade ¢ constante, o elemento de comprimento
de curva satisfaz ds = ||§||dt = ||c||dt, portanto o pardmetro t
(o "tempo”) e proporcional a abcissa curvilinea.

> A poténcia necessaria ao movimento de uma massa pontual m
ao longo de v é ma - ¢ = m¢ - ¢, logo é nula numa geodésica:
diz-se que uma geodésica é a curva com menor "energia”

> Uma geodésica é uma curva que minimiza o comprimento
entre 2 pontos de S. A demonstracdo serd feita mais a frente.
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|—A.2. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.1. Curvas em superficies em 3d

Geodésica em superficie em R? -7- (matéria extra)

& Abordagem mediante a derivada covariante: definimos as
componentes da derivada covariante do vetor velocidade

¢ =Ugy + Vg, = c“gq (com soma em « € {1,2} = {u,v}),
nomeadamente cﬁﬁ da maneira seguinte:

Ogc = 05(c%gqa) =: cﬁﬁgk, com soma em k € {1,2,3}.
e Portanto a = (i - V)c = w’dgc = u‘;ﬁcﬁﬁgk. Logo a7 = wﬁcﬁﬂ.

e Vetorialmente: a7 = c“g, - cﬁﬁgg, pois que go - gg = 0aB €

c? = 1® s3o as componentes da velocidade na base local {g., g.}-
e O gradiente covariante V!¢ tem componentes na base local
curvilinea, sendo que Vpcl = (V') gy ® g = ‘(VFC’Y)k gy g~ =
(V) i@ g" = (V'e), g1 @ g% = 9jc'e; @ e/ = Ve onde V é o
gradiente Cartesiano. Portanto, temos a transformacdo "tensorial”
dict = (q)'(g"); (VI e),.
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LA.Q. Geométria extrinseca das superficie

L A.2.2. Primeira e segunda formas fundamentais

Métrica induzida e comprimento de uma curva

Sendo gu(t) := dap(w(t)), a € {u,v} com w(t) = (u(t),v(t)), i.e.,
Ju = Oyup € g, = Oyp, dois vetores independentes e tangentes a
superfice em p = p(w) = p(u,v), a métrica induzida (pelo
produto escalar Cartesiano de R3) é definida como o conjunto de 4
componentes dados pela matriz 2 X 2 g48 := go - 93, @, € {u, v}.

Consideremos os pontos p := p(w) e ¢ := p(w + dw) pertencentes
3 S. Questdo: qual é a distancia (em R?) entre p e q? Partimos
de p(w + dw) = p(w) + S22_, 6w*@ap + o([|0w]|) e calculemos

Ip(w+6w) = plw) | = /3% dwga - S5, 6wlgs+o(|owl]) =
\/Zi:l owege, - Z%Zl dwPgs + o(||dw]]). O termo principal é o

termo na primeira ordem, ou seja s := \/Ziﬁ:l Gapdwlowe.
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LA.Q. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.2. Primeira e segunda formas fundamentais

Primeira forma fundamental (ou métrica) -1-

Seja uma curva v : I — S. Seu comprimento é definido por

L(y) := [; W]l 4dt com a velocidade [Jw]], := Z Gapi®ui?,
a,f=1
obtida mediante a métrica g,4 induzida na superficie.

Calculemos a norma ao quadrado da veIocidade de 7( ) p(w(t)):
. 2

P2(t) = lgpowt)|® = Yo, dap G Zg | Osp =

= (gult + go?) - (guit + go¥) = E0? 4+ Gi* + 2F i

= Zi,ﬁq Gap®i? com E = gy - gu, G = go - o, F 1= gu - G-

e A ”primeira forma fundamental” é o mapa bilinear e simétrico:

]Il(a, b) = Faib1 + F(a1b2 + a2b1) + Gasgbo, (Va, be TpS).
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LA.Q. Geométria extrinseca das superficie

L A.2.2. Primeira e segunda formas fundamentais

Primeira forma fundamental (ou métrica) -2-
e Temos ds := |¥|dt, i.e., o elemento de comprimento ao quadrado
ds? := dp - dp é definido como o mapa quadratico definido positivo:

ds® =Ty [dw] = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,
onde dw := (du, dv).

Duas superficies regulares p: A > Sep: A — S s3o ditas
isométricas se as curvas imagem y:=pow ey = pow tém o
mesmo comprimento, i.e., se V.JJ C I e (para qualquer curva)

Vit e J— w(t) € A, temos L(pow(J)) = L(pow(J])), ou seja:

2 2

/ Z Japtr®iPdt =/ Z Gapwhdt, ¥J C I,
d O{,le J a,B:l

com gag = Oap - 85]) € gaﬂ = 0ap - aﬁﬁ .
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LA.Z. Geométria extrinseca das superficie

La22. Primeira e segunda formas fundamentais

Primeira forma fundamental (ou métrica) -3-

e Logo, para = := w(t), com escolhas de curvas particulares
w(T) =24+ (T —t)ey, w(T) =+ (T —t)ey, €

w(T) =z + (7 — t)(ey + €y), vem (pelo teorema do valor
intermédio), escolhendo o sub-intervalo J,, := [t — 1/n,t + 1/n],
dividindo por 2/n, e deixando n — oo

. n t+1/n
Voii(z) = hm 2/ Vo (w(r))dr =
t

—00
t+1/n

lim —~ \/rdT = +/g11(z), (etc. para as outras

n—oo 2 [, 1/n
componentes da métrica), pelo que a propriedade de isométria
equivale a:
9ap(®) = Jap (),
Ve =w(t) € AVt € 1.
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LA.2. Geométria extrinseca das superficie

La22. Primeira e segunda formas fundamentais

e Nota: o cilindro com métrica ds? = d(rf)? + dz? é isométrico
ao plano (onde ds? = d:z:% + dx%) i.e., se escolhemos no cilindro as
variaveis 1 = r0 e x9 = %z, obtemos a mesma métrica £ =G =1
e FF=0.

Como consequéncia, partilhem quantidades intrinsecas como
comprimento, angulo e drea.

& Uma métrica isothermal é definida como uma métrica tal que
F=0e E=G=M\u,v) onde X é uma func3o de u e v. Logo

@)= ("5 o)

e E uma métrica Euclidiana se A\ = 1.



e
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|—A.2. Geomeétria extrinseca das superficie

|—A.2.2. Primeira e segunda formas fundamentais

DEM. e O sentido "se” é evidente ja que L(7) = [ [|wl|ydt =

[; VEQ? + 2F 0 + Gi2dt = [, V02 + 02dt.

e No outro sentido: tome um ponto qualquer w(tp) € A e
considere o segmento t — w(t) := w(tg)+ t(cos a,sin ) com
a€eR, tgel e <t<b Porhipdtese, o comprimento de
p(w([0,0])) é igual a b.

e Toma-se o quadrado da derivada com respeito a b da igualdade
b= fé’ V/(E cos? o + 2F cos asin a + G sin? a)dt, logo vem

1 = Ecos® o+ 2F cos asin a 4+ G sin® a.

e Tome =0, logo E=1. Tome a=7/2,logo G=1=FE.
Portanto, para o qualquer, 1 = cos? o + sin? o + 2F cos aesina =
1+ 2F cosasina,Va, dai a tese, I' = 0. QED. [ |
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L A.2.2. Primeira e segunda formas fundamentais

AULA 4 (28/2/2023)

Superficies isométricas, equilateral e conformais; area e
angulos em superficies; segunda forma fundamental.



e
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I—A.2. Geométria extrinseca das superficie

LA.2.2. Primeira e segunda formas fundamentais

O elemento de drea numa superficie em ¢ € S é definido como

dS = ||dS|| = ||dpy x dp|| := [|Bup(q)du x dyp(q)dv||

g & &

= 19u(q) X go(q)|dudv = | g5 g2 g3||dudv =
1 2 3
9% 9% g

V(9293 — 9392)2 + (9lgd — g39)2 + (9lg2 — g2g})2dudv =

\/ dudv = \/det gopdudv = \/ EG — F2dudv.

Gu Gu  Gu - 9o
9v Gu Gv - Gv




R
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LA.Q. Geométria extrinseca das superficie

L A.2.2. Primeira e segunda formas fundamentais

Duas superficies regulares p: A > Sep: A — S s3o ditas
equi-areais se as superficies imagem tém a mesma drea, i.e., se
VB C A t.q. B é compacto, temos

/dS:// \/detgagdudv:dgz// Vdet gogdudv.  (A)
B B B

e Analogamente com caso anterior, definindo B := B(z,¢),
dividindo (A) por vol(B) e deixando € — 0, obtemos pelo teorema
do valor intermédio, que ser equi-areais equivale a identidade
puntual

| det gog|(z) = | det gopl|(z), Vo € A.
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L A.2.2. Primeira e segunda formas fundamentais

Sejam duas curvas vy :=pow e 1 := p o z pertencentes a 5,

parametrizadas por t € I. O dngulo x no ponto de interseccdo g

de v e n é definido como o angulo entr(e 0s d)?is(vetor)e/s tangentes

: d pow) -(poz

o o Leom” ) O = oy Lo

S22y Bap(w) - 35 Oap(# Z (w)(2')?
[(pow)|l(pez)] HPOU’”HPO@H

_ glw',2']

Vol wlgle onde gla, b] := Za,ﬁzl gaﬁaabﬁ = lia, b].

Duas superficies regulares p: A — S e p: A — S sdo ditas
conformais se as curvas imagem conservem o seu angulo nos seus
pontos de interseccao, i.e., se para cada duas curvas v := p o w,
n:=poz &€ S comintersec;ao g € Sey:=pow, fj:=pozE S
com interseccio G € S, temos x(q) = Y(q).
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|—A.2.2. Primeira e segunda formas fundamentais

DEM.
e A relagdo cos y = cosy implica

glw',2'] _ glw',2']
Vol w'lglz 2] /gl w5l 2]

i.e., g[W', Z'] = §[W', Z'] com os vetores unitarios ¥ := \/%
glyy

(mediante a norma ||y||g == \/9ly, y]).

e D’outro lado, sendo g uma forma definida positiva, escreve-se
mediante uma matriz definida positiva G, i.e. temos GX - X =1
com X unitario na norma induzidas por g. Escolhendo X e X os
primeiros vetores préprios ortonormados de G e G (nas normas
induzidas por g e g, respeltlvamente) temos

GX -X=1=GX -Xeportanto GX - X = \X2=GX - X

=AX2 = X = +¢X, com ¢ :=/A/\
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DEM. (cont.) Os segundos vetores préprios ortonormados Y, Y
verificam também Y = i\/,u/ Y, com p e fi os valores préprios
associados. Mas, sendo Y e Y uma rotacio de 90° de X, X,
temos necessariamente \/fi/u=(, eY = +CY.

e Ora, para os vetores W' e Z' temos W/ = aX + DY e

7' = cX +dY com a,b,c,d € R; mas também, W =aX +bY e
7' =éX +dY com a,b,é,d € R. Logo

GW'-7Z'=acGX - X +bdGY - Y, uma vez que GX - Y =0, i.e.
obtemos GW' - Z' = ac + bd. Da mesma maneira vem

GW' - Z' = aé + bd.

e Pela conformalidade, GW' - 7' = GW' - Z/, logo

ac+ bd = aé + bd.

e D'outro lado, se calcularmos explicitamente, pelas relacoes
X=+4(XeY =+CY, vem, GW' - Z' =

= G(aX +0Y) - (X +dY) = (2G(aX +bY) - (cX +dY) =
GW'-Z'=G(aX +bY) - (¢X +dY) = aé+ bd = ac+ bd =
G(aX 4+bY) - (¢X +dY), a dltima igualdade vindo da
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DEM. (cont.) ortonormalidade de X e Y.

e Sendo isto valido para qualqueis a, b, ¢, d € R, definimos
U:=aX +bY eV :=cX +4dY, pelo que a successdo de
igualdades implica (2GU -V = GU - V para qualqueis vetores
UV eR3.

e Dai, concluimos que (?G = G (verifica-se componente por
componente, tomando U = e, V = €1, depois U =¢e1,V = €9 e
enfim U = e,V = e2). QED. [ ]

& Um resultado crucial é o seguinte:

DEM. Sendo conformais temos pelo Lema 3C' > 0 : gog = Cgap
pelo que | det gog| = C?|det gap|. Logo, pela propriedade de
equi-area, necessariamente C' = 1. QED. [ |
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Um mapa cartografico é uma imersdo injetiva suave de um aberto
ACR?em S C{z:|x|| =R} (o globo). O Lema anterior diz
que num mapa cartografico ndo se pode haver quer as dreas quer
os angulos iguais as medidos na superficie do globo.

A demonstracdo completa requer

provar que n3o existe nenhum mapa

p: ACR? = S? isométrico, uma vez ’ 1@
que o plano e a esféra n3o tém a mesma " oonith e
curvatura de Gauss (vé& mais a diante o Teorema Egregium).

e A projecdo de Mercator

GALL-PETERS MERCATOR

preserva os angulos (i.e., as ‘

formas) mas n3o as areas en- - ‘ ’ ’
quanto a de Peters preserve as ‘ p
areas mas nao os angulos.
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Segunda forma fundamental

e J4 vimos que a acceleracdo de uma curva tem uma componente
tangencial e outra normal, i.e., a = a’ + a”v, onde a acceleracio
centripeda tem componente a” := 4TS, + 0?3, + 29T, com
3, =L:=0ugu vV =0u(gu V)= gu O =—gu-Ouv;

3, =N:=0,9, - V=—gy Ov; I3, =M :=0,g, v=

= —gy - Oyv. Dai definimos a curvatura normal em p(s) como

kin (p(5)) == |a”(s)| = L(u')? + 2Mu/v' + N(v')?

(com s, a abcissa curvilinea ). Portanto definimos o mapa
quadratico (ndo necessariamente definido positivo):

Iy[dw] := —dp - dv = Ldu® + Ndv? + 2Mdudv, (dw = (du, dv)),
associado ao mapa bilinear e simétrico "segunda forma
fundamental”:

Iy(a,b) :== Lajby + M(a1by 4+ a2by) + Nagba, Va,b € TpS.
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Férmula de Meusnier
e Interpretacdo: a 2.2 forma fundamental nos diz como a 1.2
forma (o comprimento de uma curva) varia com a normal a
superficie, i.e., como a superficie se afasta do plano tangente:
repare-se que se trata de um efeito na 2.2 ordem pois que, por
Taylor vem (o termo na 1.2 ordem é automaticamente nulo)

1
(p(u+ Au,v) = plu, ) - v = SL(Aw)? + o(Au?).
Globalmente o afastamento é dado por
1
(p(u 4+ Au,v + Av) — p(u,v))-v = 3 (L(Au)? + MAuAv + N(Av)?),

modulo um resto desprezavel.

& A formula de Meusnier é dada por

i (1(5)) = Loy (s)] = La(u/,v'),

e nos diz que a curvatura normal (apesar de ser uma acceleragdo
centripeda) depende apenas das velocidades no ponto.
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AULA 5 (2/3/2023)

Mapa de Weingarten; equacoes de compatibilidade
(Gauss-Codazzi-Mainardi); sistema de Pfaff; compatibilidade
da métrica e da conexdo (Teorema de Levi-Civita).
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La22. Primeira e segunda formas fundamentais

Invarianca por mudanca de coordenadas

) E F L M : )
& Seja A = <F G) e B:= <M N> as matrizes associadas

as primeira e segunda forma fundamental, i.e.,

I [dw, db] = Adw” - di, Tp[dw,dw) = Bdw’ - di,

e Seja o difeomorfismo "mudan¢a de coordenadas”

(a, ) = 9(u,v). Seja p:=po ¢(@,?) com ¢ := 1L, Seja

J = 8(g gg a jacobiana associada. As componentes da 1.2 forma
sdo I = 0 - 0ap = (upe + 0,p3) - (DupGe + Dup5e) =

E(24)2 4 2Fgg gz + G(%)Q, etc. com F' e G, i.e. matricialmente

A=79TA7. Da mesma maneira: B=J'BJ.

° Pa[a alem, temos det A = | det j[2detA e
det B = | det J|* det B.
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Mapa de Weingarten

& A matriz W := A~ B é chamada matriz de Weingarten. Sob
mudanca de coordenadas temos W = A~1B
=(JTAT) "N JTBT) = J'WJ. In particular det W = det W
e tr W = tr W. Logo W e W tém os mesmo valores préprios.

DEM. Seja as matrizes F := (gu|gv|V) € @ := (Our|0yv|v). Logo
FTF = <A O> e —FI'Q= (B 0 ) com a convencio a - b =

0 1 0 -1

~1
a’'b. Portanto —F1Q = —(FIF)LFIQ = (A 0 B _01> logo
Q=-F (V(;/ _01) i.e. a tese. QED. |
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LA.2.3. Teorema fundamental das superficies

Relacoes de compatibilidade da teoria das superficies -1-
e Em particular, um corolario imediato diz que {9,v, 0,v} sao
linearmente dependentes se e somente se det W = 0, uma vez que
{gu, gv} sdo linearmente independentes.

& Vimos que d,g5 = F’;ﬂgk (C) e por Weingarten que

OV = —Wpgagp. Sendo a superficie suave temos sempre

009~ = 0089y = 03ag-. Por exemplo, apliquemos isto a g,, e
identifiquemo os termos miiltiplos de gy, g, € v:

avugu - auvgu = Augu + Bugv +Cuyr =0, ie, 0= 8vrﬁugk+
Fguaﬂgk _8UF1ljugk’ - Fﬁuaugk =

—A,
_ ] 3 .
_(avrzu - a’urgu + szurgu + FZquU - FuuWUU - qurgu - FZuFZU
P, =Cqu

+P2uWuu) Gut Bugu+ 5 >
61)qu + Z Fgurza - 8urzu - Z Fguria
a=1 a=1
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Relacoes de compatibilidade da teoria das superficies -2-
e Isto implicaque Ay, =By =Cy,=0. De Ay =00u By, =0
obtemos a férmula de Gauss demonstrada mais a frente.

& Lembramos que as matrizes associadas as 1.2 e 2.2 formas

fundamentais sdo A = (aqp)as COM Gag 1= gag €
L M s 1 >
B — b — — uu uv .
b= (3 ¥) = (18 18

T
e Definimos as matrizes 'y := <<

v, a, 8 € {u,v} = {1,2}, ou seja

I 1 F12 —Wiy Do T5y =Wy
Py= |15 15, Wy | = Fgu ng —Wayy
r r 0

b’yl b'yQ 0 Yu yv
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LA.2.3. Teorema fundamental das superficies

Relacdes de compatibilidade da teoria das superficies -3-

e Mas, pelo teorema de Weingarten temos 0,v = —W3.,g3.
Definimos I'75 := Oyv - g7

ry, TY O g, r, I, T

¥3
e Logo, I'y = Fgu ng Oww-gy | = |5, T%, T (o),
A 0 s, T3, 0

ou, com os indices, (I'y);; = ng com i,j € {1,2,3}.

e Observemos agora que A, escreve-se como

Ay, = (0,1 — 0Ty + Ty, — Ty y)11 (verifica-se facilmente que:
(eru - Furv)ll — ZT(F};TFZ—A - Fqlm— 51) - Wleul + WluBlv
e Analogamente B, escreve-se como

Bu — (avru - aurv + F'L;Fu - Furv)21

e C, escreve-se como

Cu — (avru - aurv + eru - Fqu)?)l
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Relacdes de compatibilidade da teoria das superficies -4-
e Assim, o vetor (Ay|By|Cy) corresponde a 1.2 coluna da
seguinte matrix, I.e.,

(Au|Bu|Cu)T = (8vru =0y + Ty _Furv)ila (&S {17 2, 3}'
Logo as equagdes A, = By = C = 0 escrevem-se na forma
0= (0,Cy — 0Ly +T,Ty — T Ty)j1,  j€{1,2,3}

e Ora, se aplicarmos a compatibilidade também a g, (i.e., coluna
i2) e a v (i.e., coluna i3) obteriamos uma equagdo matricial,
chamada condicdo de compatibilidade de Pfaff:

0= (0T — 0Ly + TTy = LuLy)ij, 4,5 € {1,2,3}. (0)

Uma conexdo é simétrica se Ffj = F;“l Tal conexdo é dita sem
torcao.
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Equacoes de Gauss e de Codazzi-Mainardi -1-
& Seja F := (gulgo|v) e definimos  :=T, € R3*3 e
A:=T, € R3*3. Pela definicdo dos simbolos de Christoffel
Oagp = F’;ng e pela férmula de Weingarten 0,v = —Wpga93,
acabamos de demonstrar o teorema seguinte:

DEM. As duas primeiras identidades valem por identificacao de
termos; a dltima segue da igualdade Oy F = OpuF:

Oy (OuF) = FOLQ + 0y FQ = 0y(0pF) = FOLA + 0, FA, logo
multiplicando por FT segue a tese. QED. [ |
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LA.2.3. Teorema fundamental das superficies

Equacoes de Gauss e de Codazzi-Mainardi -2-
e Equagdo (G.C.M.) é chamada "condi¢do necessaria do teorema
fundamental das superficies”, ou "relacdes de compatibilidade das
superficies regular e suaves” (ou de Gauss-Codazzi-Mainardi). Ja
vimos as equagdes de Gauss (Ay = 0 ou B, = 0). Falta definir as
equacoes de Codazzi-Mainardi:

Escrevendo C, = 0 = (QA — 9,22 — AQ + 9, A)31, obtemos

OyL — 8,M = LT", + M(T?, —T%,)— NT?, (M.C.1).

Analogamente Cy = 0 = (QA — 9,2 — AQ + 9,7A)3,, donde

OyM — OyN = LT", + MY, —Tt,)— NIy, (M.C.2).

e Observacdo: Verifica-se que a componente 3« € igual a a3 e

que (QA — 9,2 — AQ + 9,A)33 = (BW )y — (BW )y, = 0. Logo
A, A, C,

(QA-0,0-AQ+0,A)=|B, By C,| =0 (G.CM.).
Cu Cy O
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Teorema fundamental das superficies (preliminares) -1-

Seja U C R™! um aberto conexo. Seja n — 1 campos matriciais
I, e CH{U;R™™), 1<i<n-—1

e Definicdo: as matrizes I'; sdo ditas compativeis se verificam
61Fk($) - 8kl“z(m) + Pz(x)I‘k(x) — Fk(:v)Fz(m) =0,VzeU, 1<
i,k<n-1.(0O)

e Nota: se n = 2 o sistema de Pfaff torna-se uma classica EDO.
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Teorema fundamental das superficies (preliminares) -2-

DEM. Calculemos 0n9sr = 0a(9s - 9r) = 0a9p - 9r + 93 - Oagr =

Zo’ (Fggga “gr + 95 - Fgm—go) = Zo‘ (Fgggar + FngBO') (*) Da
mesma maneira obtemos Jggar = >_,(I'G,90r + ', gas) € enfim

0r9ap = 20 (170908 + I'73900)- E um simples calculo obter
9agpr + Opgar — Orgap = 2>, L' 590+ Ora, basta multiplicar por
(97')7. Notemos que gUTg;Y1 = doy (= 1se 0 =7,=0 sendo),
logo 730, = I'}5, logo a tese pois g™ := (g7")7,. QED. [ |
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LA.2.3. Teorema fundamental das superficies

Teorema fundamental das superficies (preliminares) -3-
e Temos (x) = (L.C.). Vale também que (L.C.) = (%).
Com efeito, multiplicando e somando o membro a esquerda, vem
>0 L70908 = 25 3977905 (Orday + Oagry — 0r9ra) =
Zo' %575 (8Tga'y + aagﬂ"y - 'ygra) = % (87'904,3 + aagT,B - aﬁgTa) .
Invertindo « e 8 temos também - T'7 3950 = % (0r98a + 09ra
—0a9-3). Efetuando a soma, logo (x) segue pela simetria de gq3.

Seja uma métrica gag, @, B € {1,---n—1}em U CR"!, je,
uma matriz simétrica e definida positiva em U. Uma conexdo, i.e.,
uma familia de simbolos de Christoffel F’;B,k € {l,---n} édita

compativel com a métrica se os simbolos I‘Zﬁ e a métrica g,z
satisfazem a férmula (L.C.). Como consequéncia, a conexdo é
automaticamente simétrica, i.e., I";B = Fga, Vo, €{1,---n—1}
e satisfaz a EDO matricial 9-gap = 3, (17900 + I'70985) (%)
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AULA 6 (7/3,/2023)

Teorema fundamental das superficies.
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Teorema fundamental das superficies -4-
& Recapitulando, vimos que a relagdo (x) ou de maneira
equivalente (L.C.) é uma hipdtese sobre métrica e conex3o para as
mesmas serem mutualmente compativeis.
D’outro lado, por definicdo dos simbolos de Christoffel, uma vez
que temos uma base movél diferencidvel {gqs}1<a<n—1 vale
a’y(ga'gﬁ) = a’yga'gﬁ“_ga'aygﬂ = Zm(l—‘?agm'gﬁ"i'ga'r%gm) (**)'
& Temos pelo teorema de Weingarten
0y(93-93) = O0y(v-v) =2v -0y = —2v - Wgygs = 0.
Mas, também, 0y(ga - V) = OyGa - V + ga - Oy = Fia
Portanto obtemos, pela defini¢do () da matriz I,

0v(9igj) = > (T (gm-5)+T75(gi-gm)) (x5%), 4, 5, m € {1,2,3}.

m

— Was.

Para além, para generalizar (%), introduzimos a EDO matricial
Ovgij =Y _(TTigmy + T gmi) (x5 %), 1, 5,m € {1,2,3}.
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Teorema fundamental das superficies -5-
& Suponhamos que seja dado um campo matricial g,g, definido
em U C R ! simétrico e definido positivo, i.e. uma métrica, e
suponhamos que o mesmo seja compativel com uma conex3o, i.e.,
que verifica-se (x) em U. Gostariamos de mostrar que as matrizes
JaB € Yo - gp SA0 iguais, uma vez que sao ambas soluces do mesmo

sistema de equacdes diferenciais. Eo objeto do teorema seguinte:
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Teorema fundamental das superficies -6-

DEM. Chamemos G a matriz g,3 € A a matriz g, - g3-
Consideremos um intervalo de tempo I, um pardmetrot € [ e a
familia de todas as curvas regulares e suaves em U com
extremidades xg e x € U.

Definimos as fun¢des matriciaist — G:=Goyet— A= Ao~.
Definimos a matriz (I';)ap = I'fy, v € {1,2}.

Por um lado, (%) implica 4G =" 0:G%, =>4, (I';G + GI';).
Por outro lado, (%) implica %.A = A ([ A+ AL;)

(por definicdo dos simbolos de Christoffel).

Portanto, uma vez que G e A s3o solucdes da mesma equacdo
diferencial ordinaria, com a mesma condic3o incial

9a(7(0)) - g3(7(0)), necessdriamente os campos G e A coincidem
ao longo de ~. Logo pela arbitrariedade de v coincidem em tudo o
dominio U. QED. [ |
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Teorema fundamental das superficies -7-

.. Fa [e% - %
e J4 definimos I, := (( gﬁ) p V(I)/ 7) com v, , 8 € {u,v}
a{es

e Vimos que a condicdo de Gauss-Codazzi-Mainardi é uma
condic3o necessdria uma vez que temos uma superficie regular:
AQ+ 90,2 =QA +0,A (G.C.M.). A mesma é equivalente a
condi¢do de Pfaff (0) comn =3, ecom '} =Q ey = A.
Vamos demonstrar que a mesma é também condig¢do suficiente.



Geometria diferencial 89 /338
|—A.2. Geomeétria extrinseca das superficie

|—A.2.3. Teorema fundamental das superficies

Teorema fundamental das superficies -8-
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DEM. (i) Step 1. Fixemos um z( € U e consideremos a matriz
9o (o). Podemos escrever g,s(ro) = g2 - gg, o, €{1,2} (os
vetores gg podem ser obtidos tomando as linhas da matriz raiz
quadrada de gn5(z0)). Definimos: go(z0) = g2, a € {1,2}. Uma
vez que fizemos a hipdtese (G.C.M.), pelo teorema preliminar, o
sistema (de Pfaff) 0,F =T, F, v € {1,2}, com condi¢do inicial

T
Fl(xo) = (91($0)|92($0)|H21§7§Z”($0)) , tem uma soluc¢io dnica de

classe C2. Seja F a solucdo obtida.

(ii) Step 2. Ora, definimos o vetor g; := Fie (i.e., a linha i de F).
Tomemos a linha « da equagdo JgF =I'gF, i.e. dgga =

Yo T30 Foe +0saFse = >0 TG00 +bgags = D i Tk 30k (A).
Para além, por (A) e pela simétria da conexdo e de B, temos
089a = O0ngp. Pelo Lema de Poincaré aplicado a cada componente
de g, ecomn =2, ie., 85gf1 = agg, e h= (g%) € R?,
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Teorema fundamental das superficies -10-

DEM. (cont.) Vi € {1,2,3}, v € {1,2}, existe um mapa
p' € C3(U;R) tal que g,iy = 0,p’, logo um mapa p € C3(U;R3),
onde p = (p') tal que g, = d,p.

(iii) Step 3. Pela relagdo (A) vale (xx), i.e., 0y(9a - 93) =
om0 (9o - 98) + T05(9m - ga), o, B,y € {1,2},m € {1,2,3}.
Também, tomando todas as 3 linhas de 0gF = I'gF, vale (x x %),

(iv) Step 4. Demonstremos agora que go3 = ga - 93 = Oap - Ogp-
Para isto, tornamos a matriz A uma matriz 3 x 3 definindo uma 3a
linha e coluna g;3 = g3; = d;3 = (0|0]1)”. Logo pela existéncia de
uma conexdo compativel com a métrica, temos, por hipdtese,
879045 - Za(rgagaﬁ + F%Qaa) (*)7 «a, ,8, v, 0 € {1a 2}-
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Teorema fundamental das superficies -11-

DEM. (cont.) Ora, verifiquemos que vale também seu andlogo 3d
949ij = D (L0kgmj + T0hgmi) (k% %x), i, 3, m € {1,2,3}.

Com efeito, de um lado temos 0 = 0,g;3, e do outro,

S (g3 + T g,0) =

= > (T 0m3 + T gmi) = T2, 4+ 3 Tl gmi = byi—

> m GimWm~ = 0 pela simetria de A e B e a definicdo

W = A7'B. Logo, o acrescimo das terceiras linhas e colunas deu
lugar a equagdo trivial 0 = 0, pelo que vale (x x %) junto com

(% % %%). Portanto, estamos nas hipdteses do corolario de
Levi-Civita e concluimos que g;; = g; - g;, i.e.

GaB = Yo - 98 = OaD - 08D € giz = gi - g3 = 0;3 (lembrete: :=1 se
i =3, =0 sendo).

Em particular deduzimos que g, (« € {1,2}) é ortogonal a g3 = v.

Portanto, g3 = i||§1§g§u' mas com sinal ainda indefinido.
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Teorema fundamental das superficies -12-

DEM. (cont.) (v) Step 5. Determinemos o sinal e demonstremos

enfim que bog = Jnpp - % 0ngp - 93 € que p é uma

imers3o. Com efeito pelo step 4, temos que

Frr — <(ga ‘gﬁ)aﬁ (1)> — <(ga8)0‘3 (1)> é necessariamente,
ij i

por hipdtese, uma matriz definida positiva pelo que det FTF > 0
e assim det F(z) = ++/det FT F(x) # 0,V € U. Isto demonstra

ja que p é uma imersdo pois que (gq - g3)as tem rank= 2.
D'outro lado, det F(z0) = det (91 (20)lg2(0) | 72222, (g )) -
0 0
0 0V, _91%9>
(90 % 92)- ot | o
nula em todos os pontos, continua, e positiva num ponto,

necessariamente, det F > 0 e g3(z) = —i—”giigzn (z),Vz € U.

Enfim, multiplicando escalarmente (A) do step 2 por g3(x), vem
ba(z) = 050ap(@) - 93(x) = D3ga() - v(x)). QED. D

= ||lg? x g3]| > 0. Sendo det F uma fungio n3o
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AULA 7 (9/3/2023)

Curvaturas principais, media, de Gauss; expressao explicita
de K; caracterizacao dos pontos.
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Curvatura normal e seccional
& Vimos que, por construg¢do (férmula de Meusnier p. 70), em
cadape S,
/

kn(p) = Ia(u',0v) = —(W gy +0'gy) - (WOuv +0'0pv) = — -/,

pois que gy - Ouv = Oy(guy - V) — Ougu - v = —L, etc.

e Interpretacdo: Sendo L, M, N (bem como E, F,G) dadas na
a superficie S, a curvatura normal «,, da curva v em S, apesar de
ser o modulo da accelerac3o centripeda, depende apenas de 7' no
ponto onde for calculada, mediante a segunda forma.

Uma curva regular numa superficie é assintética em P se tem
curvatura normal, i.e. acceleragdo norma (i.e., centripeda),
evanescente em P.
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Curvatura normal e seccional

50 = S0,
a tese.
QED. H

DEM. Seja n(8) = SNII a curva seccional, com 3§
abcissa curvilinea, passando por p = v(sg) = n(50) e
t.q. '(80) = +/(s0). A parametrizagdo de -y é escolhida
t.q. so = So. Sendo 1’ unitaria, vem 1/ (s0)-1n"(s0) = 0.
Ademais, sendo plana, 7" (so) || vp logo 7'(so) - v, = 0,
dai integrando por partes, r,(so) = —7'(s0) - V/(s0) =
—1'(s0) -V (s0) = 1" (s0)-v(s0). Sendo () plana, logo
n"(s0) = k(s0)v(so), onde K é a curvatura de 1 em
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Curvaturas principais

& A curvatura normal em P = p(u(sg), v(so)) depende apenas do
vetor velocidade em P. Consideremos entdo uma rotacdo do
mesmo en torno de v. No plano de parametrizacdo, seja entdo 6 o
angulo entre wyj, := (u/(s0),v'(s0)) e o eixo-u no plano uv. Seja
(o, 8) € R?\ {0} tal que atanf = f3.

e Seja por convengdo p = (0) € S. Consideremos o vetor no
plano w'(0) = (o, 8) C A, com «, 3 € R.

DEM. Temos w’(0) = p(cosf,sinf), p > 0. Sendo s abcissa
curvilinea Iy [wh] = 1 = p?(E cos? § + 2F sin § cos § + G sin? §).
Mas k,, = Is[w)] = p*(L cos? @ + 2M sin @ cos @ + N sin? ). O

.. 2 T 2
resultado segue explicitando p“ e multiplicando por _%>,. QED. B
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Sendo 0 — &, (@) continua no intervalo fechado [—7/2, 7/2]
atinge o seu maximo e o seu minimo. As curvaturas principais sao
definidas como o minimo e o méaximo de («, 5) — kn(a, 5),
nomeadamente, K, := Kp(Qm, Bm) € kar = Kn(aar, Bar)-

Definimos agora a curvatura media H e a curvatura de Gauss K
empeEeS:

(xx)

2H := ki + K
K = kmkum

e Portanto k,, e ks sio solucdo de k> —2Hk+ K =0, i.e.,

kma = H+VH? — K.



R
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DEM. Calculemos os pontos criticos de («, 3) — kn(a, 3). Para
B:=La?+2MaB+Nj3?

isto, escrevemos k,, = logo nos pontos criticos

A:=FEa?+2FafB+Gp2 "
temos %% =0= %iﬂ", logo, multiplicando por A # 0,
Bo/A—(BA,)/A2=0=Bg/A— (BAg)/A? ie.,
By —kpAy=0=DBg—r,Apg.
Portanto, %(B —kpA) =0 = a%(B — kpA). Entdo temos de
resolver
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a(L — kpE)+ (M — k,F) =0
a(M — kpF)+ B(N — k,G) =0

L—rp,E M— kg, F .
M — i, F N—f@nG> —0e

DEM. (cont.) { A Unica

solucdo n3o trivial satisfaz det <

k2(EG — F*) + kp(EN + GL — 2FM) — (LN — M?) = 0,
obtemos (x x %), tomando em conta (*x).
A expressio em termos de W := A~ B segue de

G -F L M
W = detA<COfA)B = W (—F E > <M N) Pela

igualdade dos valores préprios de W e W, temos invarianca das
curvaturas principais e portanto de K e H perante uma mudanca
arbitraria de coordenadas. QED. |
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e O corolario do teorema de Weingarten pode ser reformulado na
forma seguinte: {9,v, 0,1} sdo linearmente dependentes sse
K =detW =0.

e No caso ortonormado temos F' = M = 0 e portanto

o (M5 ) s

IN
ol
S

I

Ql=

DEM. Sob uma isometria, p = p+ ¢ com () uma matriz ortogonal
(det @ = +£1) e ¢ um vetor constante. Logo (gu, g») € (Ouv, Opv)

transformam-se nos vetores (Qgu, Qgv) = (Gu, Gv) := (OuD, OuP) €
(Oup, 0y17), onde v := Qu verifica - §o, =0 e ||| = 1.
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O mapa de Weingarten (ou operador de forma)

Logo £ := gu - Ju = Qgu Qgu = Q"QE = B, L = —§u - 0,0
= —Qgu - Qv = QTQL = L, etc. A tese segue de (%x). QED.H

O mapa de Weingarten W : T,,S — T,,S é definido de tal maneira
que WX = W(zaga) = Waaags = ((gulgv) W) x, onde

X = (i”) e X = (gulgv)x = Tugu + TGy = TaJa-
v
Este mapa é auto-adjuncto, i.e.
uma vez que g(X,Y) =I;(x,y) = Ax -y, logo
L(Wx,y) =y AWx =y" Bx = Iy(x,y) =: L(X,Y),

logo é auto-adjuncto, pela simétria de Is.
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e Nota: a relagdo gWX,Y) =: L(X,Y) é as vezes tomada como
definicdo da segunda forma fundamental.

e Para além, a identidade I5(X,Y) =I;(WX,Y), pode ser obtida
pela relagdo dv = —Wdp, com efeito (aqui - estd para o produto
interno Euclidiano de R?),

—dv-dp(X,Y) = Wdp[X]-dp[Y] = dp]Y]-dp]WX] = dp-dp(WX,Y).

e Pelo seu caracter auto-adjuncto, existe uma base do plano

tangente tal que a matriz W se encontre simétrica.

Logo, existe uma transformagdo ortogonal do plano @ tal que
Km

QWQT = A = < 0 ) Seja (@[9)T = Q(ufv)T.
0 KM
e A férmula de Weingarten re-escreve-se:
(Oav|Osv)y = (auy‘avy)pQT = —(gu’gv)pWQT = _(gﬂlgﬁ)pQWQT
= (Kmgalkmgs)p-



e
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Essas relaces definem as diregOes principais em p:

em(p) = ga(p) € em(p) :== ga(p).

Uma curva v € S tal que Vp € v, 7, € paralelo & ep(p) ou en(p)
é chamada linea de curvatura (ou linha principal).

DEM. Seja (u]0) uma dire¢do principal, associada a curvatura
principal k. Por Weingarten temos i = (9,v|0,v)(u|0)T =
—(gulgo)W (al0)" = —k(gulgu) (@|0)", com § = (gulgw)(al)".
QED. |
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Equacao das linhas principais

o GL-FM GM—-FN L
Temos W = == _FL4+EM —FM+EN): 0go,

W (0]0)T = k(0|0)T re-escreve-se como

GL-FM GM—-FN AN 9 (AN
(—FL +EM —FM + EN) (v) = (BG =IOk <v> e
(GL — FM)i+ (GM — FN)o = k(EG — F?)4
(-FL+ EM)i+ (—FM + EN)Y = k(EG — F*)p
logo, multiplicando a primeira linha por ¥ e a segunda por @ e
substraindo, vem

(-FL+ EM)u? — (GM — FN)v? + (~GL 4+ EN)uv = 0, i.e.,
02 —ub
E F G|=0.
L M N

2
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Derivada direccional do campo das normais
& Definimos Dv := (0,v|0,v) e seja uma dire¢do do plano

tangente X := 240y + Tugy = (gulgv)x onde x 1= <i“> ©

v
gradiente de v é definido como

Gv
superficie. A derivada direcional de v na dire¢do X =+/(0) é o
vetor do plano tangente

Vv = Dv <9u> = OyV ® gy + Oy ® g,. Seja v uma curva na

Dyv = %y(u(t),v(t))‘tzo, X = 5(0) = @(0)gu + 9(0)gu, ice.,

(0)
(0)

e Podemos entdo definir a segunda forma fundamental como o
operador bilinear e auto-adjuncto £ : T),S x T,,S — R:

Dxv = Dv ( ) = (Dv)x = —(gugo)Wx = —~WX.
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L(X,)Y):=g(—Dxv,Y)=g(WX,Y).

Seja p € S. Calcule K(p) = det W (p). O ponto p é dito:

Elitico se K(p) >0,
Hiperbdlico se K(p) <0
Parabdlico se K(p)=0ely#0

Plano se Ihb=0

Umbilical se K(p) > 0e Ky =Ky

e Exemplos: O cilindro tem todos seus pontos parabdlicos, na
esféra sdo todos umbilicais.

e Se K #0, entdo e; # ey e e1 - e3 = 0, pelo que o referéncial é
ortonormado; logo neste referéncial, chamado referéncial das
curvaturas principais, ' = M = 0, e portanto k., = % e Ky = %
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AULA 8 (14/3/2023)

Anadlise de casos; expressao explicita dos simbdlos de
Christoffel e de K; teorema " Egregium” de Gauss.



e
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DEM. Sendo S compacta é um conjunto limitado, logo contido
numa bola de raio . Tomemos o infimo de tais raios, infr =: R
logo a bola de raio R é tangente a S em p. Por construcdo os
raios de curvatura de S em p sdo menores que R, logo as
curvaturas principais sdo maiores do que 1/R > 0. QED. [ |
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DEM. (ii) ja foi demonstrado e (i) segue de Ky, = ks = K
=H++VH? - K =H —+vH? — K. (iii) Pelo teorema de
Weingarten com W = kI temos k0up + Ozv =0 (W1) e

KOzp + Ozv = 0 (W2). Derivando em relagdo a © e @ e sendo que
Gﬁf,u — E)f,ﬂu =0= 8@{,]) — 8§ﬁp, vem 8&%9{, = 8{,/£gﬁ, pelo que

Kk = cst, uma vez que gz L gs. Ora, se k =0 entdo v = cst e
p(u,v) L v, logo S é contida num plano. Suponhamos  # 0.
Logo vem 05 (kp +v) =0 e 05 (kp + v) = 0. Portanto

p+ (1/k)v = cst = po, i.e., ||p—pol| = |1/Kk| = cst,, i.e, pé
esférico. QED. |
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DEM. Sendo que K # H? sabemos que Ky, # K sdo constantes.
Suponhamos kjs # 0 (mas £, pode ser 0). Por Weingarten

OuV = —KMGu € OuV = —KmGe, logo diferenciando,

OpOulV = 0y0uV = —KpOpGu = —KmOuGo = —KMOpOup =
—KmOuOypy. Ora, Ky, # Kk e portanto 9,0,p = 0 e entdo
p(u,v) = a(u) + b(v). Sendo regular, vale a’(u) # 0 e b'(v) # 0,
podemos supor que a’(u) - a’(u) =1 e b'(v) - b’ (v) = 1. Entdo
valem a”(u) L a/(u) e b"(v) L b'(v). Uma vez que 0 = F

= gu - g = d'(u) -V (v),Yu,v (A), diferenciando em ordem wu sai
b'(v)-a”(u) =0, logo deduzimos que a”(u) L ¥'(v), e portanto
a”(u) é paralelo a v(u,v) = da/(u) x b'(v). Sendo a acceleracdo da
linha de curvatura u +— a(u) paralela a v, é uma acceleragdo
normal, logo por Frenet-Serret, |a”(u)|| = kar ou = Kp,. Mas
também, pelo mesmo raciocinio, ||V (v)|| = Km ou = k.
Suponhamos ||a”(0)|| = kar > 0: isto significa que para u perto de
0, a/(0) é linearmente independente de a/(u), uma vez que a linha
tem curvatura ndo nula neste ponto.
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Pela relagdo (A), temos V' (v) L a’(0), Vv e para os tais u na
vizinhanca de 0, V/(v) L a/(u),Vo. Portanto, Ja(v) € R :
b'(v) = a(v) a'(0)x a'(u), Vu. D'outro lado, j& sabemos que
b’ (v) = o' (v) a’(0) x ' (u) é ortogonal a b’ (v) = a(v)a’(0)x
a'(u), dois vetores paralelos, logo necessariamente o/(v) = 0, i.e
b"(v) =0, i.e., ' (v) = cst = z e portanto b(v) = zv + zp, com
z 1 a/(u),Vu na vizinhanga de 0. Ent3o, p(u,v) = a(u) + zv + 2o,
i.e. trata-se dum cilindro em torno do eixo com orientacdo z e com
base a por¢do de curva a(u), uma vez que esta ultima é ortogonal
ao vetor constante z. Sendo que a velocidade da curva a'(u) é
ortogonal a um vetor constante numa vizinhanga de 0,
necessariamente a porcdo de curva é plana situada num plano com
normal v. A outra curvatura principal k,, é constantemente nula,
por ser a curvatura da reta zv + zy. Para além, a por¢cdo de curva
tem raio de curvatura constante igual a /1;41, logo a superficie é
uma porcao de cilindro circular. QED. |



e
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e Lembramo-nos da definic3o:
E:=g. 9u5,G=9v 90, F' = gu " go.

e D'outro lado,

Ougu = T119u + T390 + Ty, Ougo = Dlogu + T3ag0 + Tisv,
Dogu = Ougy € Opgy = T3ogu + 300, + v

e Logo, 30,F = gy - Ougu = ET{, + FT3,.

e Alem disto, FT1, + GT%, = 0ugu - 9 = Ou(gu * gv) — Ougv - Gu =
au(gu'gv)_avgu‘gu =6u(9u'gv)_ 500 (gu ) Oy F" — 18 E.
e Similarmente, 30, F = EFh + FFH $0,G = FT}, + GI'3,,
$0.E = ET}, + Fru, 10,G = FT1, + GT'%,,

e Enfim, ET}, + FI'3, = 9,F — 30,G.
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LTec)rema Egregium de Gauss

Expressao explicita dos simbolos de Christoffel

ry, i, 1}
& Seja a matriz I := < 12 22).
Iy T T3

e Re-escrevemos matricialmente os cdlculos acima como:

E F\ (TIy TIiy T3\ 1 OuE OE 20,F — 0,G
F G)\I}, i, T5) 2\20,F-0,E 9,G 0,G ’

pelo que obtem-se
1

~ 2(EG — F?)

G -F oE oE 20,F —0,G (s %)
—-F F 20,F — 0,E 0,G 0,G '

r

& Agora, podemos enunciar e provar o "grande” teorema de Gauss:
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Teorema Egregium de Gauss

e Observacao: Ao contrario, a curvatura média n3o é uma
quantidade intrinseca, pois depende da imersdo em R? (i.e., de ser
uma sub-variedade de R?), i.e., depende do campo das normais v.
Por exemplo o cilindro e o plano s3o intrinsicamente iguais mas
tém curvaturas médias diferentes.

DEM. Obtivemos as componentes Flﬂ, com a, 3,7 € {1,2}, em
termos de F/, F' e G e suas derivadas tangenciais. Faltam

L= F:fl,M = F‘;’Q e N := F§2.
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|—Teorema Egregium de Gauss

Demonstracao do teorema de Gauss

DEM. E suficiente mostrar que det Iy = LN — M? pode ser
exprimido apenas em termos de I/, F' e GG e suas derivadas
tangenciais. Calculemos Oyygu - gv = Oy(Ougu - gv) — Oubu - Ovgy =
Oy (OuF — %(%E) — Ouu - (nggu +I0p90 + F%v”) =

8y(0,F — 10,B) — L2 9, B — 19 (9,F — 0,E) — LN =

(O F — 10,B) — 172 L (G20,F — 0,G) — FO,G) —
2l E(0uF — 10,E) — LN ().

D’outro lado aLngu Gy = auugu “Gv = ?u(avgu : gv) - augu : augv =
142 E(0,G) 278, B9, G+G(0, E) 2

§8uG — 4(EG7F2) - 4(EG7F2) - M (..).

Ora, efetuando (ee) — (e), logo vem

2 2
detlly = LN — M2 = =% 4 2o | F(0aF,0uF, 0uG),
(av € {u,v}). Portanto vé-se que det I, e entdo K depende apenas

de E, F e GG e das suas derivadas tangenciais, a tese. QED. |
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|—Teorema Egregium de Gauss

Demonstracao alternativa do teorema egregium
e Lembramo-nos das equacdes de Gauss, e re-escrevemos A = 0
(cf. p. 75 & 76) como

8UFZu - aurgu + 0l — FZuFZv - LWuv - MWuu

uu— Vv
com o lado esquerda dependente apenas de E, F, G e suas

derivadas, por (% * *).
e D’outro lado temos

W_l G -F\/L M
 EG-F2\-F E M N’

(L(GM — FN) — M(GL — FM))
EG — F?

e portanto
8vrzu _8urgu+PZquv _PZUFZU -

_ —F(LN-M?) pdet B _
 EG-F?2 " detA
logo K depende apenas de E, F, G e das suas derivadas. QED. W

~FK,
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LTec)rema Egregium de Gauss
& calculando K mediante esta férmula no caso ortonormado, i.e.,

F = 0 obtemos (verificar em casa mediante manipulagdo de
((ee)-(®)) na demonstracdo do teorema de Gauss):

K = —ﬁ (8 (3L) + Ou (F)) Logo temos
—2FEGK = OwE + 0uuG + F(u,v)0,E + G(u,v)0,G (A), onde
F e G dependem de u,v atravéz de E,0,E, G, 0,G («a € {u,v}).

e Lembramos: .

2(EG — F2)

G -F o E oE 20,F —0,G (%)
—-F F 20,F — 0, E 0,G 0,G '

r=

e No caso F' = M = 0, re-escrevemos, mediante (x x x), as
equacdes de Mainardi-Codazzi em termos das curvaturas
principais: 0,L = L', — NT'?,, aiéE(E + %) = dUZE(nm + Kar)

e OyN = —LT%, + NI, = 8C(L 4 Ny = 8 (x5, + ry).

il
Q\Z
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LTeolrema Egregium de Gauss

AULA 9 (16/3/2023)

Rigidez da esféra; geodésicas. Propriedades variacionais das
geodésicas; coordenadas geodésicas; métrica geodésica.
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|—Alguns teoremas sobre superficies

& O lema seguinte servird na demonstracdo da rigidez da esféra:

DEM. No referéncial das curvaturas principais, k,, = L/E e
ky = N/G, e F =M =0, logo segue de Mainardi-Codazzi que

Oy L = a’JQE (Kkm + kar) € Oy N = (/im + kar). Introduzindo as

mesmas nas rela¢des O, (Eky,) = 0, L e 0u(Nkyr) = 0,G,

obtemos Edyky, = %L (ka — k), € GOukar = 258 (K, — kar).

Mas, Ovky, = 0 = 9y k, Iogok:M—k ou O, F =0=0,G. Caso

knt # km, vem 9,E = 25— 0,k € 0, G = — 25— Oukr

Derlvando mais uma vez, vem Oy, F = kM k Opvkm, € OuyuG =
kM k Ouukar, uma vez que 0, F = 0 = 0,G.

O resultado segue de (A) p.117:

—2EGK = 0pwFE + 0uuG + F(u,v)I7E + G(u,v)0,G. QED. N




e
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LAlguns teoremas sobre superficies

DEM. Sendo regular e compacta, sabemos que S admite um ponto
elitico, logo sendo K constante, temos K = k,,ky > 0, i.e., ky, é
uma funcdo decrescente de kj;. Sendo compacta, k,, um mapa
continuo e 95 = 0, k,, admite um minimo e kj; um maximo em
P e S. Logo, Opykm(P) > 0 e Oyykp(P) < 0. Pelo lema acima,
(kapr — k) EGK < 0. Mas EGK > 0, logo ks (P) = kp(P).
Para um ponto qualquer Q € S, temos kyr(P) > ky(Q) > km(Q)
> km(P) = kp(P), donde kp(Q) = kn(Q), VQ € S, logo todos
os pontos sdo umbilicais. Pelo lema anterior, S é ou uma porcao
de esféra ou um plano, mas como K > 0, deve ser contido numa
esféra. Ora, S é topoldgicamente fechado por ser compacto, e por
ser regular existe um homeomorfismo local VP € S num aberto de
RZ, logo S é topoldgicamente aberto. Sendo aberto, fechado,
conexo e contido numa esféra, tem de ser uma esféra. QED. |
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|—Alguns teoremas sobre superficies

e Nota: se U C X é conexo, é contido numa componente conexa
V C X;logo, V=UU(V\U), onde U e V\ U s&o abertos.

DEM. A demonstracdo é idéntica a anterior, pois que H constante
implica que k,, é uma funcdo decrescente de kj);. QED. |

DEM. Seja o homeomorfismo ¢ : .S — 3 uma isométria da esféra
S em X = ¢(9), logo ¥ tem a mesma curvatura que S, K = cst.
Sendo ¢ continuo e S conexo, compacto e sem bordo, ¥ é conexa,
compacta e sem bordo. A tese segue do teorema anterior. QED. H
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LCurvas e coordenadas geodésicas

Equacdes cinématicas das curvas geodésicas

e O termo "rigidez” vem da mecanica, pois uma esféra feita num
material flexivél mas ndo elastico ndo pode ser deformada, uma vez
que sem elasticidade n3o ha possibilidade nem de extensdo nem de
contraccdo das fibras, pelo que a deformacdo deve ser isométrica.

& Ja vimos as equacgdes das geodésicas

. Y * b= (4,0).
U+ Yo apwatis =0 () com = (& 9)

Ora, gostariamos de explicita-las mediante a relacdo que

obtivemos:
F G)\I'h, T, Th,

L(OEOE 20F-0,6)
2\20,F —0,E 0,G  0,G '
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LCurvas e coordenadas geodésicas

Equacgdes cinématicas das curvas geodésicas

Calculando, obtemos ent3o

Eii+ F = - (0,E4? + 0, Eud + 20,F* — 0,G0?)
Fii+ Gi = —5 (20, Fu* — 0, E4* 4 0,Giud + 0,Gi?)

De outro lado temos

FEi+ Fv = % (Bt + Fo) — 0,Eu? — 0, Eud — 0, Fut — 0, F1?
Fii+ G = 3 (Fi + Gb) — 0uFu* — 0, Fid — 8,Gut — 0,Go*'

e Portanto as equagdes das geodésicas sdo

4 (Bu+ Fo) = 1 (9,B4% + 20, Fub + 0,Gi?) (%)
4 (Fu+ Gv) = 3 (0,E4? + 20, Fud + 0,Gi?)’



e
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|—Curvas e coordenadas geodésicas

DEM. Sejap: A CR? — S, (u,v) = p(u,v) = (v,y,2) =

= (p1(u,v), p2(u,v),ps(u,v)). Por convencdo, escolhemos

P = (p1(0,0),p(0,0),p(0,0)) = (0,0,0) como origem do plano
tangente 7,5 = {(x,y)}. Seja P(u,v) =p— (p-v)v, a projecdo
de p € S em T,S. Sendo p regular, é invertivel localmente em P,
donde z = p3(u,v) = p3 o P~ (z,y) = f(z,y). QED. [
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LCurvas e coordenadas geodésicas

DEM. Acabamos de introduzir uma aplicacdo do plano tangente
empem S, ie p:(z,y) € 1,5 (z,y, f(z,y)) € S. Uma vez
que o plano é tangente, por defini¢do 0, f(0,0) = 9, f(0,0) = 0;
d’outro lado f(0,0) = 0 por convengio, e entdo e; := J;p(0,0) =
(1,0,0), ez := 9yp(0,0) = (0,1,0). Logo, V¥ € T,,S, 3¢, n € R,
t.q. ¥ = &e1 +nez. Tome u =z e v =y, localmente em 7,S.
Ora, basta resolver o sistema (J %) com as condigdes iniciais
(z,9)(0) = (&) e (z,y)(0) = (0,0). A solugdo é tnica num
intervalo de tempo I, e (z(t),y(t), f(z(t),y(t))) é a Gnica
geodésica pretendida. Em P, vale E =G =1¢e I'=0, pelo que a
métrica é Euclideana. QED. [ |

& Lembramo-nos das equacdes das geodésicias

W + Z I7zu0” =0 ().
=1
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Geodésicas como curvas otimais -1-

& Vamos mostrar que (%) (ou (x) p.122) representam as
equacdes de Euler-Lagrange do problema variacional

MIN /a ’ ds(t) :

i.e., minimisar o comprimento de uma curva entre dois pontos
fixados.

‘EquagBes de Euler-Lagrange
Seja A(z(t)) == ff L(t,x(t),y(t))dt com z € R3 e y(t) = i(t).

O minimo do funcional A com respeito a todas as curvas
admissiveis com dados limites as duas extremidades fixadas

P =2z(a) e Q@ = x(b) é obtido resolvendo as equagdes de
Euler-Lagrange associadas ao problema de minimizagao:

0 = Vo L(t, (t), i(t)) — %VyL(t,x(t),nb(t)). 0)
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LCurvas e coordenadas geodésicas

Geodésicas como curvas otimais -2-

Definimos o lagrangiano como elemento de comprimento

Ldt = ds(t) = \/gapz®iP(t)dt. Queremos mostrar que é

equivalente procurar os minimos do funcional fab L2(t, (t), #(t))dt.

e Com efeito, calculamos MIN f: L2dt. As equacdes
correspondentes de Euler-Lagrange sao

0= V,L2(t,2(t),2(t) — 4V, L2(t,z(t), 2(1)), i.e.,

2LV,L — 4(2LV,L) =2L(V,L — 4v,L) — 22Lv I Portanto
coincidem com as equacdes correspondente a minimizacdo de

_ - dL _
Ldt = ds se conseguissemos provar que 7 = 0.

e Mas, é uma propriedade das solucdes de E.-L. chamada
igualdade de energia, que () = L — &7 g;,0,0 L = cst.
Aqui, com L? no lugar de L, vem

L? — :ichmayoLQ =—1%=cst = % =0.
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LCurvas e coordenadas geodésicas

Geodésicas como curvas otimais -3-

e Esta ultima propriedade é que nos permite afirmar que MIN

[P L2dt=MIN [" Ldt, uma vez que ambas satisfazem (CJ).

e Portanto calcular MIN ff ds(t) é equivalente a resolver ([J)

que a sua vez é equivalente a resolver 0 = 9,~ L? — %walﬁ com
L2 = (/(1)* = Y 5 Gasi i (1)

e Basta explicitar esta ultima, para obtermos a equacao

> %gm(&ygag — Oagvp — 03Gary)i%3P = &%, i.e., pela relagdo
de Levi-Civita (L.C.) 0=3"+ >, 5 Fgﬁjzaa}ﬁ, i.e. obtemos as
equacles das geodésicas (). Desta vez, as condi¢Bes limites sdo
de contorno, i.e., z(a) = P e xz(b) = Q). Temos entdo existéncia de
uma solugdo s — x(s) tal que z(a) = P e z(b) = Q.

e A mesma tem velocidade 2'(a) em P. Ora, vimos que existia
localmente uma dnica geodésica com z(a) e z'(a) fixados, logo a
nica geodésica é s — x(s), localmente numa vizinhanga de
Pes.
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LCurvas e coordenadas geodésicas

Geodésicas como curvas otimais -4-

e Além disto, ja que % = %é(t) =0 temos " L +".

& Acabamos de provar o seguinte resultado:

e A palavra Riemanniana serve para salientar que a conex3o (os
simbolos de Christoffel) é Riemanniana (ou de Levi-Civita), uma
vez que o resultado aplica-se também as variedades Riemannianas.



e
Geometria diferencial 131/338

LGeometria intrinseca das superficies em R3

LCurvas e coordenadas geodésicas

e Com as notacdes do Lema anterior, identificamos um ponto

Q@ € S, situado numa vizinhan¢a de p (que pode ser tomado como
igual a P, origem do plano tangente em p, cf. demonstra¢Ges
anteriores) com as coordenadas (r, ), onde r ¢ a distancia
geodésica entre () e P, definida como a minima distancia entre P
e Q em S e é obtida mediante a resolu¢do da ODE (x).

e O angulo 6 ¢é definido como o angulo entre e; e o vetor tangente
(a velocidade) em P.
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e Seja Q' :=Q — (Q - p)vp a proje¢do de @ no plano tangente em
p, esejar—1r'(r):=|P—Q. Temos liH(l) lr —7'(r)] = 0.
r—
e Sendo que a superficie nesta vizinhanga é localmente um grafico,
o ponto () escreve-se na base {e1, ez, v} como
Q = p(r,0) :== 1" cosbe; + 1" sinfey + fo(r,0)v, onde
fo(r,0) = f(x,y) = f(r' cosf,r’ sind).
e Portanto o primeiro vetor tangente a geodésica em P é
gr(r,0) := 0,p(r,0) = 8,1’ cos ey + 0,1’ sinbes + O, fo(r,0)v.
O segundo vetor da base é
go(r,0) := Ogp(r,0) = —r'sinfey + r’ cos ey + D fo (1, 0)v.
o Seja E=g,-gr, F =gr-g0, G=go-go=:h*(r,0).
O elemento de comprimento, i.e., a métrica associada é:

ds? = A(dr|d®)T - (dr|df) = Edr* + 2Fdrdf + h*(r,)d6>.
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|—Curvas e coordenadas geodésicas

AULA 10 (21/3/2023)

Interpretacoes da curvatura de Gauss.
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|—Curvas e coordenadas geodésicas

Métrica geodésica

DEM. Sendo 7 + p(r,#) uma geodésica, logo £ = 1. Pela 2.2
equacdo da geodésica (w" = w? = ): W + > 3 Fnﬁwawﬁ =0,

temos 0 + T3,72 + 3, T2,1*6, mas § = 0 na geodésica, logo
I'?, =T% = 0. D'outro lado, vimos (cf. p.112) que

0.E = 2(ET}, + FT?%)) e portanto I'}; =T7, = 0. Tivemos
tambem 0, F — 1/20yE = FT}, + GT'3, =0, i.e. 9,F =0, logo
F = F(0) mas também por definicio F' = 9, fQOyfq. Pela relagdo
Vf(0) =0 (prova do corolario p.125) vem lim; 04 0 fg = 0 =
lim, 04 Og f € entdo F = F(H) = lim, _,¢+ O, anng =0, uma
vez que F' é constante em r. Também, lim,_,o+ h(r,0) = 0.
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As duas dltima relacdes devem ainda ser demonstradas. Sendo
E,F e G as componentes da 1.2 forma expressadas na base
{e1,e9} em P vimos que det A = EG — F? = G = det A|J|?

= (EG — F?)|J|?. Segue entdiode E=1,F =0 que h =G =
Vdet A = |g((fg)) IVEG — F2 = r\/EG — F2, logo a tese quando
tomemos r — 0T, uma vez que pelo corolario anterior (p.124),
vem lim,_,o+ (EG — F?) =1 (= valor em P). QED. |
e Portanto a métrica geodésica é: ds? = dr? + h%d6? e temos
lim,_,o+ ds? = dr? = dx? + dx3. Desta forma, reparemos que a
métrica geodésica expressada em coordenadas Cartesianas em P
(i.e, na origem do plano tangente em P) é

cart

A(0) = Ageod(o) = ((1] (1)) Pela expressdo explicita dos

simbolos de Christoffel (p. 117) obtemos imediatamente que em
P, vale F%(P) = 0. E esse o sentido da métrica geodésica:
aproxima a métrica Euclidiana numa vizinhanca de cada ponto
(sendo diferente em cada ponto).



Geometria diferencial 136 /338
LGeometria intrinseca das superficies em R3

LCurvas e coordenadas geodésicas

Mapa exponencial e coordenadas geodésicas
e Ent3o dizemos que em cada ponto, se escolhermos as
coordenadas geodésicas, quer a métrica (I; ou A) quer a conexdo
(i.e., a nog3o de gradiente) sdo Euclidianas no ponto e
quase-Euclideanas numa vizinhanga.

e Fora da origem, conforme a expressdo explicita dos simbdlos de

Christoffel, temos em coordenadas geodésicas: 0 =17, =17, =
r =TY% =0, enquanto a ndo nulas sdo I'j, = —gad«c = —ho,h,

rf, = % = a;lh, eI, = %"GG = agTh, sendo que G = h2(r,0).

e Vimos a existéncia local da geodésica =, com velocidade inicial
um vetor arbitrario v do plano tangente a S em p. Mediante uma
mudanca de pardmetro e um escalamento de v podemos supor que
a mesma é definida no intervalo [0, 1]. Para além, sendo a
geodésica a curva que minimiza a distancia entre dois pontos,
podemos supor que existe uma vizinhanga U de p tal que todos os
pontos de U sdo atingido por uma Unica geodésica partindo de p.
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Logo, Vg € SNU existe uma velocidade associada v = 4(0) € T),S
a partir da qual temos a Unica geodésica entre p e q, t — 7, (t),
definindo assim as coordenadas polares geodésicas (r, ) de um
ponto qualquer ¢ € U, onde r € a distancia geodésica entre p e g, e
6 é o angulo definido mediante a férmula: ||5(0)]| cos@ = 4(0)- ey,
onde {e1,e2}, é uma base ortonormada do plano tangente em p.

O mapa exponencial é definido como:
exp,: ACT, = UCS:v 7(1). Em particular exp,(0) = p.

O par (U, exp;l) ¢ chamado mapa local de coordenadas
geodésicas. O mapa inverso exp, ' : U — A CR" : ¢+ (r,0)
define as coordenadas geodésicas. (A cada ponto de S numa
vizinhanca de p sabemos qual é a geodésica associada que une este
mesmo ponto a p, logo conhegcemos a velocidade v em p e o
sistema de coordenadas geodésicas associado).
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LInterplretat;éo geométrica da curvatura de Gauss

Interpretacao da curvatura de Gauss -1-

Pela demonstrag¢do do teorema "egregium” (cf. termos em azul),

_ 922G E(0,G)2 _ (2hh) (2rR)2 _ 92h
K= “yEG—Fy T aEG—rF? = ottt = TR onde

h' = 0,.h. Ja sabemos que em coordenadas geodésicas a funcdo h
traz toda a informacdo relativa a curvatura e a métrica. Visto que
K= —a,%h, a métrica define Gnicamente a curvatura de Gauss.
Acontece que, reciprocamente, resolvendo uma equacg3o diferencial
ordindria, a curvatura permite determinar univocamente a métrica,
uma vez que usamos as coordenadas geodesicas. Especificamente,
no caso de uma curvatura constante, a solucdo da EDO é :

K~2sin(vVKr) K >0
h(r,0) = T K=0.
(-K)"Y2sinh(v=Kr) K <0




Geometria diferencial 139 /338
LGeometria intrinseca das superficies em R3

LInterpretac;éo geométrica da curvatura de Gauss

Interpretacao da curvatura de Gauss -2-

A curva v, : 0 — p(p,0) é chamada circulo geodésico (i.e., com o
raio p fixado). Ora, consideremos a curva r = cst = p situada
entre as duas geodésicas § = 01 e § = 6. Tem comprimento

= [ 3, lldt = [ \/16)2Gdt = [2 |6V Gdt = [,? h(p,0)

d9, com lim, o+ h =0, lim,_,o+ A’ = 1, e Oprh = —Kh, vé
figura, onde o afastamento das geodésicas é medido por L(p).
L L(p) L
n
Lip)
1
0 0
| 3 p
(a) K<0 (b) K>0

e Observemos que se K < 0, as geodésicas afastam-se sempre,
enquanto para K > 0 existem 2 casos, conforme o valor de K, um
com afastamento, outro com avizinhagdo (fonte: do Carmo).
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Interpretacdo da curvatura de Gauss -3-

DEM. Se K =0 entdo h =r e G =12, logo ds® = dr? + r2d6?.
D’outro lado dx? = d(r cosf)? = (cos fdr — rsin 0df)? e dx3 =
d(rsinf)? = (sinfdr + r cos 0d0)?, i.e., dz? + dr3 = ds*. QED. W

Duas superficies sdo localmente isométricas se tém a mesma

métrica em p, i.e., 1.2 forma fundamental, i.e. I (a,b), :=
E F

A(a|b)g’ - (alb)p, onde A := (F G) (p), com a,be T,S.

Seja f : 51 — S um mapa suave, entdo f é uma isometria local

se Va,b € TS : I1(a,b), = I1(fya, fib) (), onde
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Interpretacdo da curvatura de Gauss -4-

fra :== dyfla], fib := dpf[b] € T}(,)S2 representam as linearizagSes
de f nas direcdes a e b. O mapa f é dito uma isometria global (ou
"mapa congruente”) entre Sy e Sy se além de ser localmente
isométrico é também uma bijeccdo.

e Quando K for constante, um corolario importante é o resultado
seguinte: sendo "dentro da” superficie (é o significado de ser
intrinseco) o conhecimento apenas de K n3o permite distinguir
superfices com formas diferentes mas mesma curvatura de Gauss,
como por exemplo o cone, o cilindro e o plano.
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Interpretacdo da curvatura de Gauss -5-

Porém, acabamos de demonstrar o seguinte resultado:

DEM. Um mapa é uma imersdo injetiva suave de um aberto
ACR?em S C{z:|z|| = R} (a esféra terestre). O Teorema de
Gauss diz que n3o pode haver mapa cartografico isométrico, pois
que se for isométrico tem de ter a mesma a curvatura de Gauss
(= 1/R? no globo e = 0 no mapa plano). QED. |
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Interpretacao da curvatura de Gauss -6-
e Vimos que o circulo geodesico de raio 7 tem comprimento
L(r) = [ h(r,0)do.
Temos também que a superficie contelida neste circulo tem area

A(r) == [y L(r)dr.

DEM. Sendo que lim,_,5+ h = 0 a frac3o

k= lim ﬁ(M)

0+ T 73

tem limite indefinido, apliquemos a regra de I'Hdspital duas vezes,
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Interpretacdo da curvatura de Gauss -7-
DEM. (cont.) i.e.,

b= rl—1>rll)l+ ;( 3r2
€ 2
.3 " Oprh(r,0)dO
k= lim —
r—0+t T 6r

Pela equacdo de Gauss 0,.h = —Kh, logo vem

27
k= lim = [ g9
r—0+ 2T Jo r

o = K (P),

uma vez que (7"9)
133). O caIcqu é similar no caso da area. QED.

— 1 quando r — 0™ pelo lema anterior (p.
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Interpretacdo da curvatura de Gauss -8-
e Observacdo: no caso K constante, uma vez que —Kh = h”,
obtemos, expandindo h na ordem 3 (cf. lema p. 133)

VG = h(r,0) = h(0) + K(0)r + %h”(O)rQ + %h"'(oy«?’

1 1
= G (ZKRO)r + 3 (=KW (), ou seja,

VG =r— %7’3 + o(r?),

pelo que o comprimento de um " pequeno” circulo geodésico é
3 - ” "oz
027r h(r,0)dd = 27 (r — - K) + o(r®). A quantidade "2Kmr3/3" ¢
a diferéncia entre os comprimentos euclidiano e curvo.

e Nota: na dltima aula da parte B veremos a generalizacdo
Riemanniana desta férmula, i.e. uma aproximacdo da métrica com
a curvatura de Riemann e suas derivadas covariantes.
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AULA 11 & 12 (23 & 28/3/2023)

Teoremas de Gauss-Bonnet.
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Teorema de Gauss-Bonnet: caso do triangulo geodésico -1-

& Seja uma geodésica v(s) = p(r(s),0(s)), com (
abcissa curvilinea s e cuja velocidade em Q) = \
p(r,0) na vizinhanga geodésica de p faz um angulo
© com a geodésica 7+ p(r,0) em Q, vé figura. | - g

DEM. Sendo 0,p e ﬁ@gp ortonormados, escrevemos

'y'(Q) = cos pd,p +322dgp. D'outro lado /(s) = dsp(r(s), 0(s))
= Oppr'(s) + Ogpt'(s), pelo que 7/(s) = cosp e O'(s) = 2. A
1.2 equacdo da geodésica (cf. (x)) escreve-se em coordenadas
normais: 1" + 7, ()2 + T r'0' + T5,(0)? = 0 = 1" — hd,h(0')?
= (cos ) — ho, h(smw) = —sing (90’ + &JLSinT“D). Temos 2
hipdteses: ou sin ¢ # 0, logo a tese, ou sin = 0 num intervalo




Geometria diferencial 148 /338
LGeometria intrinseca das superficies em R3

LTe0|remas de Gauss-Bonnet

Teorema de Gauss-Bonnet: caso do triangulo geodésico -2-

aberto, logo ¢ =0 = €', logo a tese, ou enfim sinp(sy) =0 e
s, — 80 t.q. sin(sy,) # 0, logo ¢'(sn) = 0'(s,)0-h(Qy,) € entdo
a tese segue por continuidade de ', 0" e h. QED. [ |

e Vamos demonstar a férmula de Gauss-
Bonnet num tridngulo geodésico AABC.
Podemos sempre supor que o mesmo se
encontre numa vizinhanca geodésica cen-
trada num dos seus cumes. Sendo a gente
restringe-se a um sub-tridngulo (v& imagem)
onde vale Gauss-Bonnet i.e, fAinS =
LAi+/Bi+/Ci—7. Logo, Y0y [y, KdS =
S0 (LA + 4B+ £C; — ) =
(LA+4B+4C) + 2r + 3m — 6 =
LA+ LB+ ZC — .
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LTeoremas de Gauss-Bonnet

Teorema de Gauss-Bonnet: caso do tridngulo geodésico -3-
e Supomos ent3o estarmos centrados em A.
Logo B e C' tém coordenadas (rp,0) e (r¢, LA),
AB =5+ p(s,0), 0<s <l :=|AB|, AC = s+ p(s, ZLA),
0<s<ly:=|AC| e BC = s+ p(r(s),0(s)) =: vc(s),
OS Sglg = |BC|

DEM. Mostramos que 0'(s) # 0 e 0 é crescente em BC. Com
efeito, suponhamos que Jsg € [0, 3] tal que #'(sp) = 0, logo a
geodésica s — p(s,0(sg)) partindo da origem A é tangente a BC
em R := (r(so),0(s0)) € BC. Portanto temos duas geodésicas
tangentes em R, logo, pelo Unicidade das geodésicas, sao
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LTeoremas de Gauss-Bonnet

Teorema de Gauss-Bonnet: caso do tridngulo geodésico -4-

coincidentes, logo A € BC, uma contradi¢cdo. Portanto 6/(s) # 0 e
como #(0) =0e O(l3) = LA > 0, s +— 6(s) é estritamente
crescente. Portanto podemos invertir o mapa, logo temos

0 +— s(0) e entdo BC =60+ p(7(0) :=1r(s(0)),0) e o tridngulo
AABC ={(r,0): 0 <0< ZLA,0<r <7(0),}. Ora, pela relagio
K = —%:h ¢ 45 = 9,pdr x dypdd = V/Gdrdd = h(r,0)drdd
temos, para 7, — 0T quando n — oo e pelo lema anterior,

Janpe KdS = —limg oo [ [79 0,0h(r, 0)drde
= limp o0 [ (B (1, ) — B (7(6),0)) d6 =

Jie (limr Lot W (s 9) n %) 9 =
A 2 10 ds
IS (1+§> o = <1+§§§§§9> g =

S (1 9) do = 24+ o(£4) = 4 (0).
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Teorema de Gauss-Bonnet: caso de uma curva geral -1-

Olhando pela figura, ZB = 1 — ¢(0) e por definicdo de ¢,
£C = @(£A). Logo [yypeKdS = /A+/C+/B—7. QED.H

e Um aberto A C R? é simplesmente conexo se é estrelado com
respeito a todos os seus pontos. Equivalentemente, se uma
qualquer curva fechada em A pode ser encolhida a um ponto.

e Lembramos a férmula de Green:

99 Of

/Zf(u,v)du + g(u,v)dv = /int(f)(au - %)dudv

sempre que a regido A = int(¢) C R? for simplesmente conexa, e
tiver £ como fronteira, com £ uma curva orientada.

e Lembramos também o teorema das tangentes girantes, ou
teorema de Hopf:
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Teorema de Gauss-Bonnet: caso de uma curva geral -2-

e Seja {e1, ez} uma base movél ortonormada de 7,5 com origem
p. Seja s +— y(s) uma curva em S. Logo em cada ponto p = y(s)
temos uma base {e1, e2} que depende de s. Seja 0(s) o dngulo
entre 7/(s) e e1(s).

e Definimos a curvatura geodésica como kg :=7" - (v x 7'). Por
definicdo x4 = 0 se v é uma geodésica. Entdo, pelos resultados
obtidos nos exercios 12 e 21 da 3.2 série (Afonso & Francisco) :
Oyer - Opea — Oyea - Oper = Ky/det e eg - €5 =0 — ky.
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:

Teorema de Gauss-Bonnet: caso de uma curva geral -3-

DEM. Pelo teorema de Jordan-Schoenflies, a regido contida no seu
interior R = int~y é simplesmente conexa. Por Hopf generalizado,

temos

N Sz+l
2 — Z[ez] = Z(ﬁ(sﬂ-l 32 Z/ =

i=1 i=1
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Teorema de Gauss-Bonnet: caso de uma curva geral -4-

DEM. (cont.) pelo Ex. 21 (da série 3), = SN S kg(s)ds+

!
/ e1(s) - e5(s)ds. Ora, fol ey - ehds = fé e1 - (Oyeau’ 4 Oypeav’) ds
0
ye1- Oy egdu + e1 - Opeadv, onde v = p(’yﬂ). Por Green, temos
fo e1(s s)ds = fin‘wn (Ou(er - Oyea) — Dy(eq - Dyes)) dudv =
finm (auel . &,eg — Opeq - Oyes) dudv, logo, pelo Ex. 12 (serie 3),

!
/ e1(s) - eh(s)ds = / K+/detjdudv = KdS.
0 intryy

inty

N N
Portanto, 27 — Z[Gl] = Z/ kgdL + KdS. Mas 6; é um
. . i inty

1= =
angulo exterior, pelo que ZA; = 7 — 6;, logo a tese. QED. [ |
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -1-

e Seja S uma superficie de R?* e D C S um compacto. Em cada
ponto de D consideremos um disco geodésico. Sendo D compa-
cto, existe um ndmero finito de discos geodésicos que cobrem D.
Em cada disco, costroimos uma triangulagdo (com tridngulos ndo
necessariamente geodésicos). Para além, em cada disco geodésico
existe uma base ortogonal do plano tangente, e portanto aplica-se
0 teorema anterior para os poligonos curvilineas. E um resultado
de topdlogia algebrica mostrar que existe uma triangulacdo de D,
i.e., todo D é coberto por triangulos curvilineas, onde cada dois
tridngulos sdo disjunctos ou interesecam em uma aresta ou em um
vértice. Para além, uma aresta pertence a maximo dois triangulos.
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LTeoremas de Gauss-Bonnet

Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -2-

& Se 9D for suave ent3o divide-se 9D em um nimero finito de
arcos tal que cada pertence a um sé disco geodésico; a seguir,
constroi-se a tridngulagdo de D em cada disco geodésico interior
partindos destes arcos como arestas e cobrindo entdo tudo D com
as interseccdes pretendidas.

A caracteristica de Euler de uma tridngulacdo 7(S) de uma
superficie compacta S é o nimero

x(S)=V-A+T,

V= ndmero de vertices de T(S5)
A = ndmero de arestas de 7 (.5)
T = ndmero de tridngulos de T(S)
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -3-

DEM. Seja uma triangulagdo 7 (D) de D. Em cada tridngulo A,

temos / KdS —I—/ kgdL = (LA; + £B; + £C;) —
0N,
Somemos em todos os T tridngulos de T (D).

Step 1. Uma vez que n3o ha interseccaes no interior dos

triangulos, obtemos/ KdS = Z/ KdS. Uma vez que cada

aresta 0A; no interior de D é sempre partllhada por 2 tridngulos e
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -4-
DEM. (cont.) ent3o percorida uma vez em cada sentido (vé
figura), com £k, consoante a orientagdo da curva (uma vez que
no teorema de Green, a mesma tem orientagdo), temos

KodL = /lﬁ)dL.

Step 2. Falta somar no membro a direita. Se o vértice P for no
interior de D entdo a soma dos angulos dos tridngulos que
partilhem P faz 27 (vé figura a esquerda). Se, ao contrério

P € 0D, como é suave, existe uma tangente em cada vértice é
portanto a soma dos angulos nesses vértices é exatamente w. Seja
n1 o numero de vértices interiores, e ny 0 nimero de vértices na

fronteira. Vem Z(ZAi + 4B; + ZC;) = 2mn; + 7y, logo a
i=1
direita temos (27m(ny + ng) — mng)— (377 — 27T'1).
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -5-

Seja [1 o numero de arestas interiores, e [o 0 nimero de arestas na
fronteira, logo A = [y + l5. De outro lado, temos 3T = 2[; + [,
uma vez que um tridngulo tem 3 arestas, com uma aresta interior
sempre partilhada por 2 triangulos; vale também ny = l5. Portanto
vem 27(V — A+ T), a tese. QED. [ |

DEM. Toma D = S. Sendo fechada temos 95 = (). Sendo
limitada temos S compacta. O membro a esquerda fS KdS é
independente da triangulacdo pelo que o membro a direita, i.e.
X(S) também é independente da triangulagcdo. QED. |
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LTeoremas de Gauss-Bonnet

Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -6-

DEM. Deformando a esféra, deformamos os tridngulos da
tridngulacdo mas sem mudar y =V — A+ T, logo a tese. QED.H

T
S os oo

et
s

o
i
“z‘%
e

Seja S1 e Sy duas superficies compactas e conexas. Seja D um
disco bidimensional. Constroiomos uma nova superficie S1o
chamada soma conexa de S; e So da seguinte maneira:
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -7-

» Retiremos um disco aberto D nas duas superficies
» Escolhemos um difeomorfismo ¢ da fronteira de S; \ D a
fronteira de S3 \ D (ou de 9D NS a 9D N Sy)
» Consideremos a superficie obtida como espaco quociente de
S1\ DUSy\ D sob a relagdo de equivaléncia z ~ ¢(z).
Esta operacdo é chamada colagem suave de S; com S5. Uma
colagem simples é obtida retirando um poligono ou um tridngulo
em vez de um disco, vé figura. Neste caso ¢ é apenas um
homeomorfismo.
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -8-
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -9-

Observacoes:

> a soma conexa é comutativa e associativa (ndo depende da
ordem ou de como, ou onde, se "cola")

P> a soma conexa ndo altera a orientabilidade, excepto no
seguinte caso: se somar um plano projectivo a uma superficie
orientdvel, fica automaticamente n3o orientdvel

» na pratica o género é o numero de "algas” (handle)

Sphere X =2 Sphere with one handle X=0  Sphere with two handles X =-2

Torus 2-Torus
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -10-

Uma triangulacdo admissivel do torus é dada na figura: temos as
duas faces opostas de um quadrado colocadas de maneira a
coincidir, portanto sé se contabilizam as arestas interiores mais as
de um dos lados oposto s6 (i.e., A =33 —3 — 3 = 27); além disto,
sé se contam os vértices interiores e os de um dos lados opostos
s, enquanto os 4 vértices extremais s6 contam como um (i.e.,

V =442+ 24 1=09),; finalmente, contam todos os tridngulos
(i.e., T=9x2=18). Logo x(T1) =V —A+T =0. Em
particular, como consequéncia do teorema anterior sai

Jr, KdS = 0 (vé Exercicio 12 da série 4).
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Gauss-Bonnet para uma superficie compacta -11-

DEM. Demonstremos isto por indu¢do. O resultado vale para a
esféra g = 0 ja que temos y = 2. Com efeito, aplicando Gauss-
Bonnet global a esféra temos 27wy = fS KdS = 4nr?/r? = 47. O
resultado vale para o torus 77 ja que vimos que de um lado y =0 e
do outro 2(g — 1) = 2(1 — 1) = 0. Suponhamos que vale para uma
superficie compacta e conexa qualquer T;, com g > 1. Efetuemos
entdo uma colagem simples retirando um n-gono (pensar num
tridngulo). Logo os nimeros de Euler do conjunto i1 sdo

Agp1 = Ag+A1—n
Vor1 = Vy,+Vi—n. Portanto, xg+1 = Agr1 — Vyr1 + Tyt1
Tg+1 - Tg + Tl — 2.

=Xgt+Xx1—2=2-29+0-2=2-2(g+1). QED. ]



Geometria diferencial 166 / 338
|—Gec:metria intrinseca das superficies em R3

I—Derivacéo covariante em superficies

AULA 12 (30/3/2023)

Derivacao covariante em superficies.
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Derivacao covariante e transporto paralelo -1-

Um campo vetorial é uma aplicacdo de U C S, U aberto, no plano
tangente T},5 que a cada p € S faz coresponder w(p) € T),S.
Logo, sendo que S = p(u,v), temos w = w1 (u,v)gy + w2 (u,v)gy.
O campo p — w(p) é diferencidvel em P = p(0,0) € T},S se
ambos w; e wy forem diferencidveis em P.

E diferencidvel em U se for diferencidvel em todos os peUie.
em todas as origens dos planos 7},S, Vp € S.

Seja y € T),S i.e. existe uma curva t — «(t) t.q. y = &(0). Seja
W := w o . A derivada direcional em p na dire¢do y é definida
como %—1:(0) = %w o a(t)]i=o0-

A projec¢do Dyw(p) de ‘fi—lf(O) no plano tangente 7},S é chamada
derivada covariante do campo vetorial w em p na direcdo y.
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Derivacao covariante e transporto paralelo -2-
E uma forma linear e continua em y: pelo teorema de Riesz pode
ser escrita com um produto interno
r
Dyw(p) = (y- V")w.

O vetor V'w é chamado gradient covariante (ou curvilinea) de w
associado a conexdo I', uma vez que a diferenciacdo de g, € g,
d3o lugar a esses simbolos.
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Derivacao covariante e transporto paralelo -3-

Sendo que a(t) = p(u(t),v(t)) temos w(t) = wy (u(t),v(t)) gu+
wa (u(t),v(t)) gp = W (t)gy + W' (t)gy. Temos &(0) = w(0)gy+
0(0)gy, logo escrevemos y™ = (u(0),v(0)),7 € {1, 2}.
Projetando a derivada direcional 42(0) = 1*(0)gy+ %" (0)gy+
w"(0)(9ugu1(0) + 0y g4, ©(0) )+ w"(0)(0ugu@(0) 4+ 0yg,v(0)) em
T,S, obtemos a projecdo ortogonal que define a derivada
covariante do campo w em p e na diregdo y:

dw dw
Dyw(p) == E(O) - (E(O) . 1/) v.
Assim, com a notagdo w” := (w", w")(0), tiramos que

2
Dyw(p) = i (gt (g, + Y 0 (it Tt) g5
~v,8=1
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Derivacao covariante e transporto paralelo -4-
Seja 27 := (u,v), logo &7 = y7, e também

2 8’[1)5 2
: B ST B, T
wa— a.’L‘Tx —ZaTwy
T=1 T=1
2 2
Portanto Dyw(p) = Z orw’ + ZuﬂlﬂgT y"(0)gs (M) =
T,8=1 v=1

2 2

=3 (W) VOw) gs = > ((VEw?) y7(0)gs,
=1 T7,8=1

definindo assim a derivada covariante de w:

2
wﬁ = Vv’ = o0,u” + Z w2 (O).

a=1

e Observemos que () ja ndo depende da curva a.
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Derivacao covariante e transporto paralelo -5-
& Seja g7 € (R?) o dual de gs € R3, i.e., 0 mapa linear
3°l9a] = dap. Por Riesz, existe g? € R3 tal que ¢ - g, = 0ap
(com um ligeiro abuso de notagdo). (vé exercicio 1.13 de MMC).

2 2 2
DEM. d,w - ¢° = 0, z:uﬂg7 N Z@Tuﬂ&yg—i- Z
v=1 y=1 y=1

3 2
w079 - gﬁ = 0w+ Z Z W', g; -gﬁ = 0w+
j=1~=1

3 2

2
> w658 = 0w’ + ) wTH . QED. _

j=1~=1 =1
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Derivacao covariante e transporto paralelo -6-

Um campo vetorial w diferencidvel é transportado paralelmente ao
longo da curva v se D;yw(p) = 0,Vp € S. Observemos que no
caso Euclidiano isto significa I' = 0 e Dy w(p) =0 = orwh, ie.,
o vetor tem componentes constantes ao longo da curva.

DEM. Sendo que 4 = g, + ©g,, apliquemos (&) com w® =
(,0) = yﬁ =P, Logo, todas as componente s3o nulas, i.e.,

2 d 0t + T DT = + X2, hurut =0,
reconhecidas como as equagdes (%) que definem uma geodésica.

QED. |
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Derivacao covariante e transporto paralelo -7-

DEM. A dltima afirmac3o segue logo da definicdo de ser paralelos
ao longo de . Portanto vale wy - w9 = 0 = 1wy - wo,Vt € I. Mas
isto significa exatamente que wy - w9 é constante ao longo da
curva (% (w1 - wa) = 0), logo a tese. QED. [

Seja s+ y(s) uma curva parametrizada pela abcissa curvilinea e
s+ w(s) =w (y(s)) um campo vetorial unitario. Logo w'(s) é
ortogonal a w(s), i.e. w' = av + Av x w para certos a, A € R.
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- Derivagdo covariante em superficies

Derivacao covariante e transporto paralelo -8-

D’outro lado, a sua derivada covariante direcional D./w ao longo
de ~y é por definicdo a projecdo de w’' = av + Av X w no plano
ortogonal a v, o vetor normal a §.

Portanto Dyw = A(v x w(s)) com o escalar A chamado valor
algebrico da derivada covariante.

No caso de w =+’ temos D,y = k4(v X 7/(s)), onde Ky é
chamado curvatura geodésica.

Logo, se 7y é geodésica, vem k, = 0.

e Aplicacao: recordemos que se v é geodésica, logo em abcissa
curvilinea, Ky, := || - v|| = k (uma vez que k4 = 0). Mas, por
Frenet, kn = ", onde n é a normal a curva, logo deduzimos que
n = v. Portanto, numa esféra os grande circulos sdo geodésicas
pois que tém normal principal a apontar pela origem, uma vez que
v também aponta pela origem.
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LDerivagéo covariante em superficies

Derivacao covariante e transporto paralelo -9-

& Transportar paralelmente um campo vetorial w ao longo de uma
curva -~y significa entdo que ndo ha variacdo de w ao longo da
curva nas direc¢cOes tangentes a S, logo o angulo que w faz com +
é constante. Observemos na figura trés curvas com interseccdes
A, B e C onde o dngulo é conservado. Mas, pelo facto de
existerem angulos ZA em A, ZB em Be ZC em C, o vetor w
gira duas vezes e acabe

sua volta ABC' com uma

rotacdo com respeito ao

seu declive de partida.
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LDeriva<;5c> covariante em superficies

Derivacao covariante e transporto paralelo -10-
& Se quisermos comparar, em particular derivar um campo vetorial
num espago Euclidiano, a primeira coisa que se faz (mesmo sem
dizé-lo) é transportar dois vetores proximos a uma origem comun.
Neste caso, sabemos que é indiferente a escolha do caminho para
efetuar esta deslocagdo, uma vez que os vetores tém sempre as
mesmas coordenadas na base Cartesiana fixa escolhida. Ja ndo serd
0 Caso em espacos curvos, pois transportar paralelmente depende
do caminho. Além disto o vetor é cada vez definido no plano
tangente em p, com p (logo 7},S) varidvel ao longo do caminho.

O fibrado tangente é a unido de todos os planos tangentes, i.e.

TS = | J{p} x T,,S.
peES

Uma secdo do fibrado é um campo vetorial, e vice versa.
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LDeriva<;5c> covariante em superficies

Derivagao covariante e transporto paralelo -11-

Uma conex3o afim é uma rela¢do que ao par {w,y},, p € S faz
corresponder um ntimero, a derivada covariante Dyw(p). A palavra
afim significa que tivemos cada vez de translatar a origem do plano
tangente quando o mesmo "se deslocou” ao longo do caminho,
uma vez que o mesmo sofreu uma roto-translagdo para comparar,
i.e., diferenciar ao longo do caminho, dois vetores pertencentes ao
fibrado tangente. Mas, o facto de os planos tangentes se delocarem
ao longo de uma curva significa que podemos identifica-los um
com o outro: logo "conectamos” os planos tangentes e portanto
conectamos dois vetores tangentes pertencentes a dois planos em
roto-translacdo ao longo do caminho, isso de maneira afim.

Por exemplo, uma conexdo afim nula significa entdo que o campo
é transportado paralelmente ao longo do caminho.
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LDerivacéo covariante em superficies

Derivacao covariante e transporto paralelo -12-

i

A figura representa uma conexdo afim.



e
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PARTE B: Calculo Diferencial em Variedades Diferenciaveis
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AULA 13 (4/4/2023)

Variedades topoldgicas e diferenciaveis.
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Espacos topoldgicos

Um espago topoldgico E é o par {E, 7} onde a "topoldgia” T
consiste nos sub-conjuntos abertos do conjunto F.

Um espaco topoldgico é de Hausdorff se dois qualqueis pontos
disjuntos sdo contidos em dois abertos disjuntos.

Um espaco topoldgico é conexo se ndo é uma unido de dois
abertos (na topolgia induzida) ndo vazios e disjuntos. Um
sub-conjunto conexo é um espago conexo para a topogia induzida.

Um espaco topoldgico é normal se dois qualqueis fechados
disjuntos s3o contidos em dois abertos disjuntos.
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Espacos topoldgicos - homeomorfismos

Uma aplicagdo F': D — R é continua entre os espacos topoldgicos
D e RseVAabertode R, F~1(A):={x € D: F(z) € A} é um
aberto de D.

e Quando D é um espaco vetorial, é dito um "mapa”.

e Quando R é o corpo associado ao espaco vetorial (R =R ou C),
F é chamada uma "func3o". Neste caso escreve-se
tradicionalmente f no lugar de F.

Um mapa continuo é um homeomorphismo se
(i) é uma bijegdo,
(i) o mapa inverso F~!: R — D é contiuo.



Geometria diferencial 184 /338
Lgi1. Variedades diferencidveis

Espacos topoldgicos - coberturas -1-

Seja (E,T) um espago topolégico. O conjunto o C 7 é uma
cobertura aberta de E'se £ C U V.

Veo
A mesma € localmente finita se Vo € E existe um nimero finito de

V € o tal que U, NV # (), com U, uma vizinhanca aberta de x.
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Espacos topoldgicos - coberturas -2-

O conjunto & é um refinamente de o se (i) & é uma cobertura
aberta de E, (ii) VV € G existe V € o tal que V C V.

Um espaco topoldégico F é paracompacto se uma qualquer
cobertura aberta de E' admite um refinamente localmente finito.

Uma particdo da unidade subordenada a uma cobertura aberta o é
(i) um refinamente localmente finito & C o,

(i) uma familia de fungdes continuas f, : Vo, — [0, 1] tal que
suppfo C Vo eV € E, Y fo(z) = 1.

(Suppfa = {CIJ €Va: fa(x) 7& O})
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Espaco topoldgico localmente Euclidiano

Um espago topoldgico (E, ) é localmente Euclidiano se Vx € E
existe n € N, uma vizinhanca aberta U, de x
e um homeomorphismo ¢ : U, — R™.
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[/
M
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2"

O par (U, ¢) := (Uy, ¢) é chamado mapa local em z € E.

Um atlas de E é a familia de mapas (U, ¢a)acr t.q. E = U U,.
acl

Sejam (U, ¢) e (V, %) duas mapas locais tais que
W:=UNnV CR"# (. O mapa de transicido é o homeomorfismo
Yop ™l W — W,
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& Exemplo de um e.t.l.e. mas n3o Haudorff: a linha com duas
origens (uma vez que as origens ndo tém vizinhangas abertas
disjuntas). e

Uma variedade topoldgica é um espaco topoldgico (i) localmente
Euclidiano, (ii) Hausdorff, (iii) paracompacto

Uma variedade topoldgica M tem dimensdo m se Vo € M, o
homeomorphismo local tem valores no espaco euclidiano R™. Em
particular, uma variedade topoldgica conexa tem dimens3o m fixa.
Neste caso é escrita como M™. A variedade tem regularidade C*
se 0 mapa de transicio tem regularidade C*.

Um espaco topoldgico (E, 7) é metrizdvel se existe uma métrica
d: E x E — [0,00) tal que a topoldgia induzida por d é 7.
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Variedades diferenciais

& Gostariamos de ter variedades topolégicas metrizaveis.

e Pela sua definicdo, sdo com efeito globalmente metrizaveis: por
ser localmente Euclidiana, uma variedade topoldgica é
necessariamente localmente metrizavel e localmente compacta.
Para ser globalmente metrizavel, precisamos das seguintes
propriedades: ou tem de ser completamente separdvel (teorema de
Urysohn), ou paracompacto (teorema de Smirnov). Além disso,
tem de ser normal (para aplicar o Lema de Urysohn: separa¢do de
dois fechados com uma fungdo continua). Enfim tem de ser
Hausdorff (para que exista um aberto U tal que x € U e y € U se
x # y, e assim demonstar que = # y implica que d(z,y) > 0).

Uma variedade diferenciavél é uma variedade topoldgica com
mapas de transicao diferenciaveis. Uma variedade suave tem
mapas de transi¢dgo C*°(R", R").
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Exemplos

» O espaco Euclidiano R™ e todos os abertos U de R" s3o
variedades diferenciaveis de dimensdo n (toma a mapa (U, 1d))

> A esféra unitdria S™ := {z € R" : ||z|]| = 1} é uma v.d. de
dimens3o n (para n =1 é o circilo com 4 mapas, vé em cima)

OV

» O bordo do semi-disco (2.2 na figura) é uma variedade
topoldgica por ser um homeomorphlsmo do circtlo

» O "cusp” (3.2 na figura, i.e. y(t) = (¢3,t?)) é uma v.t.: sendo
um sub-espaco de R? (i) é Hausdorff, (ii) sendo fechado de
R?, é paracompacto, uma vez que R? admite essas
propriedades. Tem mapa ¢(z,y) — /3. N3o é diferencidvel
(na origem). E um exemplo de mapa injectivo n3o regular
(¥ =0 em 0). Portanto ndo é uma imers3o.
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Contra-exemplos
> A cruz @ é Hausdorff e paracompacto mas nao é localmente

Euclidiano, em nenhum espaco Euclidiano.

DEM. Suponhamos que exista um homeomorfismo de*F
B(0,¢) CR™ — @ paraum n € N, e um € > 0, onde a
origem de R™ mapa no cruzamento m de &. Portanto a
restricdo do homeomorphismo: B(0,¢) \ {0} — @\ {m} é

também um homeomorfismo. Mas, B(0,¢€) \ {0} tem no
maximo 2 componentes conexas (conforme n > 1 ou n = 1),

enquanto @ \ {m} tem sempre 4, logo ndo pode ser um

homeomorfismo. QED. [ |
> Alias, a cruz nem sequer é uma curva regular.
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Contra-exemplos (continuagdo)
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» Embora seja o grafico de uma fun¢do suave (ao contrario da
cruz), a figura do 8 (i.e., B : (—m, +m) — (sin2t,sint))
também n3o é localmente Euclidiana , quer seja definida no
aberto (—m, +) (logo sendo uma imersio injetiva), quer seja
definida no intervalo fechado [—, 7] (logo sendo uma imerséo
ndo injetiva). A demonstra¢do é igual ao caso da cruz.

=T (/-"

» O sub-conjunto (¢, B¢(t)) com

/\__/’J

N

Be: (—m+e€,+m —€) — (sin2¢,sint),e > 0 é uma variedade

diferencidvel.
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A fungdo f : M — R™ é diferencidvel se para qualquer mapa local
(U, $) a fungdo foop~!: A:=¢(U) C R™ — R é diferencidvel.

Tome f: M — R"™ diferencidvel e uma curva v : I — M t.q.
~v(0) = p. Seja X :=4(0). Temos

xfe=a0) = 0,
O operador diferencial linear 4(0) : f — 54(0)f é chamado vetor
tangente a curva v em p e pertence a um espaco vetorial 7},
(embora n3o Euclidiano como nas superficies de R™).
e Notemos que um ponto da variedade M j3 n3o pode ser escrito
univocamente e globalmente como um elemento de um espaco
Euclideano envolvente, como nas superficies, mas tal
caracterizac3o existe em mapas locais.
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Se escolher uma parametrizagdo (i.e. o inverso de uma mapa local)

oA '_¢( )= Mempe M, vem ¢pory(t) =
(z1(t), -+, xm(t ))_ e entdo, uma vez que o lop=1d, ie., vem
5(0)f = = At i = 200 ,(0)

= (131(0)5—%) fo ¢_1. Logo, a base de 1,5 subordenada a mapa

local é o conjunto =, := {g;(p) := (a%i)p} de dimensdo m, com

o)
ox;
x; — ®(0,---,0,24,0,---,0), e com £;(0) a componente 7

associada (na mapa local).

Portanto, um vetor tangente neste sistema de coordenadas local
em p escreve-se como uma soma de componentes numa base, i.e.,
$(0) = 32, #:(0) 2

e Entdo, apesar de o vetor tangente ser na sua definicdo uma
nocdo intrinseca a variedade, i.e., é um operador diferencial com
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Diferencial
uma estrutura linear associada aos operadores, o mesmo pode ser
expressado localmente mediante uma paramatrizacdo escolhida
(através do difeomorfismo mapa local z; = ¢;(p)).
e Mas, apesar desta rapresentacdo Euclideana, o plano tangente
neste mapa local n3o pode determinar um interior e um exterior a
M, porqué um ponto perto de p serd associado a outro mapa.

O plano tangente T),M é o conjunto dos vetores tangentes em p.
A dimens3o do plano tangente é a dimens3o n da base =,,.

No caso de M estar imerso em RY com N > dimM (cf.
teoremas de Whitney), o plano tangente tem o mesmo sentido de
que nas superficies: é uma aproximacao linear local de S.
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Diferencial de uma aplicacao -1-

O diferencial dfy, : T, M™ — R"™ de uma fung¢do f: M™ — R"
diferencidvel é definido mediante a velocidade da curvas em p, i.e.
é um vetor tangente a M:

df,[5(0)] = 4(0) f = (¢<o> 8*1) fodl,

A aplicagdo F : M™ — N™ & diferencidvel em p € M™ se
existirem (U, ¢), de M™ e (V, ) p(,) de N7 tal que

(i) A= ¢ (F~H(V)NU) é aberto,

(i) as fungdes yF :=1 o F: M™ = R" e

(i) pFy = (yF) o ¢~ : A CR™ — (V) C R é diferenciével
em 6(p).
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Diferencial de uma aplicacao -2-

O diferencial dF, : T, M™ — TF(p)N” é definido mediante as
velocidades das curvas em p, i.e.,

dFp[1(0)] := Y(0)y F.

Com efeito, verifica-se que §(0),F € TrpN sendo que

H0)pF = & (WoFo(d™ 0g)on),_ = (93’(0)3%) +Fy, onde
foi definido (1, , ) := ¢ o~.

Logo, com a definicdo da imagem por F' da curvay, v := F o7,
por definicio vale dF},[¥(0)] = 4 (1 o F o) =g = §(0) =
Y4(0)Y € TpN, onde foi definido (y1,- -+ ,¥n) := 1 0 y. Logo,

dFp[7(0)] == 4(0)yp F = 44(0)y) € TppyN.

e Por definicdo do gradiente, (DF'),, de F' temos
dFylul = (DF), - u, Yu € R™.
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AULAS 14 (13/4/2023)

Imersoes e mergulhos. Teorema do rank constante.
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LB.1.2. Imersdes e mergulhos

& Seja F: M™ — N™ ¢ diferencidvel, e yFy :=1o Fog¢~t

No caso Euclideiano, ¢ = 1) = Id, logo Rk, F = Rk (fo) (2).
ij

No caso geral, o rank de F' em p é definido como
Rk F' = Ry )y By

Seja F': M™ — N™ (m < n) diferencidvel. O mapa F é uma
imers3o de M em N se dF for injetiva,

ie. Vp:dF(p)lu—v]=0=u=wv,ie F'(p)#£0sem=1e
Rk,DF =m se m > 1.

e Nota: Sendo dF um mapa linear entre espacos vetoriais de
dimensdo finita, ¢ injetiva sse € bijetiva.

e Exemplo 1: O mapa : R — R?: z — (cos 27z, sin 27x) ndo é
injetiva (f(x) = f(x + 1)) mas é imersa

(Df(zo)[u] =0 <= u=0).
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LB.1.2. Imersdes e mergulhos

A imersio F : M — N é um mergulhose F': M — F(M) C N é
um homeomorphismo. Logo, F(M) é uma sub-variedade de N.

e Nota: F': M — F(M) é evidentemente surjetiva. Logo sera
invertivel se é também injetiva, e serd um mergulho se o inverso é

continuo.

e Exemplo 2: Tome o dupIo cone f R? - R3:
(rcos@,rsin®,r). Ndo é um mergulho por falta de |nject|V|dade
(precisamente nos pontos (0,6),V8 € R); ndo é uma imersdo pois
cosf —rsinf
que (DF) = [ sinf rcos® | tem rank=1 em (0,0).
1 0
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|—B.1.2. Imersdes e mergulhos

e Nota que, necessariamente, a dimensdo de f(M) igual a de M.

e Exemplo 3: A funcdo
f:8'=R?2:2e 8 0e0,2n]— (cosh,sinf) (vé figura a
direita) é um mergulho (é uma imers3o injetiva do compacto S1).

DEM. de (i) segue das definicdes e do teorema da fungio implicita.
DEM. de (ii). Sabemos que F': M — F'(M) é surjetiva e injetiva,
logo invertivel. Demonstremos que F~! é continua. Seja A um
fechado de M compacto, logo A é compacto. Por continuidade,
F(A) é compacto, logo (F~1)71(A) = F(A) é fechado (sendo N/
Hausdorff), i.e. a definicdo da continuidade. QED. [ |
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LB.1.2. Imersdes e mergulhos

e Uma consequéncia de (i) é que dF' é um isomorphismo entre
TyM e T,F(M). Logo M e F(M) tém a mesma dimensdo m.

e Exemplo 4: a figura 8, f(z) := (z, 5(x)) definida no fechado
[—7, 7] é uma imersdo ndo injetiva; no aberto [ := (—m, ) é
injetiva sem ser um mergulho, sendo f(I) compacto com I aberto.

e Logo, é localmente um difeomorfismo.

DEM. Sendo M sem bordo, em cada ponto p existe, pelo teorema
de Heine-Borel, uma vizinhanga compacta. Sendo que

F: M — F(M) e uma imersdo surjetiva, falta sé demonstar que
é localmente injetiva em p.
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|—B.1.2. Imersdes e mergulhos

DEM. (cont.) Seja uma mapa local {U, ¢} em p, (V,4¢) em F(p),
efi=1v0oFo¢p t:U—=V.Sejazgc A:=¢"1(U). Pela
injetividade de D f, temos ¢ := insf1 |Df(x0)[v]| > 0. D'outro

ve

lado, o diferencial é continuo e portanto existe A’ C A aberto tal
que g € A’ eVz € A" |[Df(2) — Df(zo)|| < §. Tome z,y € A';
logo pelo teorema da média 3z € [z;y] :

[f(x) = f(y) = Df(zo)[x — y]| =

|Df(2)[z—y]=Df(zo)z—y]| <|x—y| sup | Df(z)=Df(zo)l <

z€[z3y]
|z — y|c/2. Pela desigualdade do tridngulo inversa: i.e.
lu—v] <a=lul > |v] - atemos | f(z)— f(y))| =

IDf@o)le — ]| — 2 = yl§ = (IDS@o)[E=41 — §) e —

> (int, IDfeo)lell = § ) o = vl = 5l sl QED o
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LB.1.2. Imersdes e mergulhos

O teorema do rank constante -1-
& Definicdao: uma variedade é fechada se é compacta e sem bordo.

o Neste caso, S := F(M) é dita uma sub-variedade de dimensao
k de N pois que SNV =~ 1(&1,---&x,0,---,0). Em outras
palavras, é localmente uma inclusdo, com a inclusdo S C N/
localmente isomorfa 3 inclusdo dos espacos vetorias R ¢ R™.

e Observagao: ha viérias formas de entender o teorema do rank
constante. Uma desta é a seguinte. Seja o operador de
projecdo/inclusdo mj, : R™ — R™ : (z1,.--  2™) —

(x!, - k0, ,0).
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L B.1.2. Imersdes e mergulhos

O teorema do rank constante -2-

Assim, o teorema diz que, modulo difeomorfismos, F' é equivalente
a 7, ou seja F' ="t om,0¢. De outro lado, uma vez que (DF),
tem rank igual a k sabemos que existem mapas lineares e
invertiveis P e () tal que P(DF),Q = m, (). Portanto vale
F(p) = (P7')"Y(DF),Q¢: dizemos que F' "¢ semelhante” a
DF', a menos de difeomorfismos. Em particular, um mapa com
rank constante é localmente em p um mapa linear de mesmo rank,
a custa de difeomorfismos.

e Intuitivamente: uma vez que (DF),[z], x € R™ é localmente a
equacdo de um hyper-plano de dimensdo k passando pela origem,
por isometrias é o hyper-plano (eq, - -, ex) (efetua-se k rotagdes).
e Demonstremos (x): Seja V e W dois espagos vetoriais de
dimensiom > ken>k. SejaA:V ->WeB:V — W dois
operadores lineares de rank k. Ent3o existem mapas P e ()
invertiveis tal que A = P~!B(Q. Com efeito seja {eri1,  ,em}
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L B.1.2. Imersdes e mergulhos

O teorema do rank constante -3-
Completemos as mesmas para ter duas bases de V, i.e.
{e1,- - ,er,ert1, - em} e {f1, [, fkx1, - fm}. Definemos
enfim o operador linear Q € R™*™ de maneira que Qe; = f; para
1 <% < m. Reparemos que Qu = 0, onde u := «;e;, sse
a;Qe; =0i.e «a;f; =0sse a; =0, logo u = 0. Portanto Q é
invertivel. Seja z; := Ae; e w; := Bf; paral <i<k.
Completa-se as mesmas para ter duas bases de W, i.e.
{z1," ", Zky Zka1, " 2n} € {w1, Wk, Wkt1, - wp}. Define-se
enfim P € R"*™ de maneira que Pz; =w; paral <i<n. P é
também invertivel. Ora,

PAel:PZZ:w’L:sz:BQez, 1§7;§k?,
QED.

e No nosso caso, A = (DF), e B=m, e V=R", W =R",
onde n—k vezes

~
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O teorema do rank constante -4-

DEM (do teorema). E equivalente provar a tese para
F~¢OoFo¢51 V=W, comV C R™ W C R"™ abertos,

p €V (com 1y, d)&l difeomorfismos qualqueis). Assim os espacos
de partida e chegada s3o Euclidianos. Sem perda de generalidade,
podemos supor p =0, F'(p) = F(0) = 0, e também que
(%)ngk é a sub-matriz k x k de DF'(0) de rank k. Definimos
entdo z := (z1, -+ , &), e ¢V = R"™ T:=¢(x1, &) =
(Fl(x)7 e ,Fk(l'), xk+1a U ’xm)_

Entdo x = ¢! (), caso o inverso dae ¢ existir. Verifiquemos esta

afirmacdo. Temos que D¢(0) = ((Wj Bgi’jﬁk d'* 1) é de rank
iag

cheio, logo invertivel, logo pelo teorema do mapa inverso, existe
¢~ :U CR™— V C V. Portanto, temos F o ¢~ (%) =
(F1<1'), e 7Fk($)7Fk+1(x>v T Fn(x)) - ('%17 e 7‘%’67
FF1(%),---, F*(Z)) com F':= Fl o ¢~'. Logo
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O teorema do rank constante -5-

D(F 0 ¢1)(0) = DF(¢~'(0))Dé™*(0), com

D(Fogty0) = (Ve O . Mas, ¢ é um

* (557 k1<ii<m
difeomorfismo, logo 1k(F o ¢~ 1) = 1kF = tkD(F o ¢ 1)(0) = k, e
daf tk(%5}) =0, logo (95) =0, onde k + 1 < i,j < m, logo F
depende apenas de (z!,---Z"*). Definimos entdo o mapa
T:R" - R™:

T(‘%l?”' 7@.”) = (5'17”' 7i.k7'%k+1+pk+l<i.)7"' 3 i.n—i_pn('%))
. N _ (diagl 0 1
que verifica T'(0) = 0 e DT(0) = ( . diagl)' Logo T

existe numa vizinhanca de p = 0 e com valores num aberto
W C R"™ e verifica
T_l oFo ¢—1(£) - T_l(jlv ) i‘k7Fk+1(i‘)7 e 7F7’l(i.))
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A questao da existéncia de mergulhos Euclidianos

n—k vezes

N .
DEM (cont.) = (:1;1. RN O, --+,0), uma vez que
T(@,- o 55,0, ,0) = (&, &% FFH(3), -, F7(3))
A tese segue com (o, V)e (1/’ W) onde ¢ :=T~1 QED. [

& A questdo principal é a averiguar se uma variedade de dimens3o
m (i) é homeomorfa globalmente a um conjunto m-dimensional
de um espac¢o Euclidiano, e tal que (ii) em cada ponto deste
conjunto existe um plano tangente (i.e., um "interior”, e um

" exterior”).

e Desta forma conseguimos passar de uma geometria
intrinseca a uma geometria extrinseca.

A 1.2 condicio requer encontrar uma aplicacio
F: M — F(M) C R injetiva e continua tal que F'~! seja
continua.
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A 2.2 condic3o a sua vez requer que F' seja uma imers3o.

e Assim, as duas condi¢cdes equivalem a procurar mergulhos
F: M — RN com N mais préximo quanto possivel de m.

e Quando tal I existir, pelo teorema do rank constante, obteria-se
que S := F(M) é uma sub-variedade de R" de dimensdo m.

e Exemplo 5: A fungio f: [-m, 7] = R: 0+ f(0) =62 é
diferenciavel, com df = 26 injetivo. De certeza, ndo é um
mergulho por falta de injetividade de f.

Ora, se for definida em S' = R/27Z, f se torna periédica.

e Mas, nio podem existir mergulhos f : S' — R uma vez que n3o
pode existir uma imersdo f: S — f(S!) injetiva (pois que S* é
compacto) e periodica (sendo definida em S!), logo uma
contradic3o.

e Duvida: n3o existem mergulhos, mas serd que existe uma
imersio f: S' — R?
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A resposta negativa no caso das variedades fechadas é objeto do
seguinte lema.

DEM. Suponhamos que tal imers3o existe. Seja K C M fechado,
logo K é compacto, donde f(K') é compacto por continuidade de
f, logo é fechado (sendo R™ Hausdorff). Portanto f é um mapa
fechado. Seja A C M aberto. Seja A = U;B; com B; bolas aberta
suficientemente pequenas, logo vem f(A) = U, f(B;). Pelo
teorema acima, f é localmente um difeomorfismo, isto é,

f(B;) = (f_l)_l (B") e entdo f(A) sdo abertos. Pelo teorema do
rank constante, f(M) é uma sub-variedade de R com f um
mapa aberto e fechado em R". Mas, a (nica sub-variedade n3o
vazia, aberta e fechada de R” é R" na sua totalidade. Sendo
F(M) compacta, sai uma contradicdo. QED. [
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AULA 15 (20/4/2023)

Teoremas de Whitney: forma fraca, classica, e forte.



e
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DEM. Seja {U;, ¢;} um atlas de M. Por compacidade, existe um
sub-atlas {U,, ¢} com cardinalidade finita k. Seja {fo, 1 < «

< k} uma parti¢cdo da unidade subordenada a {Ua}i<a<k.
Definimos o mapa continuo ® : M — RF(m+1) .

p= (filp)or(p), -, fe(P)or(p), fr(p), - . fr(p))-

e Step 1 (Injetividade de ®). Suponhamos ®(p;) = ®(p2), logo
existe ap t.q. fao(P1) = fao(p2) # 0. Portanto ¢n,(p1) = day (p2),
de maneira que p; = p2 pela injetividade de ¢,

e Step 2 (Injetividade de d®,) Toma X, € T),S. Temos d®,[X,)]
= (dflp[Xp]¢1 (p) + fl (p)dd)lp[Xp]a

o dfkp[ Xplok(p) + fr(p)ddrp[Xpl, dfip, -+ s dfxp). Logo
d®,[X,] = 0 implica df,, = 0,Vea, donde fq(p)dpap[ Xy =0, Ve
Porém, existe o t.q. fo,(p) # 0, logo dgayp[X,] = 0.
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Sendo ¢, um difeomorfismo, vem X, = 0. Concluimos com (ii)
do teorema acima (p. 200) e N = k(m + 1). QED. [ |

-— (-
i
o A garafa de Klein (vé figura) é um exemplo de 2-variedade que

pode ser imersa em R? mas ndo mergulhada em R? (por falta de
injetividade uma vez que tem auto-intersegdes).
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Outros exemplos

215 /338

& Ja faldmos da construcgdo do toro como exemplo de 2-variedade
v

orientdvel.
E evidente que mergulha em R3. .

Vs ~

*

i
—

@ @

& Um exemplo de 2-variedade n3o orientdvel é a fita de Moebius:

e A fita de Mobius tem um bordo homeomorfo ao circulo, logo por
Whitney é um compacto com bordo que mergulhe em R3.
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O plano real projetivo RP™ é uma variedade suave e compacta de
dimensdo n definida como o conjunto de todas as retas que
passam pela origem em R"t1.

& |
et

& RP! (a esquerda na figura) consiste no semi-circulo com
identificacdo das extremidades. RP? (no meio na figura) é um
hemisféro de 52, a sua vez homeomorfo ao disco, e com
identificacdo dos pontos antipodais no circulo unitario. Por
homeomorphismo é o quadrado com apropriadas identificacdes e
orientacdes. Por Whitney, existe uma imersio n3o injetiva em R3
dada pela superficie de Boy (duas dltimas a direita na figura).




Geometria diferencial 217 /338
L_B.1. Variedades diferencidveis

L B.1.2. Imersdes e mergulhos

& Salientamos o facto de que quando se fala de mergulhar uma
variedade M em R entendemos encontrar uma copia difeomorfa
de M que seja contida em R” (pelo teorema do rank constante),
mas n3o se trata de uma parametrizacio de M. Se for um
mergulho somos homeomorfos a uma superficie injetiva (sem
auto-intersecdes, como a esféra, o toro, a fita de Mdbius), se for
apenas uma imersao, logo N ¢é inferior de uma unidade mas a
superficie pode n3o ser injetiva (Ex. a garafa de Klein ou o plano
projetivo). Notemos que S = f(M) tem a mesma dimensdo m
que M e admite como topoldgia a topoldgia induzida, i.e. seus
abertos s3o os abertos de RY intersecatos com S. Para além,
mediante tais imers6es Euclidianas conseguimos identificar um
vetor tangente enquanto operador diferencial em 7, M com um
vetor tangente Euclidiano em T,RY = RY; além de mais, pode-se
falar de comprimento de um vetor tangente (a partida um operador
diferencial) pois que " X? € T,M C T,RYN". Portanto a partir de
agora, quando falamos de vetor tangente, intendemos um elemento
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do plano tangente que tem a sua estrutura linear prépria (ndo
Euclidiana), mas que é isomorfa a uma estrutura Euclidiana de
dimensao superior que confere ao vetor uma interpretagdo cldssica
como uma velocidade num espaco Euclidiano.

e Recapitulemos alguns exemplos de variedades compactas
orientdveis ou nao: a .

a a

a b a a
T Klan botte p il e

e Um espaco vetorial (K —1)— _dimensional de RX & determinado
univocamente por uma reta em R normal a este plano que passa
pela origem de RX. Logo a familia dos sub-espacos (K — 1)-
dimensionais de R é caracterizada pelo plano projetivo RPX 1.
Seja [v] uma linha paralela ao vetor v € RX que passa pela origem.
Definimos o complemento ortogonal de [v] € RX como:

@y = {u € R® :uw-v =0} O mesmo éisomorfo a RF~1.
Definimos entdo a projec¢do em IIj,; : RE — W] -
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Teoremas de Sard

e Corolario: Uma curva "space-filling” n3o é C'.
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& Ao fim de demonstar o teorema de Whitney na sua forma
classica (forma mediana), demonstremos primeiro dois resultados.

DEM. Vamos projetar a imersdo ¢ : M — RE em RE—1 e
averiguar se a mesma € (i) injetiva, (ii) uma imersdo. Seja

¢py] = ] © ¢ uma projecdo ao longo de [v] € RPX~!, ie. num
plano perpendicular ao vetor v.

e Step 1. Suponhamos que V[v] € RPX~!, ¢,) ndo é injetiva.
Logo existem p # q € M, t.q. ¢p(p) = ¢py)(q). Mas, ¢(p) # ¢(q)
(pela injetividade de ¢) e II},) [¢(q) — ¢(q)] = 0, logo

lo(p) — ¢(q)| = [v]. Seja a variedade N := M x M

\{(p,p),p € M} de dimensdo 2m. O mapa o : N' — RPE~1:
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(p,q) — |&6(p) — ¢(q)] = [v] é suave (i.e., depende de forma suave
de ¢(p) — ¢(q) que a sua vez depende de forma suave de p e q).
Mas, sendo que por hipétese a dimens3o de N (2m) é
estritamente inferior a dimensdo de RPX~! (K — 1), o teorema de
Sard fraco (ndo demonstrado) implica que que imagem de « é
desprezavel em RP*~1. Portanto, os [v] € RPX ! t.q. ¢, é
injetiva sao todos exeto um conjunto desprezavel.

e Step 2. Suponhamos que Y[v] € RPX-1, P[] Ndo € uma
imersdo. Logo existem p € M e X, # 0 € T)M, t.q. déy,(p)
[X,] = 0 = dIl,(6,) [dép X)) = Ty [dép[X,]). Logo [v] =
|dop[X,p]]. O mapa B: M x TM\ {0} — RPE-L:

{(p, Xp) : Xp # 0} — [d¢p[X)]] é suave de uma variedade de
dimensao 2m a uma variedade de dimensao K — 1, logo tem
imagem desprezavel. Portanto, os [v] € RPX~1 tal que D¢y, é
injetiva sao todos exceto um conjunto desprezavel.

e Step 3. Podemos concluir que existe pelo menos um v tal que
¢[y) € uma imersdo injetiva. QED. |



e
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DEM. Seja ¢ : M™ — R?™+!1 uma imersdo e P = Iy 0 ¢ uma

projecdo ao longo de [v] € RP?™. Suponhamos que V[v] € RPK—1,

@[s] ndo € uma imersdo. Entdo existem p € M e X, # 0 € T, M,
X X.

tq. dég ()] = 0 = Ty (6,)ddy [ X1, logo [v] =

[deylazy]] . Seia o mapa B:U = {(p, X,) 5 1%, | = 1)
— RP?™ : (p, X,) = [dpp[X,]] é suave de uma variedade de
dimensdo 2m — 1 a uma de dimens3o 2m, logo a tese. QED. W

& Juntando tudo, acabamos de demonstrar o resultado seguinte:
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AULA 16 (27/4/2023)

Métrica e variedade Riemanniana. Isometrias e teorema de
Nash-Kuiper. Conexdao. Vetores e covetores, tensores.
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Métrica e variedades Riemannianas

& Tendo as nossas imersées Euclidianas, falta agora introduzir um
modo de calcular o comprimento de vetores. Serad dado pelo
conceito de métrica Riemanniana.

e Num espago Euclidiano com coordenadas Cartesianas {2’} o
comprimento do vetor u =), u'e; é dado pela forma quadratica
ds*(u,v) = dzfu] - dzfv] = 3, dz'[u]dz'[v] = 3, u'v?, ie.,

ds = \/ds2(u,u) = \/(u")2. A forma quadratica ds?(u,v) :=

>, dplu] - dp[v] onde p é o mapa posi¢do, é chamada métrica (pois
permite fazer medi¢des de comprimentos e dngulos entre vetores).

e Numa variedade diferencidvel M, acontece que a métrica
Riemanniana de M pode (mas ndo deve) ser definida localmente
mediante a " parametrizacio” ®:=¢ ' : ACR™ = U C S, logo
é uma métrica induzida (pelo mapa ® e pelo produto interno de
R™) definida localmente como g;;(p) := 22 (¢(p)) - 22 (4(p))
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(com - o produto interno de R™). Define uma forma quadratica no
plano tangente: Vu,v € T, M, gum(u,v) := g;ju'u?, logo deve ser
definida positiva, portanto supomos que ¢ = (Z)_l e \Il ! sa
imersdes (i.e., gq’ é linearmente independente de se i # j)

Seja M uma variedade diferenciavel de dlmensao m.

Uma métrica Riemanniana é uma familia de operadores bilineares
gij : M — Bilinear(T, M x T,M) : T,M x T, M +— R simetricos,
definidos positivos e suaves (pelo teorema de Riesz, pode ser
representado por uma matriz g;;(p) € g’;;ﬁ)

O produto interno associado a metrica € definido como a forma

bilinear gM(u,v)p = (u]v)g(p) = Zzljzl gij(p)ut(p)u’ (p), onde
u=73u'g;ev=>,v/g; (sendo o vetor de base gi(p) de T,,S
definido classicamente como ¢ (p) := 0xP(4(p))).

i Uy x o 0
o Nota: ser suaves significa que a funcdop € U — gM(azZ_, a—zj)p

é suave em U, com % := ¢' as linhas de coordenadas.
2
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Uma variedade diferencidvel dotada de uma métrica Riemanniana é
uma variedade Riemanniana.

e A métrica induzida é um exemplo de métrica, definida
localmente ou globalmente quando M é imerso em R™ (como as
superficies regulares de R3), da maneira seguinte:

gmij == gi(p) - 95 (p) = %;®(d(p)) - ;P(d(p)).

Seja F': M™ — N™ uma aplicacio diferencidvel. A posicdo de
peEMéomapalocalp: ACR™ 5> M:z € A p=d(x).
Sejam u := 4(0), v := &(0) € TpM duas velocidades de curvas de
M, i.e., dois elementos do plano tangente em p = v(0) = a(0).
Temos u = Z?C = ia?ci.Sejaa::uieiCAeb:vieiCA
onde {e;} é a base de R™ (foi suposto que ¢(p) =0 € A).
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Existéncia de mergulhos isométricos.
e Seja a métrica induzida de M, i.e. Ty (u, v) = dpla] - dp[b] =

0 0 o] i O
Z” ajz dz' [ K ag dx? [b] = Zi,j ag (G 3;;13 =: gm(u, U)p

e Sejag:=F(p)eosmapas Fo®: A—=N,v: N —-BCR" e
W =1 Temos dg : T,M — Tp,N. D'outro lado, temos que
a métrica induzida em N é Iy (dglu], dg[v]) = dqlu] - dg[v]

_ Z@(\Ifow)oFo@dxi[u]'8(\Ilo¢)oFo¢

J
ozt Oz da’lo]

1,
Z 8\I/8¢0F0‘1>) i OV O(poFod)m |
oy™ OxJ
ov

o .
- > GdF W)l G ()]

%,J,m, l

1,5,m,l

= gn (dF (p)[ul, dF(p)[v]) r(p)s
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onde por definicdo,
AP ()] = & (6 03) (0), dF()[e] = (¥ 0 a) (0) € Ty N.

Uma aplicagdo F': (M™, gr) — (N, gnr) é uma isometria
Riemanniana se é diferencidvel e se dp - dp = dq - dg, i.e., se
I (u,v) = Tin(u,v), ie., se

Im(u, v)p = gy (dF (p)[u], dF (p)[v]) p(p)-

Se M for uma variedade Riemanniana conexa conseguimos definir
b

uma métrica globL em M, dy(z,y) = inf/ am (Y, )dt com
B

a . . -
uma curva suave com extremidades x e y definida no intervalo
[a,b]. Assim, (M, d,) torna-se um espago métrico.
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Teoremas de Nash-Kuiper -1-

A aplicacdo F': X — Y entre espagdes métricos é dita uma

aplicagcdo métrica se
dy (F(a), F(b)) < dx(a,b),

onde dx e dy s3o as fungdes métricas de X e Y, respeitivamente.
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Teoremas de Nash-Kuiper -2-

Start with a piece of paper and turn it into a cylinder: this is easy. The next step is the hard part. To turn the
cylinder into a donut without stretching or tearing the paper. Intuitively this seems to be impossible. The outer
circumference of the donut is much longer than the inner, but in the original cylinder they are of the same length.
By Nash's theorem this is never the less possible, at least theoretically. Nash proved the theorem in 1954, but it
was only in 2012 a multidisciplinary team in France, the HEVEA project, was able to image the process where the
cylinder is bent into a donut, in an isometric way. The images illustrate the process; the paper is warped by an
infinite sequence of waves, piling up to a donut surface so that the originally piece of paper is kept intact.
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Teoremas de Nash-Kuiper -3-

e Observemos que o teorema diz que o comprimento e os angulos
dos vetores tangentes sdo conservados. Salientamos também que
se trata de mergulhos em superficies Riemannianas, logo a
isometria é sempre local (no sentido dos planos tangentes). Em
particular ndo é um resultado de isometria global entre espacos
métricos. Uma consequéncia do teorema é que a imagem de uma
curva em M pelo mergulho terd o mesmo comprimento que a
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(pois que integramos a velocidade/vetor tangente cujo modulo é
constante)

e Seja M uma variedade de dimens3o m. Sabemos que existe um
mergulho (isométrico ou n3o) £ tal que {(M) C R™ para n
bastante grande e tal que {(M) tem dimensdo m. Chamemos

¢ = €F(p),¥p € M a coordenada Cartesiana associada a p € M.
Neste sentido, o vetor tangente em p é (isomorfo a) g; := g§ onde
s"=¢'(p), com1<i<me¢p(p) € AcCR™ D'outro lado, pelo

teorema do rank constante, s' = ¢'(¢71(Z)) = x*(z) onde
n—m vezes
——

r= (24, 2™ ez =(z,0,---,0).

Consideremos um difeomorfismo de mudanca de coordenadas
{2FY, — {5}, ie., com ' = ' (2F),1 < i,k <m (onde x é um
difeomorfismo entre os abertos B C £(M) e A C R™). Lembra-se
que £(M) é uma sub-variedade de dimensdo m de R™.
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Conexao -1-

e Recordemos a definicao do diferencial em Cartesiano: seja

w =", wh, e, logo dr'{w] = wk, . Em coordenas curvilineas

(isto inclui Cartesianas), temos w = Y, w'g; com o elemento da
base movél g, = 9% (x = {(p)), logo ds'[w] = w'. Em particular,
ds'[g;] = 0ij =1 sei=j e =0 sendo. Pelo teorema de Riesz
existe um vetor "dual” ¢’ tal que ds'[g;] = ¢* - g; = &;; e por
linearidade,

ds'[w] = g* - w = w'.

e Observemos entdo que por definicdo dos simbolos de Christoffel,

=g - Ogr = ds'[Ogr] = X, & da (9] = 2 %dmp[%%]
B Z @ﬁ (o)
— ~ Oslsk Ozp ’

onde 1 < i, I,k <m.
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Conexao -2-

DEM. Sendo que 0 = asn 51] 82"( ) 85" (Zl Ol 85’“) -

2.0 2 o1
> aangiz + Zml ag?laxm %ﬁn ask' temos (permutando os indices
62 1 K] 82 7 K] la
mel) ) 5am ai, = = il Gumial Oen gék . A tese segue de (o).
QED. [ |

e Notemos que a definigdo (CHRIS) é mais geral de que (e) pois
nao necessita ser simetrica em n e k.
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|—B.1.3. Derivagdo covariante de tensores em variedades Riemannianas

Conexao -3-

. / . .
e Seja {(s')P}p = {s” },y um outro sistema de coordenadas locais
v / s .
curvilineas, e notemos s? = (s')P. Queremos é averiguar como se
transformem os simbolos perante uma mudanca de variavel.
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LB.1.3. Derivagdo covariante de tensores em variedades Riemannianas

Conex3o -4-
i Os" sk
DEM. Pelo lema, >_, , I, 525 o5 =
Z 9%s'  Ox! 9s™ dx™ dsk Z 9?st _ dal dxm
Elm,n 9xloxm ds” asn’ OsF g5k Lm 9zT9z™ gsn” sk’
) 9s* Oz _
Pela identidade W = S (Zm B ask’> =

Os'  9%x™ dzt %5t Pxm i Os" Osk
Zm Ax™ ggn’ §sk + Zl m 85"' dzldx™ sk’ vem Zk n nk 3Sn’ 9k
9st 9%z 92§

I,m 9™ ggn’ gk’ 9sm Ok’ *
dS 02 m -
obtemos por (e) I'V,, = = Dl B et =

I 9s™ Js
1851 ( k.n "kasnlﬁsk/+6n6k’) QED [ |

Uma conexdo geometrica é uma familia de func¢des F’;q que se
transformam conforme a lei (xx) sob qualquer mudang¢a de base
local por difeomorfismos. A mesma é independente da métrica
escolhida, logo é um conceito distinto da métrica.
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Tensores (introdugdo "in a nutshell”) -1-

Seja {g;}:; uma base local da variedade Riemanniana M. J4 vimos
que um vetor (i.e., com componentes contravariantes) w é um
elemento do plano tangente que se escreve em componentes

w =", w'g;. Ora, um co-vetor (i.e., com componentes
covariantes) é um elemento do dual do plano tangente, i.e.,
escreve-se em componentes como w = Y_.w;g' com {g'}; a base
dual local (t.q. ¢' - g; = d;5). Um co-vetor corresponde a um

diferencial pois que ¢’(p)[w] = gi(p)[zj wig;] = w' = dz'w].

Enfim um tensor de ordem (m;n) em um ponto p representa um
mapa N-multilinear (onde N = m + n) do espago vetorial gerado
por n vezes o plano tangente e m vezes o seu dual:
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- B.1.3. Derivagdo covariante de tensores em variedades Riemannianas

Tensores (introdugdo "in a nutshell”) -2-

numa base escolhida, é dado por uma familia de componentes U_ij,;,
com N indices junto com uma base tensorial com N vetores de
base contra- ou covariantes, g;,--- , g”, tal que esse mesmo tensor
se expressa como

N
U= ULgi®- g
i’.”)p

Um tensor U(m;n) é de ordem (m;n) e de rank N = m +n se
tiver m indices contravariantes (logo essa parte "come” m
covetores) e n indices covariantes (logo essa parte "come” n

vetores). Notemos suas componentes como U(((i)).
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- B.1.3. Derivagdo covariante de tensores em variedades Riemannianas

AULA 17 & 18 (2 & 4/5/2023)

Conexao compativel com a métrica; simbdlos de Christoffel;
derivacao covariante de tensores; transporto paralelo e
geodésicas; torcao da conexao. Curvatura de Riemann;

identidades de Bianchi.
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Conexao -6-

Uma operagdo de derivagdo covariante (= conexdo diferential)
significa a escolha de uma conexdo I";q e de um operador
diferential linear £ sob tensores de ordem qualquer que satisfaca:

(i) Se f é um campo escalar diferentiavél: Ly f = BJ;'

(i) ® Se w é um vetor: Lrw = (Ekw "Ygi, onde

Lyw' = Viw' = (Viw)' = §% + 3 w'Tj,, (DER-VET)

e Se w € um co-vetor: Lrw = (Lrw;)g, onde

Lyw; = Viw; = (Viw); = 9% — Y wll,, (DER-COVET)
(iii) Se U e V sao tensores de ordem qualqueis entdo

L UV)=L,URV +U® LV (Regra de Leibniz).
e A conexdo diferencial permite comparar (infinitesimalmente via a
derivagdo) vetores que ndo pertencem ao mesmo plano tangente,
pois 0 mesmo muda em cada p. Podemos escrever L = Vl,;.
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Conexao -7-
e Nos calculos a seguir, por concisdo, consideremos a conven¢ao
seguinte: quando dois indices s3o repetidos, significa que existe
uma soma neste indice. Assim, A;;xb; = Zj Ajjibj, etc.

e Tome w =g; = (g;)'g; = 5fgj com 55 = 0;; (componente por
componente). Pelo Lema p. 170, vem dyw - ¢/ := Vi w7, logo, por
(DER-VET), dygi - ¢/ = VE(g:) = VE(67) = 67T, =TJ, (o
indice j é contravariante). Portanto
e Temos Ok(g; - ¢7) = 0, logo Okg; - ¢ = —g; - Org’. Portanto

I = (=) — kg’ - gi-
e Por (DER-VET) and (DER-COVET) temos
Lrg; = V}gi =Ti.g; (M) e Vig' = —T}.g’.
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LB,1.3. Derivagdo covariante de tensores em variedades Riemannianas

Conexao -8-

Uma operacdo de derivacdo covariante é um mapa linear que a
cada par {v,w} de vetores de T},S associe o vetor D,w tal que
(i) Dyf =wv-Vf, onde f é uma fungdo real diferencidvel

(ii)" Dyptguw = fDyw + gDyw, onde f, g sdo funges reais

diferencidveis e u, v, w vetores do plano tangente,

(iii)" Dy(au + pw) = aDyu + fD,w, onde a, 3 sdo reais,
(iv)" Dy(fw) = Dyfw+ fDyw

e Notemos que tomando g = 3 = 0 isto é a definicdo de uma

conexado afim, mais geral do que a derivada covariante que se torna
um caso particular de conex3o afim.

e Ora, queriamos mostrar que a condi¢cdo (iz).1 da definigdo

anterior pode ser obtida como consequéncia da definicdo acima,
mais um presuposto.
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Conexao -0-

. . ~ _ k .
Suponhamos que quisessemos partir da relagdo 0;g; = Fijgk valida
em qualquer mapa local (uma vez que conseguimos definir vetores
tangentes classicos, i.e. Cartesianos, pelo teorema do rank
constante).
Neste caso definimos a derivada covariante dos vetores de base

H Tk H — . — apnlp.

assim: Dg,g; := I'j;gx. Ora, seja v = v/g; e w = w'g;, logo vem
pelas propriedades acima:

Dyw = Dy, (wig;) = ijgj (w'g;) = ngingwi + vjwinggi,

ou seja, pela condigdo (7)),

Dyw = (v VP + Ffjvjwi> gr, = v’ (V}HU’“) G-
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Conexao -10-
e Qutra abordagem é a seguinte: a palavra "covariante” significa
que Dyw é um vetor se w é um vetor, i.e., que suas componentes
se transformam apds mudanca de base como um tensor
1-contravariante, i.e. se {s"} for o novo sistema de coordenadas

os*'
/
Dvwk —D, wk
Osk
Sendo que, também, v! = %Slv temos
K/ K
k‘/ i 0s 0s 85 k!
D,w = 5% kaglw 95F B l,v Dglw = ¢! Dgl,w

Logo, a propriedade de que "a derivada covariante é um tensor”:

9t Ot o

Dok el Dglw :Dgl,w

Veremos em MMF que esta propriedade é que permite definir os
simbolos de Christoffel e obter rigorosamente a expressio (ii).1.
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Conexao -11-

e Introduzimos o tensor gradiente covariante (erk) gy, assim:
Dyw=v- (erk) gr = v VL w” gy, para enfatisar que a derivada
covariante é calculada na pratica mediante os simbolos de
Christoffel.

e Em particular tomando v = g; vem (i3).1, i.e.,

Viw := Dgw <Olwk + F;‘?le) Ik, (%)

onde a componente tensorial [k do gradiente de w,
Viw = V{wkgl R gk

é Vlrwk = Ok + I‘fjwj.

e Na verdade, sempre que temos uma conexdo cuja accio nos
, . . Tk
vetores de base é conhecida, i.e., Dy g; := L9k, obteremos ().
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Conexao -12-

e Reciprocamente, temos: seja w = g, entdo por (x) vem
r k
vl 9m = Dglgm = Pmlglﬁ (.)

|Og0 Dglgm - nggl = (F’rknl - Ffm)gk

e SejaU = vap U'gi ® -+ ® gP um tensor de ordem (m;n).
Pela definicdo de conexdo diferencial temos
LU =30 (OU5)gi® @+ N U Li(gi®- @ gP).

e O gradiente do vetor w = wig; é Viw = Zﬂk(vl,;wj)gj ® g*,
onde a componente k do gradiente, Vl,;w, é definida como

Viw = Lyw = Z Lrwlg; (D).
J
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Conexao: obtencao direta da expressao da derivada
covariante de um vetor -13-

e As componentes do gradiente de um vetor em Cartesiano sdo

l . : .
% (aqui, com z7 as coordenadas Cartesianas).

e A condi¢do de ser um tensor (1,1) (essa nogdo nio foi vista
nesta disciplina, serd vista em MMF, disciplina de mestrado) é que
ird determinar a expressdo do mesmo na base curvill'nea, i.e., temos
de ter, no novo sistema base/coordenadas curvilinea {s', 851} as
componentes desse mesmo gradiente dadas por

i 9s' 9z dul __ 9s oul
Uiy, = 5o7 5% ou7 = ol 9er (LTENS) .

e Pela natureza tensorial (1 — 0) de u’ temos 4% = u! gsl (aqui, @

representa as componentes do vetor u na nova base)

e Pela natureza tensorial (TENS) (1 —1) de ﬁlk = (Vu)}, temos
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Conexao: obtencao direta da expressao da derivada
covariante de um vetor -14-

g 05 od WG 0 o8 0t 0% o
kT oxl 9sk T Qsk 0sk * 9x! sk ozlox™ Osk’

I _ snozt
logo, uma vez que u' = 4" 55,

.oat  oxt 9%s ox™m  aat
uk:—k—u —l——k:—k—i—u nks
' Os 0s™ 0ztdx™ Os Os

i.e., obtemos a formula (%).

Lembramos que o gradiente do tensor U de rank N e ordem (m;n)
é definido como o tensor de rank N + 1 e ordem (m;n + 1),
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Conexao -13-
N
VU = Z (ViU g @ @ g" @ g* = LyUgh,
Je P
As componentes de VU sao portanto os VFUZ »» Na base
associada escolhida.

Seja Ly, = V}; uma conexao diferencial e seja & um campo vetorial.
A derivada covariante na direccio & = £Fgy, Dy, é definida como
ng = Dew = (§kV£w’) gi, onde w = w'g; e VE == kaF

Dada uma conex3o, i.e., (x%), um tensor U é covariantemente
constante ou paralelo Iongo uma curva vy, se

VFU ’)/kVFU 5 ( - ((Z)) _{_U((l))vl_‘(g(z) ®d5(a)))
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Conexao -14-
Logo, sempre que a geometria for ndo-Euclidiana, paralelo ndo

significa ter as componente constantes (i.e., %U((;)) =0).

Dada uma conexdo, uma curva diferenciavel v numa variedade é
uma geodésica se Dy = Dsyy = 0.
e Salientamos o facto de que o transporto paralelo e a nocio de

geodésica sao conceitos meramente legados a conex3o e ndo a
métrica, exceto se a métrica for compativel com a conexdo.

A torsdo da conexdo I é definida como Ty := T}, — I,

e Acabamos de ver que

vll—‘gm - nggl = Dglgm - nggl = Tfmlgk (O)~
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Conexao -15-

Sejat € I+ ~(t) C M. Seja I — V(t) um campo ao longo de
7[1] e que verifica a propriedade de ser extensivel, i.e., existe um
campo V definido numa vizinhanga de y[I] em M tal que

V(t) = V,(1). Neste caso a derivada covariante ao longo de v é
definida como

~ avk
DV =DV = ( o+ %vzrk) gk = 0V gr + V¥ Dygy.. (a)

e Seja uma familia de curvas suaves (¢, s) onde y(t) = ~(¢,0).
Definimos T := 0y7y(t, s) com s fixado e S := Js(t, s) com t
fixado. Localmente, podemos escrever em coordenadas

k
y(t,s) = (z'(t,s),--- ,2"(t,s)) e T = dt 32’6 e S = ddisa%-
Segue imediatamente que
dz' da? .
DS — DsT = ————T; g (AA)

dt ds
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Conexao de Levi-Civita -1-

Uma conex3o I' é compativel com a métrica se Vg =0, i.e.
Vl,;gij = 0. Neste caso vale a propriedade de derivagcdo de um
produto,

Dy(u,v)g = (Dywu,v)g + (u, Dyv)g.

Em particular se U,V sao campo vetoriais ao longo de um curva
t— () vale

d

E(U’ V)g = (DtUa V)g + (DtVa U)g
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Conexao de Levi-Civita -2-
DEM. Pela (iii) LU = L (U9 g;) ® g; + U g; @ Lyg;. Pelas (i),
(iii) e a linearidade, £,U = %gi ® gi+ UYLy @ g+ UY ¢;®
Lyg;j. Pela (ii) e (M) p. 240, e apés mudanga de nome dos indices,
vem LU = (9% + UVTY, + U, ) g; © g;. QED. O

e Analogamente, a derivada covariante do tensor (0;2),
U= Zi,j Uijgi ® gj é

oUi;
sk
e Além de mais, a derivada covariante do tensor (1;1),

VgUiJ’ = — FékUlj — Fé’kUil (<>)

U=3,Ulgi®g" é

. U .
viv = 2k oy

95! plUIIc) - FilUZZ) (000).
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Conexao de Levi-Civita -3-

DEM. Seja I',;; := gklI‘l Pela compatibilidade da conex&o (cf.

(©)), 0= Vigij = ai” Lhegij — ijgzl' logo g” = Djint

I;.ik(A). Permutando os indices, 657;{“ =TIkji + Fj;ki(B) e
%gsijzc = Tkj + Dhyij(C). Efetuando (B) + (C) — (A) e sendo a
conexdo simetrica, i.e., I'y.ij = ['y,ji, obtemos 2I';;; = 0; g5+

0;9i1 — 019i5. Multiplicando por %gkl segue o resultado. QED. W
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Conexao de Levi-Civita -4

e Continua a valer a propriedade vista na parte A que uma
conexao compativel com a métrica preserva o produto interno
entre dois vetores transportados paralelmente.

DEM. Temos (&, 1)y = k0k(9:5607) = 4V (9:607) =
96V (EM) = gij (P VEE + &4, Vin') =0+ 0= 0. QED.N
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Levantar e baixar os indices

Seja as componentes de um tensor (m;n), U,. Levantamos um
-1

indice covariante, dizemos p, se multiplicarmos por gP? = (gpq)
i.e. g?U"; = UL, Baixamos uma indice, digamos, i, se
multiplicarmos por g;;, i.e. g;;U"}, = Ujmp

e Por convencdo, quando houver 2 indices repetidos, tem que
haver sempre um em baixo e outro em cima.
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Curvatura de Riemann -1-

Uma conexdo I' é afim em p se existe um sistema de coordenadas
{zx} no qual I' = 0 numa vizinhanga de p. Neste caso V£ = %.
Neste caso, pelo Lema de Schwarz, temos comutacdo das

derivadas covariantes, i.e., V};Vf — VIFVF = 0,0, — 0r0; = 0.

& A questdo que levantamos agora é de quantificar a falta de
comuta¢do das mesmas no caso de uma conexdo geral (i.e., ndo
Euclidiana). Seja o vetor w = w'g; (=, w'g;). Pela condigdo
(ii) da definicdo de derivacdo covariante, temos

Ul = Viw' = gpw’ + T4 w'. Pela formila (<><><>) p. 253 vem

VFUk . vkaw N VF <8kw + Flkwq> = @ <3kw + T;kwq)
T <5’ka + ngwq) — I}y (Gpw’ + Tgpw?).
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Curvatura de Riemann -2-
Expandendo vem V! Viw' = 8slask + I‘ Lot + Pli)l(‘?kwp—i—
ags%k wi— T}, 0pw'+

sl wd = TR Lo wd = (a rhor + Dl Oiw? + F;lakwp) +
fust = Ty (G + Thyt).

Logo, invertindo os indices k e [ e substraindo, os 3 primeiros
termos cancelam-se por serem simetricos, e sai

) : or? or’ : :
'l ool gk __ ql T TP _ T 4 q _
V, Viw' =V, . Vyw' = ( el 5k +Fpquk Fpqul> w

(Fil - ka) (apwi + Ffzpwq)-

Obté-se vakw — V};Vfwi = TﬁCV;wi + Rfllkwq: vé-se que a
falta de comutacdo das derivadas covariantes é devida (i) a tor¢do
da conexdo T},, e (ii) a curvatura de Riemann.
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Curvatura de Riemann -3-
bt asl ask N T =T, Ih. (RIEM)

e Se consideremos uma conex3o simétrica, logo a torcdo é
evanescente e obté-se a formdla classica que define a curvatura de
Riemann (com soma em ¢) como aplicagdo do plano tangente de
M em p, com M de dimens3o m:

Vi Viw' = Vi Viu'=ViViw' = Riygw?, Y = w'g; € T,M. (#)

e A curvatura de Riemann é um tensor com m* componentes.

Existem variantes do mesmo definidas como por exemplo a
curvatura full-covariante R;q = gij jkl (com soma em j).

e A prova do resultado seguinte é eV|dente por contraposicao e a
defini¢do (RIEM).
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Curvatura de Riemann -4-

é evidente; (ii) pela linearidade podemos tomar
(90)'9i = 4(gp)'g:. Por () temos (VIVI—
VFVF)( ) = lk(gp) = Ri10pq = —Riyy. logo (V] Vi —

VEVD)gp = (VIVE = ViV )(gp)'9i = —Rijg:. E suficiente

DEM. (i)
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Curvatura de Riemann -5-
mostrar que —Rplkgz — R};plgi — Rfkpgi = 0,Vg; na base movél.
Mas, —R!, g; — R} ,9i — Rij,0i = V| (Vigp — Vigr) +
V}; (Vg -V gp) + VF (Vl Jr — ngl) Por (W) p.240, a tese
segue uma vez que a torcaq é nula:
Vigp — Voge = F;kgj - F{Cpgj = 0 (igual para os dois outros
termos). QED. [ |
e Este identidade é conhecida pelo nome de identidade de Bianchi.
e O resultado seguinte s3o identidades importantes nas aplicagdes.
Apenas demonstraremos a primeira.
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Curvatura de Riemann -6-

DEM. (de (iii)) Seja um vetor w. Calculemos o seguinte produto

interno, por (#) e com [ e k fixados, (V[lvg}w,w)g

(V] Viw' = Vi Viw')gjuw’ = gZJRfIlkwqw' = Rjgrwiw’. A tese

segue se mostrarmos que V[lvk]w = 0,VYw, pois que invertindo os

|nd|ces Jjeq, vem R wivw’ = R, lkij = Ryjipw? w?, logo
(V[lvk]w w)g = 1 5(Rjqk + Rq]lk)wquﬂ = 0 Vw =

(R iqtk + Rgjie) = 0. Com efeito, pela propriedade (i) da definicdo

de conexdo diferencial e a conexdo ser compativel com a métrica,

vem 0,0 (w,w), = VEVT giwiw! = g;; VEVE (wiwd) =

2 ((ViViw,w)g+ (Viw,Viw)y). Similarmente, invertendo o

papél de k e [, obtemos 0,0k (w,w), =

2 (V] Viw,w)g + (Viw, Viw)y). Logo substraindo as duas

identidades, pelo Lema de Schwarz, vem (ngg}w,w)g = (0 para

todos os campos vetoriais w € C%(T,S; R™). QED. |
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AULA 20 (9/5/2023)

Comutador; definicao de torcao e curvatura sem
coordenadas. Teorema egregium. Curvatura de Ricci e
curvatura escalar.
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Curvatura de Riemann -7-

Seja uma base g] aaj e sejam dois campos vetoriais

&= f’“axk,n =7 a . Ent3o constroi-se um terceiro campo
o = [£,n] como

[€.n) == (&~ V' =1 - VE)g;.
Este campo é chamado o comutador de ¢ e 7.

e Portanto [ ot azj] = 0 (é simplesmente o Lema de Schwarz:
0ij = 9ji)-
Para além, o operador diferencial de comutacao é definido como
VEV

r 'l
= ViVl - vIVL.
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Curvatura de Riemann -8-

DEM (de (ii)). Multiplicamos (o) p. 250 por &/nF e integramos
por partes, utilizando as definicdoes. Vem:

gmTRE" = & Vg — &V} g, = V&= Vin+[€,n].
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Curvatura de Riemann —9—
DEM (de ()) e step 1: tomemos & = g = zk n=g = % e
(=gj= axj Sendo que [gk, g;] = 0, logo vem
(VEVS = ViVE + Vie ¢ = (Vo Ve, — Vi Vi )95
= Vi(Vigj) = Vi (Vigj) = Vi(Tigm) = Vi (Tfigm)
= Ok} gm + U5 T 9n — 8zF}-’£gm — Il gn
= (0T + THT g, — O, — TR gn = ]klgn = Rlgr, 1lg;-

e step 2: ver|f|quemos que o membro a direita, V C—i— \4 n]C
é homogeneo em &,me(, ie seja f um campo suave Iogo

[f£ 1S+ VigenC = f<v[s n]C+V[sn]C)
V0 ¢+ VL C= VIV e+ VL fC

° step 3: portanto teremqs pela linearidade,
R g, n' al]¢79; = €' I Rlgk. gilgj = V[ V1¢ + Vi ;¢ .QED.M
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Curvatura de Riemann -10-
e Portanto, uma vez que [a‘;, %] =0, logo
o 9.0 _p _p 0
e gzt = Vi V21 5k (00).

e Ademais, se a conexdo for simetrica, vem Vgn — V,l;{j =[&,n).

e Em regra geral se £ e ) forem compativeis, i.e. [£,n] = 0, entdo
vale

T[E,n] = V3E—Vin.
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Curvatura de Riemann -10-
e Nota: Uma base do tipo {g; = a%k}k é dita holonémica ou
"dependente das coordenadas”. Acontece que dada uma métrica,
é dificil encontrar uma base que seja ortonormal em todas as
vizinhangas de M. Mas, em geral, uma base {g;} n3o deve derivar
de um sistema de coordenadas. Nesse caso é dita anholonémica e
portanto TZ’j =Tk R [9i, 9], em que [g;, g;] # 0. Os dois termos

[i
sdo a torcao da conexado e da holonémia.

& Seja uma curva t +— ~y(t). Definimos
RX := R[¥, X]5.

A partir do Lema das simetrias da curvatura, é facil verificar que o
operador R é auto-adjuncto, i.e.

(RX,Y)g = (RY, X)g. ()
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Aplicacio a m = 2 e as superficies de R3

& No caso m = 2 o tensor de curvatura de Riemann é R;j;,; com
i,7,k,1 € {1,2}. Pelas condi¢des (iii) e (iv) temos

Ri1x1 = Roor; = Riji1 = Ryoo = 0,VEk, [, sendo que a Unica
componente n3o evanescente é Rio12 = Ra121.

e Consideremos uma superficie regular S de R®. Sabemos que,
localmente em p € S, pode ser representada pelo grafico de uma
fung¢do (x1,x2, f(x1,x2)), sendo que o eixo dos z = x3 é
perpendicular ao plano tangente em p; por convengdo pomos p
como origem do plano tangente, logo vem f(0) = 9;f(0) = 0.
Além de mais, a métrica induzida em p escreve-se como

9ij = Oip- Ojp = (ei + O fe3) - (ej + 0jfes) = 6ij + 0if0; f. Entdo
vem g;;(0) = 6;; e 0rgi;(0) = 0. Por consequéncia, pelo teorema
de Levi-Civita a (nica conexdo compativel com a metrica e
simetrica satisfaz Ffj(p) =0.
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; ort, oy,
Logo, Rfﬂk(o) = aqu ( ) Ba:k (O)' €

7 0 'Fj
R (0) = gy (0) = 2008 0) - ") ) —gyg,5(0)
I7,.(0) + Orgi; ()17 (0) = 2545 (0) — Z4(0) (<), onde, sendo
que grmg™ = O, vale

1 1
§gkmgml(aiglj+ajgil_algij) =3 (0igrj + 09k — Okgij) (O0).

Dy =
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DEM. Sendo que m = 2 os indices i, j, k, [ tem valores em {1,2} e
a Unica entrada do tensor de curvatura é Ris12. Consideremos
localmente a superficie como um gréfico, logo por ({) e ($<)
vem Rigri(0) = 5(0k (Dqgit + O19qi — 0i9q1)— O1(Oqgin + Okgqi—

Di9qk))(0)).
Particularizando, obtemos Ri212(0) = %81(82g12+ 02g21—

91922)(0)— 302(02911 + D1g21 — D1921)(0) = F(—3g11—
02992)(0) +02,912(0). Mas, sendo que V£(0) = 0 vem 95g11(0) =
02(01)%(0) = 202(01 f03,f)(0) = 2 (Bglf(O))2. Da mesma forma
saf 02g22(0) = 2 (03, £(0))” e 0%012(0) = 0% £(0)02, £(0)+
(93,£(0))". Entdo Rizia(0) = 03, £(0)05,/(0) — (93,£(0))° =

S Ohf _ detla(0) B B
det (3§1f 92, f (0) = et (02 K(p), j& que det g(p) =
det I;(0) = 1 (cf. Exercicio 10, série 4). E intrinseca pois que a

curvatura simetrica e compativel sé depende da metrica. QED. l
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A curvatura de Ricci € o trago (ou "contra¢do”) da curvatura de
Riemann, i.e., R;; := Rfkj. A curvatura escalar é definida como o

produto do tensor de Ricci com a métrica inversa, i.e., R = Rijgij.

DEM. Temos R = ginfkj = gijgklRlikj. As Unicas entradas nao
nulas sdo R1212 =K = R2121 (S] R1221 =-K= R2112, donde

R =2(g"¢g** — g"¢*")K = 2det (¢g7') K. Mas detg =1 em p,
logo R = 2K nesse sistema de coordenadas, entdo em todos.
QED. H
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AULA 21 (11/5,/2023)

Campos de Jacobi e aproximacao da métrica pela curvatura
de Riemann.
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Campos de Jacobi -1-
& Definimos primeiro uma variagcdo da curva suave ¢t — (t): seja
uma familia de curvas suaves (¢, s) onde y(t) = (¢, 0).
Definimos T := 0yy(t, s) com s fixado e S := 9sy(t,s) com t
fixado. Localmente, podemos escrever em coordenadas
(t,s) = (z'(t,s), - ,a"(t,s) e T =" 0 o § = 028 0

DEM. Por (A) p. 250, temos
DD,V = 8;0,V* gy, + 0, V¥ Dygy, + 0sV*Dygy, + VE DDy gy,

logo
DsDiV — D;DV = V* (DsDygy, — DiDsgy)
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Campos de Jacobi -2-
Mas, uma vez que DTV = 05(0;27) = 950,27,

DyDygi, = Dy (T?V} gi,) = 950127V g, + T7S'V; V gy,
logo, por (c0) p. 264, vem
DsDygr, — DiDsgi, = T7S'V;Viigr = T'S'R(gi, 9;) -
Pela linearidade da curvatura segue a tese. QED. |
Seja t — ~y(t) uma geodésica, logo D;T' = 0 e obtemos
0= D,D,T = D;,D,T + R(S,T)T

Mas, pela relagdo (AA) p. 250 com TZ’; = 0 e as simetrias da
curvatura vem

0= DsDtT = DtDtS + R(S, T)T = DtDtS - R(T, S)T (..)



Geometria diferencial 276 /338
Lgi1. Variedades diferencidveis
|—B.1.5. Campos de Jacobi

Campos de Jacobi -3-

Acabamos de demonstar o resultado seguinte:

& Seja uma geodésica t € I — (t) em p € M com velocidade
inicial V' € T, M. Num mapa local pode ser escrita no tempo

inicial como V' = V¥*g,(p) onde g := %. No mapa local e em

coordenadas geodésicas y é imagem do segmento (tV1,---  tV"),
com t = r o raio geodésico. Seja W = Wkyg, € T,Me
consideremos a variacdo pelas geodésicas

Y(t,s) == t(VE + sWk)gy. Logo J(t) := 9sy(t, 8)js—0 = tWFgy, é
um campo de Jacobi tal que J(0) =0 e j(()) =D, J(0)=W.



Geometria diferencial 277 /338
- B.1. Variedades diferenciaveis
L B.1.5. Campos de Jacobi

Campos de Jacobi -4-
& Ao longo da geodésica, definimos f(t) := (J(t), J(t))g.
Derivando, considerando a propriedade do operador R ser
auto-adjuncto, e a equagado J= RJ, obtemos

f/(t) = 2(j» J)g
() =2(J, D)y +2(J,J) = 2(RJ, J), +2(J, J)
(1) = 2(RJ, )y +8(RJ, J),
FON ) = 2(RJ, J)g +12(RJ, J)y + 8(RJ, R )y + 8(RJ, J),.
Ora, sendo que J(0) = 0 vem
f(0)=0= f(0)
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Campos de Jacobi -5-
Calculando analogamente vem f(*)(0) = —20(D;R(%, W)W, 7).

DEM. Supomos que ¢(p) = 0 e consideremos uma vizinhanga
geodésica em torno de p. Qualquer ponto dessa vizinhanca é
associado a um raio r e corresponde a um ponto x no mapa local.
Consideremos o segmento geodésico t(z — 0) = tx, logo tx
pertence ao mesmo mapa também para ¢ € [0, 1]. Temos também
4(0) = x. Consideremos para t € [0, 1],

F(O) = (J(0), (D) = g5 () T (1) JI(£) = t2gy; () W,
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Campos de Jacobi -6-
Por Taylor

5
1) = 3 ~ @) + 0.

Portanto, a=l

o 8 . ] P
F(t) =gi; (0)W W% — IRik,ﬂ’“(o)fyl(O)W With

20 ern < o
— aDtRl-,djfy’“(o)yl(o)w Wit> 4+ O(t%).

Mas, 'y(O) =, DtRzli V Rzklj')/ (O) = V{nRikljl'm, €, numa
vizinhanga geodésica ¢;;(0) = 0;;, logo

L o 8 L
f(t) =t2gi; (tx)W'WI = §;;W'WIt? — Ellliklj:i:k:Jc‘lWZWJt‘1
— —v ¥ Riggja®a ™ WIWIe + O(t5)x|h).

O resultado segue tomando ¢t = 1 e W candnico. QED. |
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& Definimos as variedades diferenciaveis e Riemannianas, como
um ambiente de trabalho intrinseco munido de uma estrutura
linear via os planos tangentes e difeomorfas ao espac¢o euclidiano
(de dimens3o superior) mediante os teoremas de Whitney-Nash.
As mesmas podem ser mais 0 menos regulares conforme a escolha
de uma familia de mapas de transicio. Além do mais, existe uma
nocdo de métrica, i.e., de medicdes de comprimentos e dngulos
entre vetores tangentes. O ecosistema completo consiste nas
variedades completadas com os seres quem vivem nela,
nomeadamente as formas diferenciais. A geometria diferencial
consiste em resultados que associam formas diferenciais em
variedade diferencidveis com as operagdes de derivagdo (i.e., o
calcilo exterior) e de integracdo (generalizando a integracdo no
sentido de Lebesgue). O primeiro resultado importante que alia
integracdo e diferenciacdo é o teorema de Stokes que veremos no
final das aulas. O mesmo é provavelmente o resultado mais
importante em Andlise Matemdatica. Cf. a cadeira de MMF.
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LC. 1. Algebra das formas diferenciais

(Grassman) algebra dos m-vetores em R

1. Definimos uma classe de equivaléncia ~ sobre (RY)™ tal que
Va € R,1 <14,57 < m temos
(a) (Ulv"' QUG- Uy ,Um) ~
(Up, e Uy QUG- Ty )
(B) (up,-+ s 4 Oty - Uy Uyy) ~
(Un, = Uy gy ) U)
(Ugy oy =gy Uiy Uy ) ™~
(Ugy o Uiy Uy Uy
Temos tambem u ~v <= v~ueu~vVAV ~wW=u~ w.
2. Um m-vetor simples é definido como
U A Aty € (RN ~
3. Considere o espaco vetorial A,,(RY) das combinacdes lineares
de simples m-vetores munido da relacao de equivaléncia
(A) alug A Auy) = (Qur) A Ay,
B) ws Ave Aty + U1 A Aty = (U1 +U1) A Aty
Este espaco é chamado espaco dos m-vetores em RY.
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Lc Algebra das formas diferenciais

(Grassman) algebra dos m-vetores
e u A v é chamado "u (produto) wedge com v".
e Seja uq, - - - Uy, mutualmente dependentes. Logo
Vi, Elay) P0=u — 30, ag-z)uj. Pelo (b) temos
Up A s Ay ~ 0. Em particular se m > N, ug A -+ A Uy, ~ 0.
e Exemplo: o 2-vetor ey A ea + e3 A eq € Ao(R*) ndo é simples.

Seja A, (RY) o espaco vetorial dos m-vetores em R,

Definimos a algebra exterior de R como a soma direta

ARY) = A (RY) @ -+ @ Ay (RY) mediante a extensdo linear da
seguinte operagao de base entre um m- e um [-vetor

(" concatenagdo”):

(ug Ao Aum) A(vp A== Avp) =up AUy AL A== Ay

(€ Ay (RY) se m +1 < N, = 0 senio).
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LC. 1. ,’:\Igebra das formas diferenciais

Funcdes m-multilineares e alternantes

1. Uma fungdo ¢ : (RY)™ — R é m-multilinear se, V(entrada)l ,
¢(ul’... ,ozu-l—ﬁv,---um) =
Ck(b(’lﬂ,"‘ S Uy ;Um) +B¢(U17"’ U, ;Um)
2. Uma fungdo ¢ : (RV)™ — R ¢é alternante se, Vi, 1,
(p(ul,... U, ,Ui,"‘um) =
Dy, U Uy Um)

Definimos A™(RY) como os espaco das funccdes ¢, que
verifiquem (1) e (2) e t.q.
(¢ +¢)(u) = ¢(u) + ¢P(u) e (ag)(u) = ag(u), Va € R.

e Os elementos de A" (R”) s3o chamados m-covetores.
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Lc Algebra das formas diferenciais

Dualidade m-vetor-m-co-vetor

e No caso m = 0, A°(RY) é o espaco das funcoes de RV com
valores reais. No caso m = 1, AY(RY) = (RV)*, 1-linear = linear.
AY(RM) é o espaco das formas diferenciais.

e No caso m = N, os elementos de AV (RY) sio multiplos reais
do determinante da matrix U = (uj ---uy) ou U”, sendo o
determinante (definido como) a unica forma N-multilinear

alternada tal que det(e1|---|e,) = 1.
e Sejaa; € A(RY),i=1,--- ,m,ie Jaji=1,--,m,
j=1,---,N tal que a; = apda' + - a;ndz, V1 <i < m.

Seja um mapa u: Q ¢ RV — RF suficientemente regular. O
m-covetor Jacobiano é definido como Ju := du' A -+ A du™.
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LC. 1. ,’:\Igebra das formas diferenciais

Dualidade m-vetor-m-co-vetor: produto exterior (" wedge")

No caso N = m vem
Ju = det(Du)dz* A - -+ A dz™

O produto exterior a; A - -+ A ay, € A™(RY) é definido como:

[ ap A= Aamlug, - um] = det ((ailuy)),;  Vus = ubey, € RN.J

e Mediante a relacio de equivaléncia ~ é evidente que A™(RY) é
o espaco dual de A,,(RY), onde
ap A ANaplur A A = a1 A Aaplug, - U

e Sendo e;, A---Ae;, abasede A, (RY), 1<iy, - ,in <N,
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Lc Algebra das formas diferenciais

Dualidade m-vetor-m-co-vetor: determinante
a base de A™(RN) é da™' A--- Adx'm 1 <'iy,--- iy, < N, ja que
dz'™ A« Ndz'™ [ej, N+ Nej, ] =1seir =jre=0ou—1
senao.

Sendo {e;}; a base Cartesiana de R”, definimos a base dual {ei}s
tal que < e;|ei >= 0;;. Notacdo: e; = dx' = diferencial de .
Base de A'(RY): {dx™, - ,dz’~}. A base de A™(RY) é:

2N = {dzt A A dzim, dz@1 () Ao A dg@iOm) o dpoain) A
- Adz?alm) com oy(k) (1<i<d= #Lm),) uma permutacio

par dos indices 1 < k< N .

e Assim, a base de A3(IR?) é (e1 Aeg,e1 Aes,ea Aes) e ade
A2(R3) é (do' A da?, dx' A da3, dz? A dx?), sendo que

dz' A dx?(e; A eg) = det(1 0|0 1) = 1 enquanto

dzt A dz?(ez Ae3) = det(0 01 0) = 0, etc.
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Lc Algebra das formas diferenciais

(Grassmann) algebra dos covetores
e EX 1: a forma dS = dz' A dz? em R3 é chamada elemento de
superficie orientado, pois que dz! A dz? = —dx? A da!
e EX 2: a forma dV = dz' A dz? A dz® em R3 é o elemento de
volume orientado: dz! A dz? A da® = —dz? A dat A da®.

Definimos tambem A*(RY) = AY(RV) @ --- @ AN(RY) com a
extens3do linear da operago entre um m- e um [-co-vetor:

(ar A ANap) AbL A~ Ab) =a1 A-am AbL A~ Ab
(€ A" (RN) se m +1 < N, =0 sen3o).

Se estivermos numa variedade M em vez de RY entdo o espaco
vetorial associado é o plano tangente em cada ponto p € M,
T, M. As bases associadas a0 mesmo sdo portanto {g;}; € {¢’};.
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LC. 1. Algebra das formas diferenciais

Base de orientacao direta -1- caso 3d
e Regra 1: partimos de um triedro de orientacdo direta em R3, ou
seja {61, €9, 63}.
ee Construimos o 3-vetor simples orientado por convengdo (dita da
m3o direita) e; Aea Aes =ea Aeg Aep = ez Aep Aey, € 0s
2-vetores simples orientados {e; A ez, €2 A eg,e3 Ae}.
e Regra 2: A ordem dos elementos na base dual {dz’,dz/, dz*} é
conforme ao sinal dos mapas de dualidade:
ee caso ser uma 3-forma, dz’ A dz’ A da¥lem A en A ey 56 pode
ser 0,—1 ou 1, sendo que e, A e, A e, tem orientacdo direta.
Portanto a ordem certa (= direta) é dz' A dz? A d2? ou

dz? A dx3 A dxt ou dx3 A dx' A dx?, pois neste caso vale 1.
ee caso ser uma 2-forma, temos de ter dz’ A dz?[e,, A e,] igual a

0,—1 ou 1, sendo que e, A e, tem orientacdo directa. Obtemos
portanto a base {dz' A dz?, dx? A dx3,dz® A dx').

e Contra-exemplo: a base {dx! A dx?, dx' A da?, dz? A dz3} ndo
tem orientac3o direta pois que dz' A da[es Aer] = —1.
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LC. 1. Algebra das formas diferenciais

Base de orientacao directa -2- m-formas sob RY

e Caso das N-formas: a base é a tnica N-forma simples tal que
dz A+ Adz™Nej, A+ Aejy] sejaiguag a 1, sendo que
ej, \--- Aej, tem orientacdo directa, ou seja j1 < --- < jn €
uma permutacdo par de i1 < --- < iyy. Mas, outra base seria
dz' A - Ada'N = dz?) Ao A dz®N) para qualquer mapa de
permutacao o que seja par.
e Caso das m-formas: constroi-se o simbolo

1 2 -+ m | m+1 - N
<le lg 0 iy | il o JN-m
com os indices iy € j; ordenados, ousejal <i; <--- <4y, < Nee
1< < <in-m <N
Depois determina-se 0 mapa de permutacao o tal que
o(it, yims J1s - s gN—1) = (1,--- ,m,m+1,--- , N).

ee Se 0 mapa for par, a ordem (i1, -+ ,iy,) € direta, e a base
direta constroi-se com esses indices na ordem certa.
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L_B.2. Formas diferenciais e calcilo diferencial em variedades difer]enciaveis

LC. 1. Algebra das formas diferenciais

Exemplos
e 2-formas em R*: temos 6 elementos que s3o dados apds analise
12| 3 4 o par
1 3| 2 4 o impar
, 1 4 ] 2 3 o par
do simbolo 23 |1 4|7 o par
2 4 ] 1 3 o impar
34 ] 1 2 o par.

Sendo assim os 6 elementos da base na ordem certa sdo

{dat A dax?, dxt /\da: dz? A da3, dad A dxt, da® A dat dot A da?}
e 3-formas em R*: temos 4 elementos que 's3o dados apos analise
| 4 o par
do simbolo |3 —[ 7 'mpar

| 2 o par
| 1 o impar.
Sendo assim os 4 elementos da base na ordem certa sdo
{do* Ndx® Nda?, det Adxd Ndx?, de? Adxt Adx?, dad Ada? Adat).

1 2 3
1 2 4
1 3 4
2 3 4
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Lc Algebra das formas diferenciais

Exemplos de célculo exterior com formas diferenciais com
coeficientes constantes

e EX1. Seja m =2 e aj,as,a3 € A'(RY). Temos
a1 A (ag + a3) = a1 A ag + a1 A as, pois que

B aq[uq] ar[us] _
a1 A (a2 + ag)[ur, uz] = det ( (024 as)lur] (> + as)fus) ) -

o (21 ) g (bl o)

a9 [ul] a9 [UQ] as [ul] as [UQ]

e EX2. Seja N =3, m =2, a; = Adx e as = Bdy + Cdz. Entdo
a1 AN ags = ABdx A dy +ACdx A dz, ou seja

ai A agu,v] = ABdz A dylu, v] + ACdzx A dz[u,v] =

AB(ulvg — u2v1)+ AC(u1v3 — U3U1) =

A Av ) = Adx A (Bdy A Cdz) [u,v].

= det < Bus + Cuz Buvy + Cug
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Lc Algebra das formas diferenciais

Sentido geométrico de uma 1-forma a 2d
e EX3. Seja N =3, m=2, a1 = Adr e ao = Bdy + Cdz. Temos

a1 A as = —as A ay, pois que ABdx A dy
+ACdxNdz = —BAdy Ndx— CAdzNdx = —(Bdy+Cdz) N Adzx.

Seja w uma forma diferencial de ordem impar, logo
WAWw=—wAw,ie,w?=0.

o EXA4. Seja um fluxo w = 3dx + 2dy
(i.e. com densidade 3 longo e; e 2 longo
e2), e sejam v = e; + 2e3 e w = e + €.

fluxo ao longo de
v, wl] = 31 +
2.2 = 7=numero de lin-
eas cruzadas por v, e
longo w: wlw] = 3.1+
2.1 = 5=numero de lin-
as cruzadas por w.

€
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LC. 1. Algebra das formas diferenciais

Sentido geométrico de uma 2-forma a 2d
e EX5. dx Adyles Aeg] =det(10]/0 1) =1. Sendo que A%(R?) é
unidimensional, tem dx A dy como Unico elemento da base, logo
w = kdzr N dy € R. Em particular
dx A dy[v A w] = det(v; wi|vy we) = area (com sinal) do
paralelograma (orientado) gerado por u e v.
e EX6. Seja v = 3e; + 2e5 e w = e1 + 3eo.
| LA
N
a1 ]
[ /] 7 ] / / /
T TR
Temos dz A dy[v A w] = |3 1|2 3| = T=# celas cobertas por v A w.
Seja w = 2dz A 3dy = dx Ady. Temos wlv Aw] =7 = w[2v A duw].

~X
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LC. 1. Algebra das formas diferenciais

Sentido geométrico de uma 1-forma a 2d com coeficientes
variaveis

e EX7. Seja w = xdx. A representagdo geometrica de [z|dx com
[x] a aproximagdo inteira de x é dada pela figura:
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LC. 1. Algebra das formas diferenciais

Sentido geometrico de uma 2-forma a 3d com coeficientes
constantes

& EX8. Seja w = 2dy A 3dz e seja o retangulo com normal

v =-e3 A\ (—e1 Ae3) gerado por ez e —ej + e3. Quantos tubos
rectangulares na figura a direita s3o curtados por v? Resposta:
temos que calcular w[r] =12 0[0 0] + |2 0]|0 3| = 6.

3

€

2dy A\ 3dz
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Lc Algebra das formas diferenciais

Elementos e integrandos de linha, superficie e volume
e Vimos que os elementos de linha, superficie e volume s3o
dL =dz,dy,dz, dS = dx Ndy,dx ANdz,dy Ndz e
dV =dx Ndy N dz.
Portanto os integrandos de caminho, superficie e volume sio entdo
Y|dL = a(z,y, z)dx + b(x, y, 2)dy + c(z,y, z)dz,
IdS = A(x,y, z)dx ANdy + B(x,y, z)dx ANdz + C(z,y, z)dy N dz
e f(z,y,2)dx ANdy N dz.
Serdo integrados numa curva, superficie ou volume de R3 logo que
teremos uma nocao de integral.

e Vimos que, dadas as coordenadas (z,y), o integrando de area é
S = A(x,y)dz A dy, sendo dx A dy o elemento de area. O que é
que acontege se mudamos as coordenadas, i.e., x = z(u,v),

y=y(u,v)7?
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LC. 1. Algebra das formas diferenciais

Mudanc¢a de coordenadas no plano

Calculemos: dx N dy = (z ydu + x ,dv) A (yudu + y ,dv) =

Tyl pdu N dv+ Yy, do A du= (2 4y — T oYu)du A dv =

det(z y T p|Yu Yo)du A dv = %du A dv com

J (zy|luv) == ggzg; o jacobiano (com sinal) da mudanca de
coordenadas.

e Nota 1: o produto A dd automaticamente a transformac3o
certa na mudanca de coordenadas, bem como o sinal certo, sendo
os elementos orientados.

e Nota 2: no caso de um volume, teremos x = z(u, v, w),
y=y(u,v,w) e z = z(u,v,w) e

dx Ndy N dz = J(zyzluvw)du A dv A dw.
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Lc Algebra das formas diferenciais

Formas diferenciais

Uma m-forma diferencial sobre o aberto W c RY é uma func3o:
¢: W — A™(RYN). Pode ser escrita na base de A™(R") como
b = Giy.i,, dTL A -+ A dz'™, com a definicio das componentes
Biy.iy, (7) = B(T)[€iy A Ae,,]. Temos Vo € A, (RY),

T = H()[V] := iy, (X)dX™ A AdT™ 01 A A vy

e A forma ¢ é CK(W) se Vv € A, (RY), 2+ ¢()[v] é CF(W).

ee {1;}; sdo as coordenadas (Cartesianas ou curvilineas).

ee m é chamado grau da forma ¢.

ee Uma forma diferencial ¢ vai naturalmente ser integrada sobre
uma variedade m-dimensional: 1-forma L como integral de linha,
2-forma S como integral de superficie, 3-forma V' como integral de
volume. Para isso teremos de introduzir métrica e medida.
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LAt Diferenciacdo exterior

Diferencial exterior duma m-forma diferencial -1-

& Seja f: W Cc RY — R uma fungido C*(W), k > 1.

Definiggo
1. O diferencial exterior de f é df := %dacj, 1<j <N, ouseja
por Riesz, df (z)[v] = Vf(x) - v (em Cartesiano).
2. O diferencial exterior da m—forma ¢ = fda:il A Adzim e a
m + 1-forma d¢ := df ANdz" N --- A dx'™.
3. O diferencial de uma C*(W) m-forma e definida por extensdo

linear da definicao anterior.

e Nota: diferencial exterior ou diferencial de de Rham definida
mediante o produto exterior A.
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L A.12. Diferenciacio exterior

Diferencial exterior duma m-forma diferencial -2-

e "d sobre A® = grad": seja f € A°(RY); j& vimos que
grad f = ®&~1(df).

o' d sobre A% = div’: Seja U = ue; + ves + wes, logo div U =
w1 +vo+ ws. Seja w = udr?® A da? + vdxd A dr'+ wdzt A da?
Logo dw = ujldxl A dz? A dx? —l—v,gda:Q Adz3 A dzt+

wgdxz® A dzt A da? = div Udx! A dx? A dx3.

e "d sobre A! = curl’: Seja U = ue; + ves + wes, logo curl U =
(w2 —vs)er +(uz—wq)est+ (v —uz)es. Seja ¢ = udr'+ vdx?
+wdx?, logo d¢ :u,gd:rQ A dxt+ v71d:v1 A dx®+ u73dac3 A dxl+
wydzt A dad+ vzdad A de?+ wadz® Ada? = (wa —v3) do?A
dz®+ (ug —wq)dx® Adae'+ (vy — usg)dat Ada? = ®(curl U).
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|—A.12. Diferenciacio exterior

Diferencial exterior duma m-forma diferencial -3-

e EX 1: ¢ = f;(x)dz’; logo d¢ = 0, f;dx? A dz’. Ha de ser

re-escrito na bas ZV.

e EX 2: w = g;j(z)da’ A d’; logo dw = Okgijda® A dx® A da?.

H4 de ser re-escrito na base =2.

e EX 3: Seja A := a;dx’ € AL(RY). Logo B = dA = 0ja;dz’
Adxt e B = (0;,ai, — Oiyai, )dx™ A dz'? com da™ A dx®? € =V,
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|—C. 2. Formas exatas e fechadas e aplicagdo

O lema e a reciproca do lema de Poincaré
Seja ¢ € CEF(W, A™(RY)). A m-forma ¢ é dita

1. fechada se d¢ = 0.
2. exacta se Jip € CKFL (W, A" L (RN)): ¢ = du.
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LA.5. Espacos vetoriais duais e o operador &

Espaco dual V*
e Seja um espaco vetorial V e v = 9'g;. O diferencial ds’ : V — R
é definido como a mapa linear: ds‘[v] = ©° (componente
contravariante de v na base curvilinea)

e Seja V* o espaco vetorial das mapas lineares em V. O mesmo
tem base {ds'} (sendo o sistema de coordenadas escolhido {s'};),
isto é, um elemento w de V* escreve-se sempre como:

w=wds',w; eR,i € {l,---n}.
DEM.

Yo € Viwlv] = d'wgs] = w(§;]0;; = tw(gi]ds'[g;] = w[gi]ds[v].
QED. [ |

Seja w := w;ds’ € V* e X := M\ids' € V*. Definimos

(W, s = g7wi);.
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LA.S. Espacos vetoriais duais e o operador ®

Operadores entre V e V*

e Comparar com o p.i. de V: w-v =14'g; - fzjgj = gijﬂiﬁj.
—1 . . _ . 1 A
OV =2V w = wids' = wigvg;.

Portanto o operador ® sera definido de tal maneira que
®(®~ 1) =1Id. ® é o operador (um isomorfismo) que transforma
um vetor numa forma diferencial.

OV VHu=0/g— f)jgkjdsk.

e Verica-se que ®(®1(w)) = w;g¥ gi;ds® = w;dpds® = w;ds'.
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L_B.2. Formas diferenciais e calcilo diferencial em variedades difer]encidveis

LA.S. Espacos vetoriais duais e o operador ®

Produto interno em A™(M)

Seja w = w;dxt,n = n;dz? € AL(R3). Definimos (w,n) = w;n;.
Seja uma variedade diferenciavél M e TM = (J,c {p} x T,M o
conjunto dos planos tangentes em p € M. Definimos

w1 = (W, ) = wil@)n;(2)g” (x)
em T, M, com g;;(p) a métrica de M em p € M.

Definimos (w,n)s = Wi, i, iy, (x) em RY e, caso de uma base
orthogonal, (w, 1)z = Wj,...jpn (T)Niy iy () g () - - - g0 () em
T, M para p € M. Caso de uma base geral, (w,n)p =

Wiy oo ()i iy (D) det (da® - da?t) (p). Definicdo alternativa:
(Wi A Awm,m A Anim) = det (W M) 1< i<im-
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I—A.S. Espacos vetoriais duais e o operador ®

Invarianca do operador ¢

k

DEM. Vv € V,wlv] = wrdsk[v] = wk@k': 6kjgjj@k = gikgw; ok =
gir 00" =< ulv >, com as defingdes U’ == glw; e w; = w(e;).
QED |

Sendo que w[v] =< uy|v > a notagdo de Dirac é a seguinte:
< Uy| := P(uy) ("bra") rapresenta a forma linear w enquanto v >
("ket") é o vetor v.

e Falta ainda demonstrar que ® (como df) é " coordinate-free”.
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LA.S. Espacos vetoriais duais e o operador ®

Sejale V* e u =wu €V tal que, pelo teorema de Riesz,
1[v] = (uiv).

O operador ¢ é definido como: ¢ : V* = V : 1 ¢(l) = w.
Logo @ := ¢~ e ®~! := ¢ sdo independentes das coordenadas
uma vez que ®(uy)[v] = 1[v] = (w|v), sendo o produto interno
independente das coordenadas.

Seja uma funcgdo f: M C R™ — R. O gradiente de f é definido
como:

Vf = gradf := & 1(df).
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LA.S. Espacos vetoriais duais e o operador ®

Seja U = uey + vea + wes e A = aey + bes + ces, com
u,v,w,a,b,c €CH{W).

1. Seja ¢ = udzx + vdy + wdz = ®(U). Se d¢ = 0 entdo existe
uma funcdo escalar f tal que ¢ = df, i.e., dp = 0 significa

“Hdp) = curlU =0 = &7'(df) = d(¢) = U = gradf.

2. Seja w = udy A dz + vdz A\ dxz + wdz A dy. Se dw = 0 entao
existe uma 1-forma « = adz + bdy + cdz t.q.
OU)=w=da=(cy—b.)dyNdz+ (a,—cg)dz Ndx+
(by —ay)dr ANdy = ®(curld), i.e

do =0 (divU:O — U=cur1A>.
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LC.3. Operador dual de Hodge

O operador dual de Hodge -1-

& Em A™(R3) temos duas familias de co-vetores de base com o
mesmo numero de elementos, i.e., A!(R3) e A%(R3) tém 3
(dz,dy,dz e dy A dz,dz A dx,dx A dy) enquanto A°(R3) e A3(R3)
tém 1 (1 e dz A dy A dz). Gostariamos entdo de ter uma bije¢do
entre A"(R3) e A37"(R3),0 < r < 3: a mesma é dada pelo
operador dual de Hodge *; por exemplo, em Cartesiano:

*xdx = dy N\ dz,xdy = dz N\ dx,*xdz = dx A\ dy;

*xdy A\ dz = dx,xdz N\ dx = dy; xdx A dy = dz;

*x1 =dz ANdy A dz;

*dx ANdy Ndz = 1.

& Introduzimos a forma de volume Qpy := \/@dsl A AdsN.
eSew € A" (TM)enec AN"™(TM) entio wAn =kQyn,k €R.
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Lcas. Operador dual de Hodge

O operador dual de Hodge -2-

N *n:VYw € A"(TM),w A *n = (w,n)n.

e Observacgdo 1: xn é tnico (se existir).
Ha de demonstar a existéncia do mesmo. Com efeito:

e Caso m = 1 temos

1 L ) )
e mmg” VIglejinin g da™ A= A datN
e Caso m > 1 temos

1

— gL gimim
M= Tyt i g 9]

€j1~--jml1--~lzv_md1'l1 A Adpiv-m =
i i i €0y AT A At
(utilizando o tensor de Levi-Civita)
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311/338
Lcas. Operador dual de Hodge

O operador dual de Hodge -3-

e EX1. xds’ = ﬁgki\/ggkil in_ydsT A - A dsiN-T =

( 1) k-1 kl\/EN =Ty Cin ik 1k1k+1 iy 1ds“/\

k=tgk, /lgldst A - o AdsF A AdsN . Em Cartesiano, vale
:5“’C logo xdz’ = (—1 )i+1d:v1A---Aci/:;i/\---/\de

Numa base ortogonal temos g*\/|g| = 4% (k%)™ 2}“};—1’”\’ e

A duin-1 =

portanto xds® = (—1)”1’”'"’;4’”\]%1 A-o-Adsi A AdsY,

onde h; representam os fatores métricos, e a significa "sem a

Seja w,n € A™(TM). Entdo

(Wﬂ?)2 ::/ w A %1,
M
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LC.3. Operador dual de Hodge

O operador dual de Hodge -4-

& Consideremos uma variedade com métrica definida positiva.

e EX2. Calcular xdz! A--- Adat A--- A dzN=1. Vamos utilisar o
teorema anterior.

ee Passo 1: -

gii x dx’ = (—1)E+15{“\/|€|\dm1 Ao Ndak A NdaN =

(=D /|gldet A Adat A - AdaY.

ee Passo 2: aplicar x mais uma vez: gj; x xdz’ = g;(—1)V"1dx!

= (D gl xdat Ao Adat A A daN.

ee Passo 3: xdz! A Adat A AdeN = (—1)

Vgt
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LC.4. Co-diferencial, Laplaciano e pullback

Co-diferencial e Laplaciano sob m-formas
e Numa base orthogonal temos ent3o:
— h2
xdxt A Adat A NdeN = (-1)V L dal =

hi-h
(—)N .

Seja w € A™. Entdo § : A — A™ ! tal que

bw = (—1)Nm=D+ gy w.

Nota: caso N par: § = — % dx, caso N impar: § = (—1)™ * dx

Seja w € A™. Entdo A : A™ — A™ tal que

Aw = —(dé + éd)w.
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LC.4. Co-diferencial, Laplaciano e pullback

O operador " pull-back” de uma forma diferencial -1-

& Seja w : RM — A™(RM) uma forma diferencial de grau m
definida em RM.

Seja um operador linear L : RNV — RM. O m-covetor Liw(z) em
RY (i.e., o pull back ("puxa atras") de w por L) é definido como

(Lrw(x))[vr A Aoy i= w(@)[Loy A - A Luy|, Yu; € RV,
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LC.4. Co-diferencial, Laplaciano e pullback

O operador " pull-back” de uma forma diferencial -2-

& Seja F: M — RM uma fungdo CF, k> 1, e
1 <m <min(M, N := dimM).

O pull-back por F' é definido como o mapa linear:
FioAMRMY 5 A™(TM) : w s Fhw t.q. Yur, -y € TyM,

Fro)ur A - A ] = W(F(p))[Du, F A -+ A Dy, F],

onde D,F = VF -v=dF[v],p € M. Nota que
(F¥) wp) = (DF () w(F(p).

e Sem =0, vem Ffw = wyF := wo F (composi¢io de w com F).
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LC.4. Co-diferencial, Laplaciano e pullback

e y = F(x) é a coordenada de origem (associada a w), = a
coordenada de chegada (pelo mapa pull-back por F).

Com m =1 temos YV € T,M, (Fiw,, V) = (wsF(p), Dy F(p)),
ou seja (Fhw,, V) = wi(F(p))Vj%. Escrevemos portanto

(Fﬂwp)j = (Fﬁw)j (p) = wF(p)i%,

onde y* = F(p). Logo, é uma transformac3o tensorial covariante.
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|—C.4. Co-diferencial, Laplaciano e pullback

DEM. e Passo 0 (preliminar): seja 7 uma I, e w uma h-forma C*.
Entao,
Ff(nAdw)(@)[v] = n(F(2)) Adw(F (2))[DuF] = FgnFidw(z)[v].

e Passo 1: suponhamos que w,n verifiquem (%). Ent3o
dF*(aw + bn) = F*(adw + bdn) = F4(d(aw + bn)),Ya,b € R.

e Passo 2: caso m = 0. Temos Vv € RY, por definicio de F¥ e
pela chain rule, dF¢(x)[v] = d(¢ o F)(x)[v]

= d¢(F(2))[DyF] = d¢(F (2))[dF[V]] = F*d()[v].

e Passo 3: suponhamos que w verifica (x), i.e. Fidw = dF*w. Pelo
passo 0 temos dF*(¢ A dw)(z)[v] = d (F*¢(z) A Fidw(z)) [v].
Logo, pelo o Lemma 1 (.2) p. 301, o passo 2, (x), e o passo 0
outra vez, vem = Fidp(z) A Fidw(z))[v] = F* (do A dw) (x)[v].

e Passo 4: caso de uma 1-forma exata: w = da. Temos pelo 2,
dFta = dFtdo = ddFfa = 0 = F¥(dw), sendo que dw = 0.



R
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L_B.2. Formas diferenciais e calciilo diferencial em variedades difer]encidveis

|—C.4. Co-diferencial, Laplaciano e pullback

e Passo 5: caso de uma 1-forma w = 1);da’: segue dos passos

0 —4 com w = Yda’ = Adat, p € CHRY) N A°(RY), uma vez
que dF*(1h; A dat) = d (F*p; A FPda?)

= Ftdi; A Flda' = Frd(y; A da).

e Passo 6: caso de uma m-forma: segue, supondo a tese

verdadeira para m = 1 (passo 5) e iterando, considerando os
passos 0 — 5. QED |
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LC.4. Integracdo

As 3 nogdes de integral

1. O integral indefinido, ou primitiva: F(z f f(&

2. O integral definido, sem sinal: f[a,b] f(z dx. compatlvel com a
nocao de integral de Lebesgue. Tipicamente: area por baixo
de uma curva, massa de um corpo com densidade variavél,
sendo que ambos tem sinal positivo

3. O integral definido, com sinal: f: f(z)dz: compativel com a
nocdo de integral de Riemann. Tipicamente: trabalho
efetuado pela forca F' ao longo do caminho de a a b, sendo
que o trabalho tem sinal, e.g., serd negativo se forde b a a

L [7 f(@)dz = F(b) — F(a) = —(F(a) —F(b) = - [, f(z)de
2. f;f(x)d:c = f[a’b] z)dz e [ f(x)ds = — fW)] f(z)dz
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L C.4. Integragdo

Integral unidimensional orientado
& fba f(z)dx = f[a,b] f(x)de =limg, 00 i f(23)Az;, com
xo = a,x, = b, sendo que |Az;| = 0e >, Az < ¢ < oo.
Portanto Ax; = x;41 — x; pode ser positivo (se z;+1 > x;) ou
negativo (se z;+1 < x;). A quantidade f(x;)Ax; é o trabalho em
x;: pode ser um incremento positivo ou negativo (¢ uma energia).
e Introduzimos o mapa linear que a cada incremento Az faz
coresponder o trabalho ao longo Ax:
wr: R = R: Az — w,(Azx) := f(z)Ax.
& Logo definimos o trabalho total como o integral da mesma:
f; Wy = f;f(a:)dx
& No caso de uma curva v em RY com ponto inicial a e final b,
temos um mapa do plano tangente em z em R: w, : T,y C RN —
R: Az = (Azxy, -+ ,Azy) — wy(Ax) := f(x) - Ax.
e Logo definimos o trabalho de a a b ao longo de v = v([a, b])
como o integral da forma: [ w, = fabf(v(x)) A(t)dt.
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Integracao de uma m-forma -1-

Seja uma n-variedade M, e uma m-sub-variedade

S =FU=F(U), comU abertoe F: U CR™ = M, m <n,
um mergulho. Caso M = W for um aberto de R, S é uma
hiper-superficie de dimens3o m.

e Se S n3o for na sua totalidade o grafico de I ent3o serd uma
unido de graficos ¢, (U, ), e pode se proceder da mesma forma
mediante uma cldssica particdo da unidade.

& Regra geral: uma m-forma vai ser integrada numa variedade de
dimeng¢do m.
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LC.4. Integracdo

Integracao de uma m-forma -2-

Seja w uma m-forma definida na n-variedade M. Seja S uma
m-subvariedade de M. Seja {s'}1<i<m um sistema de coordenadas
em U C R™, {%}KiSm uma base local de S definida em U, e

81 ARERWN 8fm o m-vetor "volume orientado” de U. O integral de
w em S é definido (quando o RHS estiver finito) como:

foomfym [ Pm [Pt o

S

(por definicio de Fiw).
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L C.4. Integragdo

Aplicacoes - integral de volume -1-
e No caso de U = R, o m-cubo com centro 0 temos:

/w—/ w—/ N[OLF A -+ /\OmF]dxl---d:L‘m.
R

& Exemplo elementar: seja m =n = N, e seja
w(z) = f(x)dz* A--- A da definida num aberto U C RY.

Consideremos primeiro o caso onde a variedade U ¢é escrita como
U 2 14,0, logo 8i1d(z) = 8z = e;.

D'outro lado dz! A--- AdxN[ey A--- Aen] =det] = 1, logo

Lw@Awwzémmzly@mmmmmmzljmw

e Nota (abuso de notagdo): O U nos 3 primeiros integrais é uma
superficie orientada, enquanto nos 2 ultimos é um conjunto de
pontos.
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L C.4. Integragdo

Aplicacdes - integral de volume -2-

& Seja ora a variedade M @ F(R). O integral da fungdo f em

M é definido como (no caso M = U obtemos desta forma a
férmula de mudanca de variavél):

[o@ [ em [ G

com o Jacobiano orientado:

O(FY, -, FN)

J(F(z)|z) := D,

=dz' Ao ANdzN[01F A---NONF).

e Uma vez que o Jacobiano escreve se, num sistema de

coordenadas qualquer, J(F(s)|s) = +/|g| temos a
definicdo/notacdo seguinte
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LC.4. Integracdo

Aplicagdes - integral de volume -3-

Seja f uma fungdo suficientemente regular e M uma variedade de
dimensdo m. O integral de f em M é definido como

/Mf - /M F = /Mf\/mdms.

e Nota: O dltimo integral é um abuso de notagdo, pois o sistema
de coordenadas {s!,---,s™} pode n3o existir globalmente. Aqui
d"s :=ds' - ds™.

& Outro exemplo: integracao de um fluxo vetorial. Seja
m=2en=3,e¢=o¢le + d%es + ¢3e3 = ¢'e; um vetor por
integrar na superficie S = F(U) C R? com (u,v) € U C R? as
coordenadas. Escrevemos F(u,v) = (2!, 22, 23) (u,v), e

observemos que
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L C.4. Integragdo

Aplicacoes - integral de superficie -1-

da' A d2d[9,F N 0, F) = St = (9,F x 0,F) - (e % ¢;).

e EX: dx! A da?[0,F N 0, F) = (0uF x 0,F) - (e1 X e3) =
(8uF X BUF) €3 = (8uF X avF)g.

& Definimos o "elemento de area infinitesimal orientado”
cﬁ = ﬁ X 61,—}% = 0y F'du x Oy Fdv = 0, F x Oy, Fdudv.

. ~ R — OuFXOF_
A orientacdo da superficie é dada pela normal V= ENECHaL

pelo que cﬁ = TdS com o "elemento de area”
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LC.4. Integracdo

Aplicages - integral de superficie -2-
& Lembremos o simbolo €;;;, = 1 se ijk sdo uma permutagdo par
de 123, = —1 se for impar, e = 0 se existem indices repetidos.
Temos a identidade €;5¢j1 = 20;. Vale tambem e; X ej, = €;p€1.

A partir do vetor ¢ = ¢'e; definimos a 2-forma
w = ¢rda? A da® + $?dad A do' 4 pPdat A dx? =
1/2€;j¢d? A dx* (com soma em i, 7, k, verifica-se facilmente).

e Lembremos a formula dz/ A dz*[a Ab] = (a x b) - (ej X eg).
Portanto temos o integral de superficie

/Sw:/FWW:/UF%:/UW(F(u,v))[auFAavF]dudv:

= / 1/2¢;jr.0'dz? A dz*[0,F x 0, F|dudv =
U
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LC.4. Integracdo

= / 1/2€;;5¢" (0, F x 0,F) - (ej x ex)dudv =
U
/ 1/26ijkd)i(8uF X 8UF) . ejkleldudv =
U
:/ 1/2¢" (0, F x 8,F);20;dudv :/ ¢ (0, F x 0y F)idudv
U U

= [40- cﬁ = fluxo de ¢ através S (este integral tem sinal!).
e EX: ¢=for¢a (vento, gravidade, electromagnética, etc.)

Seja f uma funcdo continua e tome ¢’ = f1’ no anterior. Logo o
integral de fem S é [4¢- s = Js fdS com o dS anterior.

e EX: calcular o baricentro de uma concha esférica.
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Teorema de Stokes: caso de um N-retangulo -1-
& Seja R, o N-retangulo de RY e OR a fronteira orientada de R.

DEM. A demonstracdo segue d/gteorema fundamental do célculo:
considere w =), wide A odat - NdaN e integre

dw = Ojw;(— 1) Ydxt Adaz' A -+ AdaN = G;wQn em R e w em
OR, com Qn :=dzt A+ AdzN

Uma vez que R = [a1;b1] X -+ X [an;by], basta integrar num
produto Cartesiano de segmentos [az, bi] e vem

f[a“b ] dw = +(w; (-, bi, ) — wi(-, ai,+)) fa[al by @ A tese segue
pelo teorema de Fubini. QED. |
. Lembrete teorema fundamental do célculo:

[P /(@) = f(b) - f(a).
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|—C.4. Integracdo

Teorema de Stokes: caso geral -2-

DEM. Pela comutacdo de d com F* e pelo teorema anterior, vem
S dw = fFﬁRdw = Jg Fldw = [ dFfw =[5 Fw = fFuaRw -
faFan:faMw. QED. [ |
e Utilizdmos tambem a seguinte identidade/defini¢c3o:

OFyR = F;OR (valido pela regularidade de F: a imagem do bordo

€ o bordo da imagem), bem como o TFC: teorema fundamental do
célculo (mediante o teorema anterior).
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Teorema de Stokes em R: caso de uma sub-variedade

Sejam M e N variedades de dimensio m e n, com m < n. Seja
F: M — N um mergulho, F(M) = F;M C N uma
m-sub-variedade de A/ (por exemplo, uma superficie de R™) e w
uma m-forma sobre N. O integral de w em F (M) é definido como

/ wz/ Fiu,
M M

onde F! representa o operador pull-back por F. Em particular

/ dw = / dFtw.
M M

e Esta definicdo extende a da pagina 321 no sentido em que o
difeormophismo F' é aqui um mapa entre duas variedades
(enquanto F' era apenas um mapa local).
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Teorema de Stokes: caso geral

e Por extens3o do caso anterior, obtemos sem dificuldade o
resultado geral seguinte.
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L C.4. Integragdo

Teorema de Stokes: caso geral -2-
e Nota 1: Numa m-variedade com bordo existem mapas locais
abertos de {z € R™ : ! < 0} e tal que o bordo satisfaz 2! = 0.
ee Neste caso, no bordo, temos da:l(X) =0, VX € T,0M,
p € OM (X é um vetor tangente ao bordo). Logo, dz' é normal a
OM. Definimos assim o vetor normal unitario a 9M como

_ (da')i i
n; = ————2t— expressado em coordenadas {s*};.
v gFL(da )y, (dah),; P { }z
e Nota 2: na férmula (H), o membro a direita significa

/w—/ 9= f
oM 1OM oM

onde ¢ : OM — M é o mapa inclus3o.

e Nota 3:

Seja B C A. O mapa inclusdo ¢ a injecdo ¢ : B — A definido
como «(b) =b, Vb € B.
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L C.4. Integragdo

Mais explicitamente, seja a m — 1-forma
w=wF(=1)kHdzl Ao Adak A~ Ada™, entdo

/ Fw = / WF(=1)EFL/|h|Nypda® - - - dz™
oM oM

(vé definicdo p. 322) com a métrica em dM induzida pelo pull
back por ¢, h :=i!g, e com o vetor normal unitério N* tal que

VIRING := dal A A dak - A da [ 2% A /\f‘ls N g e

com ¢ € ¢ ,, onde ¢, tal que gba( o) C OM, é um atlas de OM
(n3o necessariamente tal que x} = 0).
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Teorema da divergéncia: caso geral numa variedade

& Tomemos w = x®(u), com u = u 821 =qF aak, por Stokes vem,

uma vez que ®(u) = w;dz’ = Uyds* (vé p. 127 e 135),

/d*@(u):/ %<\/|g|ﬁk>dsl/\~-/\dsm=/ vrakQ,,
M M Os M

=/ Lﬁ*cp(u):/ ws(— 1) (—1)E= 16k TR Nda? - - da™,
oM oM

logo obtemos o teorema da divergéncia em forma mais geral,
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L_B.2. Formas diferenciais e calciilo diferencial em variedades difer]encidveis

|—C.4. Integracdo

Aplicacdes do Teorema de Stokes em RR? -1-

DEM. Seja w = Pdx 4 Qdy. Por Stokes, [, ,w = [, dw =
J4(0yPdy A dx 4+ 0,Qdx A dy) = [,(—=0,P + 0,Q)dx A dy =
Jraga(=0yP +8:Q)dx N dy = [, 1d* (=0, P + 0,Q)dx A dy =
J4(=0yP 4+ 9,Q)dx N dyler A ez]dxdy = [,(9.Q — 9y P)dxdy.
QED. |
e Em todo rigor o sentido de A nas linhas 1, 2 e 3 é diferente do
sentido de A na linha 4, pois que no primeiro caso A é uma
variedade orientada, enquanto no segundo A é um conjunto de
pontos em R?. Na linha 3 aplicamos a mera definicio de integral
de uma forma.
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|—C.4. Integracdo

Aplicacdes do Teorema de Stokes em RR? -2-

DEM. Seja w = Pdz + Qdy + Rdz. Temos S = F,U,U C R%. Por
Stokes, [jow = [qdw = fFuU(E)yR —0.Q)dy N dz

+(0,P — 0, R)dz N\ dx +(0,Q — 0, P)dz N dy =

Sy (curlv); (O, Fdu x 0, Fdv); =: [¢curly - ds. QED.

o Lembrete: [, (9, R — 0:Q)dy A dz == [;; F¥(9,R — 0:Q)

dy N dz[a% A %] = [;(0yR — 0.Q)(x,y, 2)dy N dz[0yF N O, F]
dudv = [;(0,R — 0.Q)(z,y, z) agzzgs)dudv.
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Aplicacdes do Teorema de Stokes em R? -3-
= fU(Curlv)l(&)uF X OpF)1dudv.

DEM. Iremos demonstramos mais do que a tese, i.e., conseguimos
provar a tese componente por componente. Seja w; = Pdy A dz.
Por Stokes, [, w1 = [i, dwi = i, 0, Pdx ANdy Ndz =

fV O Pdx Ndy Ndz[ey Neg Aes] = fV 0, PdV . QED. [ |
e E evidente que a tese segue uma vez efetuado o calctlo das 3
componentes, i.e. wy = Qda3 A dx! e w3 = Rdx! A dx?.
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