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LObjectivos do curso

Objectivos do curso
1. PARTE A: Calculo tensorial e exterior, invaridnca tensorial.
» Calculo tensorial, invarianca tensorial
» Calculo exterior
» m-formas diferenciais
» Teorema de Stokes
» Equacdes de Helmholtz
2. PARTE B: Introducg3o a relatividade restrita
3. PARTE C
. Introducgao a relatividade geral

ELIE CARTAN

ALBERT EINSTEIN

— .
LETTERS £}
ON ABSOLUTE )

YT
-
1929-1932 ‘/

\r




Invariance in Physics 3/303
LObjecti\/os do curso

Conteldo das aulas teoricas

» Aula 1: Introducdo. Part A: Nocoes de invarianca em
Fisica-Matematica: mudanca de coordenadas e bases
ortogonais Cartesianas; cdlculo indicial (20/9) [pp. 7-23]

» Aula 2: Bases curvilineas, métrica, tensores (afins) (22/9)
[pp. 24-33]

» Aula 3: Célculo tensorial (geral); gradiente curvilinea;
operadores duais (27/9) [pp. 34-46]

» Aula 4 & 5: Definigdo invariante do gradiente; gradiente de
um vetor; conexdo, derivagdo covariante; transporto paralelo,
geodésicas (29/9 & 4/10) [pp. 47-72]

» Aula 6 : Curvatura de Riemann & Campos de Jacobi (6/10)
[pp. 73-86]

» Aula 7: Aproximacdo da métrica pela curvatura; Rotor e
divergéncia, expressdes curvilineas; (grandeza objetiva).
Algebra de Grassman dos m-vetores (11/10) [pp. 87-101]
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L Contetido das aulas teoricas

Conteldo das aulas teoricas

» Aula 8: Formas diferenciais, Calculo exterior; produto interno;
Formas exatas e fechadas; Lema de Poincaré. (13/10) [pp.
102-114]

» Aula 9: Reciproca do lema de Poincaré. Operador dual de
Hodge (18/10) [pp. 115-128]

» Aula 10: Operador dual de Hodge. Rotor e divergéncia:
definicdo invariante. Co-diferencial. Laplaciano. Operador
"pull back”. (20/10) [pp. 129-143]

» Aula 11: Integragdo. Teorema de Stokes e aplicages.
(25/10) [pp. 144-161]

» Aula 12: Variagdo de um integral de superficie (27/10) [pp.
162-165]

» Aula 13: Derivada de Lie. Mapa "push forward” (03/11) [pp.
166-173]
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Conteldo das aulas teoricas

>

| 2

Aula 14 & 15: Introducdo as equacles de Maxwell; equacbes
em forma invariante (8-10/11) [pp. 167-195]

Aula 16 & 17: PART B. Relatividade restrita: no¢des
preliminares, Gedankexperimenten e equivaléncia de massa e
energia (15 & 17/11) [pp. 196-218]

Aula 18 & 19: Equagdes do eletro-magnetismo
post-relativistico: Maxwell e leis de conservagdo (22 & 24/11)
[pp. 219-232]

Aula 20: Transformacdo de Lorentz & Invarianca da
velocidade da luz (29/11) [pp. 233-244]

Aula 21 & 22: PART C. Relatividade geral: Introdu¢3o.
Equagdes de Einstein. Funcional de Einstein-Hilbert.(6 &
13/12) [pp. 245-270]

Aula 23: Aplicagdo a Cosmologia e aos burracos negros
(15/12) [pp. 271-288]
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LObjectivos do curso

» Exame de teoria oral em duas partes; parte a (1h):
apresentacdo de um tema a escolha : o tema corresponde a
uma das parti¢cdes abaixo (40%); parte b (30min): ddividas
sobre as partes restantes do curso (20%)

» Trabalhos de casa/participagdo nas aulas (40%)

» Part 1. Cilculo tensorial; gradiente curvilinea, expressoes
invariantes de grad, curl, div; conexdo, geodésicas e curvatura
de Riemman; aproximagdo da métrica pela curvatura. (pp.
7-89)

» Part 2. Vetores e covetores, formas diferenciais e cdlculo
exterior; Poincaré, Hodge, Stokes, Lie; pull-back e push
forward; Maxwell 3d (pp. 93-195)

» Part 3. Relatividade restrita e geral (pp. 196-288 )
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Referéncias bibliograficas

» A practical introduction to differential forms by William
and Alexia Schulz

» Geometric Integration Theory by Steven Kranz and Harold
Parks

» Differential Forms and Applications by Manfredo P. Do
Carmo

» Modern Geometry - Methods and Applications Part I.
The Geometry of Surfaces, Transformation Groups, and
Fields by B. Dubrovin, A. Fomenko, S. Novikov

» Introduction to General Relativity, Black Holes, and
Cosmology by Yvonne Choquet-Bruhat
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LObjecti\/os do curso
LIntrodut;éo

Introdugcdo/Motivagdo ao curso:

& Cada dominio da fisica tem seu campo de aplicacdo:

» Fisica nuclear: nicleos; fisica das particulas: as particulas

> Termodindmica: sistemas que trocam calor

» Otica: propogacao da luz

» Relatividade restrita: a tudo!
& A Relatividade restrita é uma meta-teoria, uma teoria de nivel
superior, sem campo de aplicacao privilegiado; é uma sintaxe capaz
de descrever as teorias fisicas; permite de eliminar as teorias sem
sentido fisico, i.e. arbitrarias.

& Preliminares de Mecanica Racional:

1. Postulato/Definigao: existem referenciais galileanos nos
quais o movimento livre (= sem forgas) dos corpos é efetuado
com velocidade constante.

2. Principio de Aristoételes: o estado natural de um corpo é o
reposo.
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L Introdugdo

3. Principio de Newton, ou de inércia: o estado natural dos
corpos é de continuar a fazer o que estavam a fazer.
Exemplos: deitar uma pedra em cima do mastro de um veleiro
com velocidade horizontal constante; saltar verticalmente no
comboio em movimento constante; movimento das moscas
num avido em voo; movimento de recuo quando o comboio
arranca, etc.

4. Principio de relatividade galileana: as leis da fisica s3o as
mesmas em todos os referencias galileanos; é a condigao
para ter uma teoria fisica, permite fazer fisica: sendo um
lei dependeria de um referencial particular dentro de uma
familia de referenciais equivalentes (i.e. indistinguiveis), ja
nao seria uma lei.

5. Acrescento de Einstein: hipdtese: (existéncia de uma
velocidade limite e insuperdvel) a luz propaga-se com
velocidade constante e finita, ¢ (hipdtese n3o necessaria:
existéncia de uma velocidade limite pode ser demonstrado).
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Galileo-Newton-Einstein in a nutshell -1-
As ideas e paradigmos principais sao os seguintes:

A. Galileo-Newton: Existem espaco e tempo como objetos
distinctos. O Espaco+Tempo é um contentor de eventos;
existe um tempo absoluto; existem eventos simultdneos.

B. Newton: A movimento n3o uniforme dos corpos provém da
noc3do de forca, em particular gravitacional: corpos massivos
atraem-se mutualmente; temos a lei F' = mjya, onde my é a
massa inercial do corpo; a forca gravitacional provocada por

;2 mpmr .
um corpo de massa mg é F' = ——%— pelo principio de
acdo/reacdo mj e mg sdo proporcionais: mg = Gymy.

C. Einstein (relatividade restrita): a nogdo certa é o Espago-
tempo pois espago e tempo ndo sao nog¢des distinctas; sé
existe o tempo préprio de cada observador; n3o existe tempo
universal; n3o existe simultaneidade de eventos; um evento e a
sua estoria passada e futura s3o linhas do Espaco-tempo.
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Galileo-Newton-Einstein in a nutshell -2-

D. Einstein (relatividade restrita): por 4 e 5 acima, ha de
considerar que a propagacao de luz é uma lei: ¢ é igual em
todos os referenciais (este facto pode ser demonstrado); a
velocidade da luz n3o é uma propriedade, é uma lei.

E. Einstein (relatividade restrita): a relagdo E = mc”: massa
é equivalente (indistinguivel concetualmente) com a energia,
apesar de os dois lados serem de natureza diferente: £ é uma
propriedade contigente (pode variar sem que o corpo varie)
mas a massa é um dado do corpo, faz parte da sua natureza,
é invariavel; é a diferéncia entre "ter” e "ser”, adquirido/
inato, accidental/essencial; mudar uma propriedade em
existéncia (energia em massa); num accelerador de particulas:
trocar velocidade em massa, criacdo de particulas elementares
provindo da energia cinética das particulas incidentes;
consequéncia: criar matéria a partir do movimento .

2.



Invariance in Physics 12 /303

- Objectivos do curso

L Introdugdo

Galileo-Newton-Einstein in a nutshell -3-

F.

G.

Galileo/Einstein: O movimento de um corpo n3o depende da
sua massa (no vazio, i.e., apenas considerando a gravidade).
Einstein (relatividade geral): Como consequéncia, a nogdo
de forca n3o é boa, pois no final das contas é tudo uma
questdo de acceleracdo: mja = F =mgg — a ~ g;
experienca do pensamento: cair sobre a terra fixa é como ficar
imoével com a terra que accelera por cima; logo o que conta
sdo os referénciais accelerados, i.e. n3o Galileanos.

Einstein (relatividade geral): O Espaco-tempo ja ndo é um
contentor fixo, é uma propriedade dindmica como as outras,
i.e., tem a sua lei de evolucdo baseada na descoberta de que:
a massa dos corpos cria curvatura do Espaco-tempo. Ora um
corpo livre segue como trajetdrias as geodésicas do
Espago-tempo curvo, i.e., uma variedade Lorentziana de
dimensao 4.
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LA.l. Referéncial Cartesiano e mudanga de base

Calculo indicial -1-
& Trata-se de um formalismo introduto e popularizado por A.
Einstein que permite de operar com tensores de modo agil e
compacto, sendo os mesmos identificados com uma serie de indices
(co-ou contravariantes). Existem 1 operagdo e 2 simbolos
fundamentais neste formalismo:
e O produto diadico (ou tensorial): (u ® v);; = u;;.
e O simbolo de Kronecker, chamado tambem " Kronecker's delta”:

0ij:=0sei#j, §;j=1sei=j, oud;j =g e,
e O simbolo de Levi-Civita (valido apenas em dimengdo 3):

1 se a permutagdo de ijk for par
Eijk = —1 se for impar
0  senado

Eijk = det(@iv@jy@k) =& (ﬁj X er)-
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LA.l. Referéncial Cartesiano e mudanga de base
Calculo indicial -2-

& Principio de base 1:

2 indices repetidos significa soma: w;v; = Z?Zl UV = UV
(produto escalar de 2 vetores), A;;Bji = Z?Zl A;ijBji, = (AB);
(produto matricial de 2 matrizes), e

A;ijB;j = Z?,j:l A;jB;j = A- B (produto escalar de 2 matrizes).
& Principio de base 2:

uma vez que s3o repetidos, os indices s3o mutos, ou seja

vy = upvVy, AijBij = AjiBji, AijkiBrimn = AijpgBpgmn-

& Principio de base 3:

um determinado indice sé pode aparecer no maximo duas vezes, e
se for repetido, ha soma neste indice, e portanto ja n3o se pode
utiliza-lo uma terceira vez.
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LA.l. Referéncial Cartesiano e mudanga de base

Calculo indicial -3-
& Principio de base 4:
a posicdo do somante é indiferente:
C'ij = aibj + Aijkck = bjai + CkAijk (C =a®b+ Ac).
& Notacdo: um indice n3o repetido vem sublinhado.
EX: a;;b;; ndo tem soma em i (i é fixado).

& O produto escalar de 2 vetores é exprimido com o simbolo de
Kronecker:

u-v = (ug;) - (ngj) = uivje; - e; = UVj0;5 = Ujv;.

& O produto vetorial é exprimido com o simbolo de Levi-Civita:

€1 €9 €3
uxv = det| up uz uz | = &ipeuvg
v V2 U3

(uxv)i = 5ijkujvk.. (1)

15/303
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LA.1. Referéncial Cartesiano e mudanga de base

Conceito de Observador Galileano

Definido como um corpo rigido em movimento ao qual é legado
uma base ortonormal {e;}1<i<3 € uma origem O. Uma outra base
{e’.},_ ... neste mesmo sistema de referéncia tem origem O’ e
jI1<i<s
ifica ol (1) — . — (ool 4 ;
verifica: e}(r) = a;j(v)e;, onde A = [a;;];; (ou Q) é uma matriz
ortogonal, dita de mudanga de base. Temos também ¢, = a,i_jlg;. =
ajie’ (efetua-se uma soma no indice i caso for repetido, vé mais a
Jr=g
/ /N
frente). Portanto, z = O_P> = zje; = 00" + zle}, com

—
b:= 00" = bje;. Logo, ) := (x —b) - ¢ = a;j(x; — bj).

Definido como um sistema de referéncia em translagdo uniforme
com respeito a um referéncial estelar escolhido (considerado fixo
em primeira aproximagdo e cuja existéncia estd postulada).
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LA.1. Referéncial Cartesiano e mudanga de base

Referéncial ortonormal
3

ei-e; = b ortonormalidade

& X & = €iikEh orientacao directa

L T =16 vector posigao

Q; = @ij &
e = ajig]
Matriz de mudanca de base
,

a;; =cos(ej, ;) = €i-g;

ortonormalidade

wipajr = b et apoag; =0
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L PARTE A

LA.l. Referéncial Cartesiano e mudanga de base

Transformacao Galileana
& Seja um referéncial com base {g;}; e origem 0. Seja X o vetor
posicdo de um ponto. Uma transformacdo Galileana é uma
roto-translacdo da forma X*=QX +v,

onde () é um operador de rotacdo e v um vetor de translac3o.
Especificamente temos QX = Qx; X*g;, ou seja a componente i
de QX na base {g;}; é Qr: X" (com soma nos indices k e i).

e A componente j de X* na base {g;}; é obtida multiplicando X*
por g, i.e., X* 1= X*.g; = QriX*g; gj+vl = QkiXk(Sij +vl =
= ijXk + Uj.

e Podemos também interpretar a transformacdo dizendo que a
base {g;}: é rodada por () e o vetor X* tem componentes na nova
base iguais as de X na base original, mediante uma translacido por
v. Com efeito, seja a nova base com elementos g] := Qg;. Logo,
9,95 = Qg 95 = Qugi-gj = Quj, e X' := X* . g/ =

= Qi XFg; - g+ 0" = Qi XFQpy + v = Xk + 0"t = X4
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LA.l. Referéncial Cartesiano e mudanga de base

Base e coordenadas curvilineas -1- bases ortonormadas
& Seja {e;}1<i<3 a base Cartesiana fixa de origem O, e {gj}lgjgg
uma base orthonormal movél (ou "curvilinea”, ou seja, fixada em
cada ponto z) tal que g (x) = a;j(x)e;, onde a;; sdo os
componentes da matriz de mudanca de base.

cosf sinf 0
e EX: Base cilindrica: a;;(r,0,2) = | —siné cosf 0
0 0 1

& No caso de uma mudanca de base orthogonal temos uma matriz

de mudanca de base ortogonal, i.e. a=! = a”, ou seja

kGl = aikalzjl = 05, logo ¢; = aji(w)gj(w)-

% No caso de uma base ortonormada temos g;; = g, g, = 0ij

& As componentes Cartesianas de um vetor v: v tal que v = v'e;
& Geralmente, as componentes contravariantes de um vetor v:

7 tal que v = f)jgj. Logo, a invaridnca de v impde que v’ = a ;0

(com soma no indice j) e ¥/ = aj;v".
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LA.I. Referéncial Cartesiano e mudanga de base

Expressao indicial do determinante
& Algumas identidades com o € a 3d (1 <14,j,k,1 < 3):

(1) €ijreiji = 20k,  (2) €ijneije = 6.

DEM. (1) Se k # [ temos necessariamente repeti¢do nos indices i e
J num dos simbolos e portanto €;;r€;5; = 0 se k # [. Tome k = [.
Logo i e j podem tomar apenas 2 valores diferentes (i # j e i,j #
k = 1) de maneira que €;;,€;5 = €ijk€ijl + €jik€jil = 124 (—1)2
Logo €ijk€ijl = 2011 ( ) segue de 5kk =011+ 522 + 033 = 3.QEDE
& Seja uma matriz M = (M;;)1<;; < 3. Demonstrar que

det M = MliﬁijkM2jM3k = 6ijk%5pqrMipquMkr-

DEM. Temos det M = (Mg* X Mg*) My, = MlieijkMZjMBk-
Invertindo duas linhas, muda o signal, logo escrito em indices:

€pgr det M = €5, My; Myj M. Invertindo linhas e colunas e
muItipIicando POr €pgr, Epgrepgr det M = €pqr€; 1 My Mjq M,

= det M = ngﬁpqerngqur QED |



Invariance in Physics 21/303
LPARTE A

I—A.l. Referéncial Cartesiano e mudanga de base

Diferencia¢ao do determinante

DEM: (i) Demonstremos primeiro que det’'(I) = tr . Com efeito
det(I + €T) — det I
det'(I)[T] = lim et +el) — de
€—
termo constante de det(/ +€7T) é 1 eoem e é tr T, logo a tese.

(ii) Demonstremos agora que para uma matriz invertivel A vale
det’(A)[T] = det Atr (A~'T). Com efeito,

det X = det(A 1 AX) = det(A4)det(A™1X).

Portanto, det’(X)[T] = det A% det(A~1X)[T] =

det Adet’ (A~ X)A~T] = det Adet’(A~'X)[A~'T]. Logo, em
X = A vem por (i): det'(A)[T] = det(A) tr (A~'T).

(iii) Tomemos agora T' = %, logo 4 det A = det’(A)[%] =
det(A) tr (A714d) = tr (det(A)A14) = tr (adjA%}). QEDM

; pelo resultado anterior o
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LA.1. Referéncial Cartesiano e mudanga de base

Lembrete: diferencial de Fréchet

Sejam X, Y dois espagos vetorias (de dimens3o finita ou infinita) e
seja 2 C X um aberto. Um mapa f: ) — Y é diferencidvel em

a € ) se existe um elemento L € £(X,Y) (o espago dos mapas
lineares entre X e Y) tal que

fla+h) = f(a) + LAl + ||kl x(h)

com illin%) d(h)=0emY.

—>
O mapa linear L é chamado diferencial de Fréchet (em a e na
diregdo h). Se existir diferencial de Fréchet ent3o vale

o fath) - f(e)
b= =

O limite a direita é chamado derivada de Gateau.
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LA.l. Referéncial Cartesiano e mudanga de base

Os matematicos do dia

Figure: Leopold Kronecker:
Matemdtico alem3o (1823 — 1891).
Teoria dos niimeros: "Die ganzen
Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk”

(" God made the integers, all else is
the work of man").

23/303

Figure: Tullio Levi-Civita:
Matematico italiano (1873 —
1941). Deu origem ao célculo
tensorial: " Méthodes de calcul
différentiel absolu et leurs
applications”.
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- A.2. Base e coordenadas curvilineas

Base e coordenadas curvilineas -2- caso geral

B Fica entendido que se trabalha sempre no sentido das superficies
imersas ou localmente em variedades diferenciaveis.

& Seja s = (s!,--+, s™) um sistema de coordenadas ndo
Cartesiano, i.e., curvilinea (ex: cilindricas, esféricas). No caso de
uma geometria imersa, definimos:

e 0 vetor posicdo em Cartesiano: z = 3(s) = 2%(s)g;

e o vetor de base curvilinea (ou movél): g.(z) := gfi

& com vista as variedades podemos tambem escrever f}i = 82_.
— ; A A (5 i .__ Ox®
e sendo que = = z'e;, a componente i de g; ¢ (gj(as))Z =55

Logo, a matriz (8 ])w é chamada matriz de transformacao
covariante ou matriz de mudanca de base. EX: Base cilindrica:
x=12(r,0,2)e; = rcosfe; + rsinfe, +zes, logo

g, = cosbe; +sinbfey, g, = —rsinfe; +rcosbey, g = es.

A~

Definimos a base normalizada: g =g ,g, = 1/7“36, 9. =9
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La2. Base e coordenadas curvilineas

25 /303

Componentes e coordenadas polares cilindricas

Rotacdo em torno de e3 =g , A =

cosf) sinf O
laij] = | —sinf cosf 0O
0 0 1
& Posicio:

x = x;e; = rcosbe; + rsinbe, + zeg

& vetores de base:

g, = (?)x = cosfe, + sinfe,
g, = g’g = r(—sinfe, + cosfbe,)

& vetores de base normalizados:
(h'=hs =1, 0% =% =)
gT = 1/h19 =3

/|| gl = —sinfe, + cosbe,

J. Posicdo: = = rg, +29,
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- A.2. Base e coordenadas curvilineas

Base e coordenadas curvilineas -3- caso geral

% Nota 1: a base curvilinea (ou movél): {g,,---g } assim gerada
pode ser ortogonal, ou n3o, ortogonal. Neste lltimo caso a matriz
de mudanc¢a de base n3o é ortogonal. Alem disto, a mesma pode
ser ortogonal sem ser ortonormal (= de norma unitéria).

& Nota 2: A partir de agora, ja 30 se usa o — por baixo de um
vetor para designar o seu caracter vetorial

& Sendo z invariante (i.e. independente da escolha da base e do
sistema de coordenadas), as componentes do mesmo tem que
satisfazer uma determinada lei de transformagao que vamos agora
identificar: o vetor posicio x verifica x = a'e; = 37g; = :Ej%ei e
portanto as suas componentes na base curvilinea sao

= (%)j_i1 P = (2%);iz" (i.e., ¢ uma transformacio
contravariante)

& Nota 3: iremos chamar a coordenada & ou & em vez de s

quando temos um difeomorfismo "mudanc¢a de coordenadas” geral.
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- A.2. Base e coordenadas curvilineas

Métrica e coeficientes metricos, métrica inversa
Trabalho de casa 1

Escrever o vetor posicao e os vetores de base num sistema de
base/coordenadas esféricas.

& A métrica induzida g;; = §g; - g; (induzida: - é o produto escalar
de RV) e a métrica inversa g¥/ := gw1 (9i5)~

e 0 Jacobiano g = det(gij)i;

e o produto scalar induzido da métrica g(u,v) = u-v = g;;a'%?
& a norma induzida pelo produto escalar: |ul| = \/g(u,u)

e 0 vetor de base curvilinea normalizado: g; = H ”

e coeficientes metricos h; do sistema de coordenadas ortogonal:
gij = (hz) dij e g = (hi)~ 5”. Logo g; = gl Portanto as
componentes do vetor posicido na base normallzada sao hix pois
que x = #'G; = h;#'g;. Os mesmos tem dimens3o de comprimento.
e Exemplo em cilindrico: r e z tém dimenc3do de comprimento, 6
nao, portanto ho = hg=7r, hy = h, =1=hsy =h..



e
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L PARTE A

La2. Base e coordenadas curvilineas

Seja {z'}; e {7}, 2 sistemas de coordenadas associados a 2 bases
) J

{gi} e {gi}. Em regra geral, um vetor v/ transforma-se como

~i . 0%
v — 027
um co-vetor u; como u; = g~ u; (tem componentes covariantes)

9T 97 (i.e., tem componentes contravariantes), enquanto

& Exemplo de vetor: a velocidade v = E transforma-se na nova

. S dsifag _ Ox' dad _ 93!
base como a posi¢do x, logo © =@t (27 (t)) =904 = g0’
& Exemplo de co-vetor: o rad|ente Cartesiano V f, transforma-se

P g

_ Of _ a7 Of
na nova base co-vetor tangente 8 7 8 55 = Gl s
& J3 vimos que os elementos da base g; transformam-se como
co-vetores

Neste caso um vetor e um co-vetor verifiquem a mesma lei de
transformagéo pois que 7' = a;;27 e ¥/ = a;;7°, logo

oz

o5 = @ij = 8 . Neste caso, na prdtica, a posi¢ao do indice é
|nd|ferente (cima ou baixo), uma vez que u; = gijuj = &juj.
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La2. Base e coordenadas curvilineas

Base de co-vetores
B Seja {dx'}1<i< uma base dual de {9 }1<j<n definida tal que,
para v = v/g;, dz'[v] = v" = v/dz'[g], i.e., dx'[g;] = &} (= dij).
& Pelo teorema de Riesz (enunciado e demonstrado mais a frente):
35° € RY tal que dzi[v] = §° - v. Em particular §* - §; = 5; Por
isto, muitas vezes se escreve g; - ¢ ou ¢’ - g; (produto interno)
intendendo ¢?[g;] (dualidade).

dz' é chamado (para qualquer sistema de coordenadas)
> componente i de um vetor: intende-se dz'[v] = v’
> elemento i da base de co-vetores: w = >, wydzk

aai é chamado:
T

» componente i de um co-vetor: intende se df = ga{i dat
o)

> elemento ¢ da base de vetores: ©v = u 5ok
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LA.3. O conceito de tensor: abordagem prético

Construcao de uma base de ordem superior: caso de uma

base ortogonal
& Consideremos primeiro bases ortonormais e portanto com as
componentes covariantes e contravariantes que coincidem.
& Definimos {¢; ®gj}1§i,j§3 como uma base de elementos de
R3*3 igual a (0,---,1,0,---,0), ou seja com 8 entradas nulas
excepto a entrada ¢j. Desta forma definimos os 9 elementos da
base Cartesiana de ordem 2.
& Temos entdo ¢; ® e; = ak;()aij(x)g, ® g, e, invertindo a
matriz de mundanca de base, g, ® g, = ayi(z)a;(2)e; ® ¢;. Desta
forma, definimos os 9 elementos da base movél de ordem 2,
{Qk ® Ql}kl-
& Por uma construcgdo parecida, definimos tambem os elementos
da base de ordem 3, {¢; ® ¢; ® ), }1<i j k<3 (26 entradas nulas
excepto a ijk egualal)e {g ®g ® Qp}lgm’n,pgg,, e todos os
ordem superiores.
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LA,3. O conceito de tensor: abordagem pratico

Tensor de ordem k

& Uma propriedade fisica (ou um campo) é dada por um tensor de
ordem 0 (um escalar), 1 (um vetor: v(1)), 2, 3,4 ou mais.

Um campo T' é um tensor de ordem 2 se for dado, numa base
Cartesiana, por um conjunto de 9 escalares x — Tj;(x),
1<14,j<3tq. T="Ti(x)e;®e; (somaemiej). Omesmo
campo é tambem dado na base movél por 9 escalares x — TZ’](a:)
1<4,j<3tq. T=T,(x)gr ® g (somaem k el).
Portanto, o tensor verifica a seguinte propriedade por mudanca de
base:

Ty = agiar;Tyj.

Esta relagdo define um tensor de ordem 2 (em sistemas de
coordendas ortogonais por enquanto)
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LA.3. O conceito de tensor: abordagem prético

Operacdes com tensores -1-

Um campo U é representado por um tensor de ordem k se for
dado por 3F componentes numa base tensorial de ordem k, do tipo
{gm ® -~ ® gp}1<m,.. p<3 (efetua-se k vezes o produto tensorial
da base de ordem 1). A relagdo por mudanga de base é:

/ — e e . . .
Upop = @mi -~ pi Ui

» soma de P(m) com Q(m) (mesma ordem), componente por
componente: Pjjgi... + Qijki....

» Produto tensorial de u(1) com v(1)=w(2): w;; = u;v;.

» Produto tensorial de U(m) com V(n)= W (n + m): tensor de
ordem n + m.
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LA.3. O conceito de tensor: abordagem pratico

Operacdes com tensores -2-
» Contracgdo: trago de U(2)=escalar s = U;;0;; = U;.
» O transposto de U = U,jg; ® g; é UT = jiGi @ gj.

Os simbolos de Kronecker §;; e de Levi-Civita €5 a partida ndo
sdo tensores pois sdo definidos independetemente da escolha de
uma base: dependem apenas dos valores dos indices.

Um escalar p (exemplo: a massa volumica, densidade,
temperatura, ou a pressdo) é um numero real que rapresenta uma
medicdo de uma grandeza fisica, independente da base escolhida.
Esse tipo de grandezas sao dadas por escalares, ou seja tensores de
orem 0 (i.e., sem indice).
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LA.3. O conceito de tensor: abordagem prético

Definicao de um tensor de ordem k: caso geral -1-
& Seja um difeomorfismo mudanga de coordenadas 7 = ' (x;),
em toda a generalidade n3o linear.

e Um tensor U(m;n) é de ordem (m,n) e de rank m + n se tiver
m indices contravariantes e n indices covariantes. Escreve se como
U= Uf::;z’da:i®-~®dwl®g€;®--'®g¢ com 7 ---1 os m indices
contravariantes e 0 - - -1 os n indices covariantes.

e A matriz de mudanca de base contravariante é dada por
P
a; :=—= ——
7T Qxd’

enquanto a matriz de mudan¢a de base covariante por

< R K
7. -1\t __
b= (a")s = Bk
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LA.3. O conceito de tensor: abordagem prético

Definicao de um tensor de ordem k: caso geral -2-

e Um tensor misto tem m indices contra- e n indices covariantes e
portanto o mesmo tranforma-se por mudanca de base por
. . ~ . T . .
multiplicagdo com a matriz b = (%)zj caso o indice for
0%t

covariante, e com a = (575 );; caso o indice for contravariante, i.e.:

Fraeen 3 I Nyrd-1p
Unip = b - bpag - ay U0
& Esta lei de transformac3o garante que U se mantenha

invariante por mudanca de base: é a natureza de um tensor.

& REGRA: um indice, quando aparecer duas vezes, aparece uma
vez como covariante (em baixo), outra como contravariante (em
cima).
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L PARTE A

LA.3. O conceito de tensor: abordagem prético

Operagdes com tensores
& Algumas propriedades:

» soma de P(m;n) com Q(m;n) (mesma ordem), componente

>

v

por componente: PZ‘/B + QZ’B

Produto tensorial de U(m;n) com

V(p; )=W ((m+p); (n+q)): Wil = UsT v,
Levantar o indice: U’ = ¢g"/U;. Baixar o indice: U; = g;;U7.
Produto escalar (ou, interno) entre tensores de mesmo ordem:
(Vg @ gy -+ @ da™ @ dan - ) =

U Vi Gongpu -+ 9" g™ = Ul Vil = Umee vl
Exemplo: U;jdz! ® dvd - Viyda® @ dal = Uyjg™* g/ Viy =
Ui;V9,dai: U-V =U;;V9 =: (U, V), (hd sempre uma
métrica atras).
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LA.3. O conceito de tensor: abordagem prético

Tensor de Kronecker

& O simbolo de Kronecker (ou de substituicdo) é definido como
0i; = e; - ej na base Cartesiana. Num outro sistema de
coordenadas & = Ty (z;) o simbolo de Kronecker Skl toma os
mesmos valores, sendo definido sem referéncia a alguma base, mas
apenas com referéncia aos indices, pelo que Skl = di;. Vejamos
como o mesmo se comporta por transformac3o tensorial
covariante. Portanto calculamos:
0z 07 B ozt Oz’

_ Y0z, 0x 0%y, 0%y
Logo 5” o, gﬁj = Jj; se e somente se Zy(x;) é uma
roto-translagcao (mudanca de base ortonormal), i.e
gk = afzi +b* com a a = 0.
& Observacdo: Na expressdo anterior os indices no Jy; estdo em
baixo, embora os k,l no membro a esquerda sejam contravariantes:
é legitimo, porqué?
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LA,3. O conceito de tensor: abordagem pratico

O tensor métrica induzida

& A metrica induzida é definida como g¢;; = Oz

Ox* 8;107
base teremos gi; = % . %. Verifiquemos que métrica assim

definida é um tensor covariante. Portanto deve verificar a lei de
transformac3do dos tensores covariantes de ordem 2.
Verifiquemos esta propriedade:

Na nova

Oor Ox ox 07% 0z 0z 0% 0zl Oz Ox  OFF 0% _
99 = 9zi 9xd  0zF 0x' & 027 Ox' Oxd 0% O3 Oxt 0xd
Trabalho de casa 2 - parte a
& Verifique que g = det(gi;);; ndo é um (tensor) escalar pois por
mudanc¢a de base temos § = det(gi;)i; = J%g, J = det(aggj:vi)ij.

Seja b= (b )ij = (8z:2")i; e a =bT. Sendo g;; um tensor
2-covariante, vale § = bT gb, logo det § = (det b)2det g = J? det g.
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LA.3. O conceito de tensor: abordagem prético

(Pseudo-) tensor de Levi-Civita

& O simbolo de Levi-Civita (ou, de permutagdo) ¢ definido apenas

com base o valor dos indices i, j, k, sem referéncia a alguma base:
1 se a permutado de ijk for par

Eijk = 1 for i )

se for impar,

e 0 sendo. Portanto num outro sistema de coordenadas,

T = Zp(x;), temos a mesma, Emnp = Emnp-

& N3o se transforma como um 3—tensor covariante, pois que:

ozt 9l 9k _dt(a )
Siik gEm 9zn ozp gz cmne

sendo que o membro a direita da equacdo n3o é o simbolo definido
acima, exceto para uma transformacao ortonormal com orientacdo
directa.

Trabalho de casa 2 - parte b

& Verifique que e;j;, = +/|gleiji € um tensor covariante, chamado
tensor de Levi-Civita (mediante mudangas de orientagdo directa).
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LA.4. Calculo vetorial em bases moveis e coordenadas curvilineas

Calcula-se dx = d(rg, + zg,) = drg, + dzg. + rdg, + zdg,
= drg, +rdfge + dzg. = hids'g; = ds'g;, (s' =1,0,2).

& Temos ds'[v] = 9%, com o vetor v = %§;.

Co-vetor gradiente ("dual”) de f=diferencial de f:
df = frdr + fedf + f .dz, sendo as componentes " covariantes”
do gradiente: [V f]; := f;, (i € {r,0,z}).

O vetor gradiente V f é definido pelas suas componentes
contravariantes [V f]’, i.e., Vf = [Vf]’G; = [V f]'h,gi, definidas
tais que se verifique df[v] = dz[v] - Vf, Yv € V, ou seja,

df[v] = ds'[v]gi - [V [ g; = ds'[v]gi; [V f): logo [V fli = gi;[Vf).
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LA, Calculo vetorial em bases moveis e coordenadas curvilineas

Diferencial e vetor gradiente
Portanto, df[v] = ds'[v]hig; - [V fPhlg; = [V ' hihLs;;
= [VI'h2 = fi= VI = V]G = 520 = 729

e Temos o diferential (ou co-vetor gradiente)

df = frdr + fgdf + f.dz = [V f]ids’ com suas componentes
covariantes [V fl; := 0;f = f..

e Definimos o vetor gradiente V f := [V f]'g; com suas
componentes contravariantes [V ] = g% f ; = ¢"/[V f]; na base
curvilinea, com [V f]; = ¢;;[Vf)? e ¥ = gigl.

e Na base curvilinea normalizada {g;}; temos

Vf = [Vflhigi = 3g:

& Em particular, em cilindrico, obtemos
Vf=I[VfIhig = (hig)f;9: = frgr + 2 f090 + f29--
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LA, Calculo vetorial em bases moveis e coordenadas curvilineas

Natureza tensorial do gradiente de um escalar
& Observagdo: A expressio [V f]; = gi;[V f]’ é obtida por
identificagdo de termos (slide anterior) e ndo é a operagdo de
baixar/levantar o indice com a metrica. Isto porqué ainda n3o
demostramos que [V f]/ é um tensor contravariante de rank 1.

Trabalho de casa 3

Seja 2 = 2%(s7) um difeomorfismo de mudanca de base
Cartesiano-cilindrico. Verificar que [V f]? sdo as componentes
contravariantes do vetor V f, i.e. que verifiquem a lei de
transformacdo de um tensor 1-covariante.

HINT. Partir da expressdo [V f]' = ¢/ f ;.

Seja ¢/ := gY0,,f e & := g™ 0z, f. Ha de verificar que
o/ = 92.a". Com efeito, o/ = Jo. 9z gmng, f = Do gy, f.

= zm 9z 9 azn 9
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LA, Calculo vetorial em bases moveis e coordenadas curvilineas

Grad,Div,Curl,A
Trabalho de casa 4
Seja o vetor v = vrg, +veg, + 029 calcular em componentes e
coordenadas cilindricas, com ajuda do operador V cilindrico,
> A divergéncia V - v e o rotor V x v de v
» O Laplaciano Au := V - Vu do escalar u.
Trabalho de casa 5

calcular o gradiente em coordenadas esféricas (seguir os passos do
slide anterior).

Calcula-se formalmente o produto interno:

(gr&n + %989 +gg28z) . (U’“Qr ;— vgg, + vzgz), tendo em conta que
(por exemplo) =20y - vpg, = vraggr = /7.

Tomando v = Vu, obtemos o Laplaciano:

Au = 1/r0:(rOpu) + 1/r203uy + 0%u.,.
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L A.4. Célculo vetorial em bases moveis e coordenadas curvilineas

Nocao de grandeza invariante

& Em fisica, é primordial trabalhar com grandezas invariantes. Das
varias no¢Oes de invariang¢a, salientamos aqui "invarianca com
respeitos as coordenadas’. Chameremos "coordinate-free " a
propriedade de independéncia com respeito as coordenadas.

& Seja um difeomorfismo mudanga de coordenadas 7 = '(x;).
Temos, por definicio do diferencial de #%: di' = g%dmk, ou seja
dx® é um vetor ou um tensor 1 — 0 (i.e., com 1 componente

contravariante). D'outro lado vimos que gg{l gzi aaxf] Logo,
0f L ofoxt . Of 4
df = ——-dz g= —dz" = ——d
f = ~ & 0t G

pelo que df é independente da escolha de coordenadas.

& Definicdo do gradiente: Vf = [Vf)7g; = ®1(df) com ® um
operador entre o espaco vetorial V' e seu dual V*.
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LA.5. Espacos vetoriais duais e o operador &

Espaco dual V*
& Seja um espaco vetorial V e v = 9'g;. O diferencial
ds' : V — R é definido como a mapa linear: ds'[v] = ©°
(componente contravariante de v na base curvilinea)

& Seja V* o espaco vetorial das mapas lineares em V. O mesmo
tem base {ds'} (sendo o sistema de coordenadas escolhido {s'};),
isto é, um elemento w de V* escreve-se sempre como:

w=wds",w; eR,i € {l,---n}.

e DEM:
Yo € V,wlv] = 9'w(g;] = 9w(§i]0i; = Hw[gi]ds'[g;] = w[gi]ds'[v].
|

& Definicao (formalizado mais a frente): w é uma 1—forma
diferencial, i.e. pertence 4 AL(V*).



Invariance in Physics 46 /303
LPARTE A

LA.S. Espacos vetoriais duais e o operador ®

Operadores entre V e V*

Seja w := w;ds’ € V* e X := M\ids' € V*. Definimos

(W, s = g7wi);.

e Comparar com o p.i. de V: u-v = a'g; - 97 g; = g;;0'07.

OV S5V w=widst — wigijgj.

Portanto o operador ® sera definido de tal maneira que
®(®~ 1) =1Id. ® é o operador (um isomorfismo) que transforma
um vetor numa forma diferencial.

V-V o= f)j@j —> f)jgkjdsk
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I—A.S. Espacos vetoriais duais e o operador ®

Invarianca do operador ¢

DEM: Yo € V,wv] = wrds®v] = wk@k': 6kjgjj@k = gikgijwjf}k =
gir 00" =< ulv >, com as defingdes U’ == glw; e w; = w(e;).
QED [ |

Sendo que w[v] =< uy|v > a notagdo de Dirac é a seguinte:
< Uy| := P(uy) ("bra") rapresenta a forma linear w enquanto v >
("ket") é o vetor v.

& Falta ainda demonstrar que ® (como df) é " coordinate-free”.
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LA.S. Espacos vetoriais duais e o operador ®

Sejale V* e u =wu €V tal que, pelo teorema de Riesz,
1[v] = (uiv).

O operador ¢ é definido como: ¢ : V* = V : 1 ¢(l) = w.
Logo @ := ¢~ e ®~! := ¢ sdo independentes das coordenadas
uma vez que ®(uy)[v] = 1[v] = (w|v), sendo o produto interno
independente das coordenadas.

Seja uma funcgdo f: M C R® — R. O gradiente de f é definido
como:

Vf = gradf := & 1(df).
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LA.5. Espacos vetoriais duais e o operador &

Aplicacao em coordenadas curvilineas

& Seja uma superficie regular I' parametrizada por um sistema de
coordenadas {SR}lgRSN. A mesma tem como vetores tangentes
os vetores de base (ndo normalizados) 7 := gr = 6’1—%. Definimos
a derivada directional curvilinea

8R::TR'V:TR‘€Z‘8xi_8Ia 65

& Seja f um campo escalar diferenciavél, logo Ogf = 7r - V/f,
portanto: Vf = Orf7r (= >_p OrfTR), caso a base for
ortonormal. No caso geral temos
Orf=7r-Vf=1r (VfI°rs) = [Vf1°1r - 75 = [Vf]°grs.
Daf
VI =[V/1°rs = g° O frs.

Mas, também, uma vez que gSRTS = 7 a base dual de 7g,

Vi =rlog
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LA,S. Espacos vetoriais duais e o operador &

Aplicacao em coordenadas curvilineas

Sendo que 00 f = 8A(Vf . TB) = 8A(Vf) -3+ Vf-0a7B.
Sendo que d4(Vf) = (14 - V)(Vf) = (V2f)7a, logo

0A0pf = (V2f)TA -3+ Vf-0aTB.

Temos tambem dpdaf = (V2f)1p - 7a + Vf - OpTa.

Portanto, pelo Lema de Schwarz em Cartesiano (i.e., simetria da
Hessiana V2f := VVf):

0p0af — 0a0pf =V f-(0TA — 0aTB), (0)

que serd # 0 devido a curvatura (e a torgdo) de I'; logo num
espaco afim (por esemplo, em RY ), curvatura = torcio =0 e a
comuta¢do das derivadas segundas é licita).
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L A.6. Diferenciagio covariante

Tensor "gradiente de um vetor”
& Seja u = 4'g; um vetor com componentes contravariante u’ na
base {gx }r (ndo necessariamente normalizada). O tensor gradiente
de u é T = (Vu)¥ tal que Vu =TY§; ® §; = (Vu)?§; @ g;.
Sendo que Vv € V, du[v] = d(1'g;)[v] = §; @ da'[v] + 4'dg;[v] =
(9: ® Va') dzlv] + (@ ZVg,) dz[v] =: (Vu) dz[v], a expressdo de
Vu é dada por Vu = §; ® V' + 'V = §; ® g;[va' I+ A"V gy,
sendo V o operador gradiente expressado na base curvilinea.
& Falta expressar Vg, na base curvilinea covariante:
Vin = [Vinlg; = [Vin) - i3 ® G5 = M) §i ® g;. Portanto

(Vu)¥ = [Va')? 4+ a"AJ°.
& Logo as componentes (1 — 1) do gradiente s3o definidas como:
(Va)s := (Vu) g = [Vl + 0" A g,
sendo I‘ﬁlk = A%igjk chamado segundo simbolo de Christoffel .
(veremos que n3o é um tensor!). Lembra-se que [Vi'], = Opu’.
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L A.6. Diferenciagio covariante

Carater tensorial da derivada covariante

& N3o demonstramos ainda o caracter tensorial de (Vu)i ...
& Na base Cartesiana temos (Vcart. u) = Opu’ com u = u'e;
& Sob uma transformac3o linear &% = azjxf com

. 592
o1 _ 009 O 93 gl oul
ozk ozk  oxd T~ Ozl 8k 9xd -
& A mesma lei deve ser valida quando houver mudanca de base
geral, i.e., sob o difeomorfismo (n3o linear) s¥ = s¥(x?). Assim, o
gradiente na base curvilinea {%}i serd um tensor, i.e., verifica

K2

uma determinada lei de transformac¢ao por mudanca de base.

i _ 0%t
@j = 927 =

& Na base curvilinea temos (Vu)¥ = ¢g/*(Vu)t com a’k = ( u)t
o tensor (1 — 1) chamado derivada covariante do vetor u = 4'g;.
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L A.6. Diferenciagio covariante

Componentes de (Vu);,
& E esta condicio de ser um tensor que ird determinar a expressdo
do mesmo na base curvilinea, i.e., temos que ter

Qi — 0s' 0xd oul _ 9s' Ou'
ik Ozl sk OxJ Oxl Osk
um abuso de notacao, u = u

(x) (aqui, com 7 Cartesiano, e, com

le; na base Cartesiana).

& Pela natureza tensorial (1 — 0) de u’ temos @’ = ul%

& Pela natureza tensorial (x) (1 — 1) de 4}, := (Vu)i temos

il _aisiaiul_%_ , 0 0s'. ot 0%t Ox™
kT ozl gsk T 9sk

Wk () = ek TV gnioem ost

5 I — n ozt
logo, j& que u’ = 4" 55,

i ou’ Anﬁxl 0%st o™ ou LT
W, =— — g~ 7" 7 44 )
kT 9k os™ Ozlox™ Osk  Osk nk
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LA.G. Diferenciagdo covariante

& Os simbolos de Christoffel ou conex3do diferencial s3o definidos
mediante estas mudancas de coordenadas. Aparecem devido a
derivacdo dos elementos da base curvilinea:

i _8_:10’ 0%st 9x™
nk T 9 Qloam Osk

A derivada covariante do vetor u = ﬁ’ﬁi € o tensor de rank 2 e
ordem 1 — 1,
Vi = Viuds”,

com Viu= (Viu)ig; e

o’
Osk

~

+ 4" .. (DevCov -1-)
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LA.G. Diferenciagdo covariante

Componentes de (V)
& Consideremos agora o co-vetor w = w;dz’ = &;ds’. Pela
natureza tensorial (0 — 1) de w; temos w; = wlgisf
& Pela natureza tensorial (0 — 2) de w;;, == (Vw);1, temos

o - 02027 Oy (%)
Yik = 5l 9k Oai ’

logo, apds computagbes similares:

A derivada covariante do co-vetor w = @;ds’ é o tensor de rank 2 e
ordem 0 — 2, VIw = Viwds® com Viw = (VIw);pds’ e

L)k == _a_wi_AFn DevCov -2
(V'w)ik = Wik = 5~ Onl e (DevCov -2-)
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L_PARTE A

LA.G. Diferenciagdo covariante

Simbolos de Christoffel -1-
Nos 2 casos temos um gradiente independente das coordenadas

uma vez que:
Vi = ﬂfkgl ® dsk = e, @ dx™ = e, @ du™ = du e
Viw:= Wikds’ ® ds® = Opwpdz™ ® dz" = dw, @ dz" = dw.

Toma u = §; = (§;)§; = 6/g; com 6! = 6;; componente por
componente. Portanto

- O o . o
Vigi = (V31,95 = (0)wd; = 67195 =305 (W),
Logo, vggi Sgp = I‘ékgjl e também, uma vez que §; - §' = i,

Vk gi-
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& Toma w = ds' = (ds?);ds’ = 5§d5j. Logo,
Vids' = (VVds")jeds’ = (65)pds’ =
= —0,ds’! = —T%ds’  (HE).

Os simbolos F’;q n3o se transformam como um tensor, pois que
apés mudanga de base {z}r — {Z;}; verifica-se facilmente que

. A1l p q 2,k
Finn=ax (Fk Ozl Ox N 0%z ) (x4).

dzk \ " P19zm 9zn - 9rmOT"

& Definicdo: Uma conexdo geometrica é uma familia de fun¢des

F’;q que se transformam conforme a lei (%) sob qualquer mudanga
de base geral (sob difeomorfismos). A mesma é independente da
metrica escolhida.
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Sendo que
_ i(a_si) _ i(a_sia_xl) _ _82351 % + _aQSi _‘%ma_wl
~9smosk’  9snoxt osk’  Osnsk 9zl T dxlox™ Osn Osk’

temos (permutando os indices)

Pal 95" 3Ps' dal 9z %S’ 9xl Ga™ ri
Osnsk Ozl QxmOxl dsm dsk T Oxloxm dsn sk K
Mas

02! % 08! N 0%x = %
Osnsk orl  Oxl Osnsk!  Oxl
& Ent3o podemos definir I'!, como

I, = ds'[0n0k].

(as vezes escrito na forma "= g' - 0,,x": é a definigcdo original em
geometria extrinseca.)
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Aplicacao: gradiente de um vetor em coordenadas polares

_1-

& Consideremos u = u'e; = 4/g; com §; = u/g; com g; um
elemento de base curvilinea (ndo necessariamente normalizada) e
g; a normalizada. Estamos a procura da expressao de Vu na base
polar go = {gr, go} € na base normalizada g, = {gr, g9}, onde

Jr = gr = cos e, +sinbe, e gg = rgp = —rsinbe, + rcosbe,.
& Comecemos com um célculo formal na base normalizada :

1
Vi = (grar + 90*69) ® (Urgr + UGQG) =

Hgu?

OpUt
9r ® grOpu” + gr @ go0ru’ 4 go @ gy 369r+907®99

ul Dpu o
+9973996 =0r ® g0 + gr ® goOrub + go ® gy

89u9 u9
+g0 ® 9o— — — 96 ® g
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Aplicacao: gradiente de um vetor em coordenadas polares

0.

Aqui VT'u =: "uV = u ® V” significa o gradiente transposto (por
conven¢do). Portanto obtemos a seguinte matriz das components
2-contravariantes do gradiente de u na base normalizada:

Opur 2w
VU/ B = " r Tr )
(Vu)*)agp (arug 897,,7’[[,9 ;s

logo com Vu = (Vu)* g, ® gs. Repare que pelo carater tensorial
do gradiente temos (Vu)*? = gﬁV(Vu)g‘.

& Calculemos agora o gradiente na base geral mediante a férmula
explicita das componentes 1 covariante-1 contravariante:

o _ s, ~ ~ATT
(Vu)3 = a3, = 04" + a'T'7.,.
Portanto calculemos primeiro os simbolos com a férmula

Tl = 3" Ondr = 97§ - Ondr = (W) "2G; - On g,
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L A.6. Diferenciagio covariante

Aplicacao: gradiente de um vetor em coordenadas polares

3

onde utilizamos o fato de a base polar ser ortogonal. Em polar
temos i =1 e h? = r. Obtemos que os tnicos simbolos n3o nulos
sao

. . o . el 1
Tpo = GrOpgo = —1, Tog=T4. =1"2Gg Opgr =1 399-992;-

Portanto vem Vu = (Vu)gga ® §”, onde,

Oeu?  Gpu? + u”

T T T

o opu” Opt” — rul ou” Ogu” — u?
(Vo = ( - ( ,

sendo que u” = 4" e u?

= ra?. Notemos que Vu = (Vu)3ga @ d°
= (V)" g0 © g5, uma vez que Go © §°= (h7)*ga © gp=

he(hB) g, @ g, ie. §r @ =119, @ gg e o @G =17 @ gr.
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Derivacao covariante - caso geral
& A derivada covariante é a generalizacdo da derivada classica a
um espago com curvatura.

Matematicamente, uma operagdo de derivagdo covariante (=
conexdo diferential) significa a escolha de uma conexdo F’;q e de
um operador diferential linear £ sob tensores de ordem qualquer
que satisfaca:

(i) Se f é um campo escalar diferentiavél: L f = %.

(i) Se u e w sdo vetores e co-vetores, L}, = VL, cf. formulas
(DevCov -1-) e (DevCov -2-).

(iii) Regra de Leibniz: Se U e V s&o tensores de ordem qualquer
entdo L1 (U ® V) =LURV +URLLV .

Esta dltima permite determinar derivadas covariantes de tensores
de ordem qualquer.
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Derivada covariante de um tensor

DEM. Pela (iii) £,T = L(T ;) @ §; + T ; @ L1,g;. Pela
. . . 8 ii A A~ 17 A N
linearidade, (i) e (iii), LxT = %gi ® gj —i‘—.Twﬁkgi ® g;+
Tiig; @ L1,g;. Pela (ii) e (W), £,T = <%7:,j + TV,

+TTY,4; ® ;. QED _

& Derivada covariante de um tensor 0 — 2:
Seja T' = T;;dz" ® da?. Ent3o
oT;;

L TuTy —TyTa  (A).

vgﬂ] = % i
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Conexao compativel

Uma conexdo I' é compativel com a metrica se Vg =0, i.e.
V};gij = 0. Neste caso vale a propriedade de derivacdo de um
produto,

Dw(u7 U)g = (Dwu7 U)g + (ua Dwv)g'

Em particular se U,V s3o campos vetoriais ao longo de um curva
t — ~(t) vale

d
E(U’ V)g = (DtUa V)g + (DtVa U)g

& Para além, como consequéncia direta da definicdo, temos a
propriedade de que baixar/levantar os indices permutam com a
derivacgdo, i.e., gijVFuZ = Vrgiju’ = Vruj.
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LA.G. Diferenciagdo covariante

Torcao da conexao

A torcao da conexdo I' é definida como T,ij = I‘};j —T%,. Logo
uma métrica sem torc3do significa que os simbolos de Christoffel
sdo simétricos nos dois indices covariantes.

Trabalho de casa 6
Demonstrar que 1" é um tensor. HINT. Resposta em uma linha.

Uma variedade diferenciavel é dita Riemanniana se a métrica é
definida positiva, ndo-singular e simétrica, e se a tor¢ao da conexdo
é nula.
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Conexao compativel com a métrica e transporto paralelo

& Em Fisica, temos sempre que medir e comparar grandezas em
pontos diferentes. & a nogdo de transporte paralelo: em espaco
curvo o caminho escolhido para comparar dois vetores/tensores
influa sobre o resultado.

Um tensor 1" é covariantemente constante ou paralelo longo uma
curva vy se VFT = %V£T

= ’)’k(as ((a)) + T((i))VF(g(i) ® ds(®)) = 0: numa geometria n3o

Euclidiana paralelo # componente constantes ( T((;)) 0).

& Consequéncia de Vg = 0: se UﬁUg = cst entdo 0 = U/gaaUﬁ.
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Conexao de Levi-Civita

DEM. Seja I'y.;; := glelj. Pela compatibilidade da conexdo (cf.
(4)), 0= Vigyy = 22 —Thgiy — Tl ga. logo
99ii _ =T, + Diju(A). Permutando os indices,

Osk
19)
ags]ik = Dyji + jni(B) e %glf =TIk + 'y (C). Efetuando

(B)+ (C) — (A) e sendo a conexdo simetrica, i.e., [';;j = T'i.ji,
obtemos 2I';.;; = 0;q1; + 094 — 019i;. Multiplicando por %gkl,
segue o resultado. QED |
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Seja uma curva t € [ — v(t) C M. Seja I — V(t) um campo
vetorial ao longo de 7[I] que verifica a propriedade de ser
extensivel, i.e., existe um campo V definido numa vizinhang¢a de

v[I] em M tal que V(t) = V, ;). Neste caso a derivada covariante
ao longo de y é definida como

k k

. ~ dv R av
DV :=%4-VV = (7 + VJVZTZ-) b= 9 +V*Digy. (a),

lembrando (M) na pagina 55.
& Seja uma familia de curvas suaves (¢, s) onde y(t) = 7(t,0).
Definimos T := 0yy(t, s) com s fixado e S := 0sy(t,s) com t

fixado. Localmente, podemos escrever em coordenadas
1 dz* 8 dz* 8
’Y(t’s) :(IL’ (t’8)7"' 7xn(t73)) el = gt Oxk eS= ;s oxk "
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Geodésica - forma local

Segue imediatamente que

J
DS - D = Tk g, (AA)

dt ds Y
Uma curva é chamada geodésica se verifique
Vv =0,

onde v := Cfif é o vetor tangente a curva, ou seja se a curva
satisfaz a equacdo

de' _ dzd  dat [ 0 dat - dak d?z’ - dak dat
Sl v (T i I )
T AT (iw a ki dt) a2 ki g = (%)
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Geodésicas como curvas otimais -1-
& Lembramo-nos das equa<;6es das geodésicas

w? + Z Lo zw® WP =0. (%)
718 1
& Vimos em Geometria Diferencial que (¥ ) representam as
equacdes de Euler-Lagrange do problema variacional MINf;J ds(t):
minimizar o comprimento de uma curva entre dois pontos fixados.

Seja A(z( f L(t,x(t),y(t))dt com z € R? e y(t) = i(t).
O minimo do funC|onaI A com respeito a todas as curvas
admissiveis com dados limites as duas extremidades fixadas

P =x(a) e Q@ = x(b) é obtido resolvendo as equacdes de
Euler-Lagrange (%) associadas ao problema de minimizag3o.
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Geodésicas como curvas otimais -2-

O resultado seguinte foi demonstrado em Geometria diferencial.

& A palavra Riemanniana serve para salientar que a conexdo (os
simbolos de Christoffel) é Riemanniana (ou de Levi-Civita), uma
vez que o resultado aplica-se também as variedades Riemannianas.
& Observagdo: no caso de uma métrica de Lorentz (vé parte C)
uma geodésica realiza a distancia maximal entre dois pontos do
espago-tempo.
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Os matematicos do dia

Figure: Elie Cartan: Matematico
Francés (1869-1951). Base locais:
"La méthode de repéere mobile, la
théorie des groupes continus, et les
espaces généralisés”; calculo
tensorial: " “Le célcul tensoriel
projectif’; Conexao afim: " "Sur les
variétés a connexion affine et la
théorie de la relativité généralisée
(premiére partie)”

72/303

o

Figure: Elwin Bruno Christoffel:
Matemadtico alm&o (1829 — 1900).
Ideas preliminares do calculo
tensorial; Derivada covariante:
" Uber die Transformation der
homogenen Differentialausdriicke
zweiten Grades” (no mais velho
jornal de matematica ainda
existente: Journal fiir die Reine
und Angewandte Mathematik).
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Curvatura de Riemann -1-

Uma conexdo I' é afim em p se existe um sistema de coordenadas
{zx} no qual I' = 0 uma vizinhanga de p. Neste caso Vl,; = 8‘97.
Neste caso, pelo Lema de Schwarz, temos comutacdo das
derivadas covariantes, i.e., V};Vf — VlFVF = 0,0, — 0r0; = 0.

& A questdo que levantamos agora é de quantificar a falta de
comutagdo das mesmas no caso de uma conexdo geral (i.e., ndo
Euclidiana). Seja o vetor w = w'g; (= 3, w'g;). Pela condigdo
(ii) da definicdo de derivagﬁo covariante, temos

Uk = ka = gpw* + I‘l w'. Pela formila de derivacdo de um
tensor (1 — 1), analoga as formulas da pagina 62, vem

Vi Viw' = ViViw' = TV w' + Riyw?,

onde definimos o tensor curvatura de Riemann como:
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Curvatura de Riemann -2-

_ory, o,
i gk ql i P Ti TP
qlk T 94l Oxk +Fpquk Fpqul ()
& Se consideremos uma conexdo simétrica, logo a torcdo é
evanescente e obté-se a formdla classica que define a curvatura de

Riemann (com soma em ¢) como aplicagdo do plano tangente a
M em p, com M de dimensdo m:

Vi Viw' = Vi Viw'=ViViw' = Riyw!, Y = w'g; € T,M. (#)
& A curvatura de Riemann é um tensor com m* componentes.

Existem variantes do mesmo definidas como por exemplo a
. _ . J .
curvatura full-covariante R;q = g,Jqul (com soma em j).
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Curvatura de Riemann -3-
& A prova do resultado segue por contraposi¢do e a definigdo ().
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Curvatura de Riemann -4-

Numa variedade Riemanniana, logo sem tor¢3o, a curvatura de
Riemann é uma forma tri-linear com valores no espaco dos
co-vetores, tal que para S,T e V campos vetoriais do plano
tangente vale

R(S,T)V := <RiqleleVq> g

& Dado S, a forma linear T'+— RT := R(S,T)S é auto-adjunta,
uma vez que, pelas propriedades de simétria (na pagina anterior),

(RT,U)y = R(S,T)S - U = RigaS*T'SIU* = Ry SIT'S*U" =
= Ry SIT'S*U" = Ry, SIT'S*U' = T - R(S,U)S = (T, RU),. (00)
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Curvatura de Riemann -5-

A curvatura de Ricci € o trago (ou "contragdo”) da curvatura de
: : o gmk — gmk _pk E
Riemann, i.e., R;j :== ¢"" Rimjr = 9" Rinik; = R,ikj. E um tensor
. Ve . ) _ k _ k _ _ .
simétrico: R;j = ¢""Rynirj = 9" Rijmi = R?}?mi = Rj;. .Enflm, a
curvatura escalar € o traco do tensor de Ricci: R = R;;g".

DEM. Como V?Riqkl é um tensor, podemos mudar de base;
escolhemos a base normal (geodésica) onde I' = 0 no ponto, logo
V; = 0; no ponto. Ora, verifiquemos que a identidade vale nesta
base e concluimos que vale em todas por ser uma expressao
tensorial. QED [ |
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Curvatura de Riemann -6-

O tensor de Einstein S é definido como

DEM. Pela identidade de Bianchi diferencial, a antisimétria do
tensor de Riemann e tomando o traco 7j, obtemos

ViR, — ViR + VIR, =0, ou seja pela definicio do tensor
de Ricci,

ViR~ ViRa+ V] Ry = 0.
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Curvatura de Riemann -7-

Multipliquemos por g¢*, logo por se tratar de uma métrica
compativel,

VIR% —VIRk +VIR=—-VIRM — VIRt + VIR =0,
ou seja pela definicao do tensor de Ricci,
—2Vi R, + V] R=0.

Por ser um tensor temos VI R = §; VI R = ¢"*g;, VI R = ¢/VI'R,
logo

Mulitplicando por g%/ e pela simétria do tensor de Ricci, e a
compatibilidade da métrica, vem o resultado. QED [ |
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Campos de Jacobi -1-
& Definimos primeiro uma variagcdo da curva suave ¢t — (t): seja
uma familia de curvas suaves (¢, s) onde y(t) = (¢, 0).
Definimos T := 0yy(t, s) com s fixado e S := 9sy(t,s) com t
fixado. Localmente, podemos escrever em coordenadas
(t,s) = (z'(t,s), - ,a"(t,s) e T =" 0 o § = 028 0

DEM. Por (A) p. 68, temos
DD,V = 8;0,V* gy, + 0, V¥ Dygy, + 0sV*Dygy, + VE DDy gy,

logo,
DsDiV — D;DV = V* (DsDygy, — DiDsgy)
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Campos de Jacobi -2-

uma vez que, por (o) p. 50 e (AA) p. 69, sendo sem tor¢do vem
636th — GtOSVk = VVk(OST — 8153) =0. Mas,

DsD.g;, = Dy (ijggk) = asatl'jvygk + T]Szvzf‘vjrgk’

onde 0,027 — 0;0s27 = 0 pelo mesmo motivo. Logo, por (#) p.

74, vem
Dy Digy — DiDsgy, = T7S"V 1,V iygr = T'S'R(gs, 9;) g
Pela linearidade da curvatura segue a tese. QED [ |

& Seja t — (t) uma geodésica, logo D, T = 0 e obtemos
0= D,D,T = D,D,T + R(S,T)T

Mas, pela relagdo (AA) p. 69 com Ti’; = 0 e as simétrias da
curvatura vem

0= DyD,T = DyDyS + R(S,T)T = D;D;S — R(T, S)T. (ee)
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Campos de Jacobi -3-

Acabamos de demonstar o resultado seguinte:

& Seja uma geodésica t € I — (t) em p € M com velocidade
inicial V' € T, M. Numa carta local pode ser escrita no tempo

inicial como V' = V¥*g,(p) onde g := %. Na carta local e em

coordenadas geodésicas y é imagem do segmento (tV1,---  tV"),
com t = r o raio geodésico. Seja W = Wkyg, € T,M,;
consideremos a variacdo pelas geodésicas

Y(t,s) == t(VE + sWk)gy. Logo J(t) := 9sy(t, 8)js—0 = tWFgy, é
um campo de Jacobi tal que J(0) =0 e j(()) =D, J(0)=W.



Invariance in Physics 83/303
LPARTE A

LA.8. Campos de Jacobi e aproximagdo da métrica

Campos de Jacobi -4-
& Ao longo da geodésica, definimos f(t) := (J(t), J(t))g.
Derivando, considerando a propriedade do operador R ser
auto-adjunto (cf. (00) p.75), e a equagio .J = R.J, obtemos

F1(t) =2(J, 1)
FI(t) = 2(J, )y + 2(J, J) = 2(RJ, J)g + 2(J, J)
F(t) = 2(RJ, )y +8(RJ, J)g
FUE) = 2RI, T)g + 12(RA, T)g + 8RS, RI )y + 8(RJ, ).

Ora, sendo que J(0) = 0 vem

F(0) =0 = f(0), f"(0) = 2(J(0), J(0)) = 2(W, W), f"(0) =0
FU(0) = 8(RW, W)y = —8(R(W,4)3, W),
F®(0) = ~20(DR(3, W)W, 4)g.
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Campos de Jacobi -5-

DEM. Fixado x na carta local, e assumindo que 0 e x pertencem a
mesma, consideremos a geodésica com raio ¢, a abcissa curvilinea.
Logo t(z — 0) = tx é o segmento geodésico associado, com

t €[0,¢] e £ o comprimento da por¢do de geodésica que satisfaz

¢ < Cllz|, € >0. Temos também +(0) = x'g;. Definimos

F(1) = (J(0), T(1))g = gij (t2) T () (1) = t2gy;(t2) W' Por
Taylor

° 1
= > = 1@(0)* + o).
a=1 o



Invariance in Physics 85/303
LPARTE A

I—A.S. Campos de Jacobi e aproximagdo da métrica

Campos de Jacobi -6-

Portanto,

8
41 lelj’)/( ) ( ) WZWJt4

Dy Rt 5(0)F4(0) W W 4+ O(t9).

f(t) :glj( )WZWJt2
20
T

Mas, §(0)" = 2%, DyRigy; = V5, Rigtj¥(0)™ = VL Ripg;2™, e, em
coordenadas geodésicas em 0, g;;(0) = ¢;5, logo

f(t) =tgi;(tx) W W = §;;WWt> — iRikljxkleint“
20

~ =V Rigja*ala™WIWIt 4 O(|=|9),

uma vez que t ~ ||z||. O resultado segue tomandot =1e W
candnico (i.e., W = g,, W' = d;,). QED [ |
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Os matematicos do dia

Figure: Bernhard Riemann
(Matematico alem3o (1826-1866)).
Iniimeras contribuicGes. Importante
aqui é a introducao da geométria
intrinseca que deu lugar a teoria das
variedades (" Uber die Hypothesen,
welche der Geometrie zugrunde
liegen". Abh. Kgl. Ges. Wiss.,
Gottingen 1868.

Figure: Karl Jacobi (Matemético
alemdo (1804-1851)).
ContribuicGes em equacgdes
diferenciais, téoria dos numeros, e
conceito de determinante (" De
formatione et proprietatibus
Determinatium” . Journal fur die
reine und angewandte
Mathematik. 1841 (22)).
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Rotor e divergéncia (primeira abordagem: formalmente)
e Nota: Formal = Operacional = Prético
& A divergéncia de u na base curvilinea é obtida efetuando
divu = V-u =V - (u'g;) = Vu' - g; + u'V - g;.
e Sendo u' um escalar Vu' é calculado como infra.
Falta apenas calcular o escalar

Vgi=(9;V) - gi=9;9" Vi gi = gj - (¢""Okg;),Vi.

& O rotor de u na base curvilinea é obtida efetuando
curlu =V x (u'g;) = Vu' X g; + u'V X g;.
e Falta apenas calcular o vetor

V x g = (9;V7) % gi = 9;0""Vi x g; = g; x (¢""0g:), Vi.

& O Laplaciano da funcdo escalar f é definido como
Af:=V-V/.
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Divergéncia (segunda e terceira abordagem: mediante o

tensor gradiente e mediante a métrica)
& A divergéncia de u na base curvilinea pode ser obtida (ou
definida) a partir do tensor gradiente Vu = Ve u = (Vu)¥g; ® g,
tomando o traco da matriz composta das componentes 1 — 1 do
mesmo, sendo que divu =V -u = (Vu)7g; - gj = g;;(Vu)? =

(Vu)i = trg(Vu)§ = gg; + a”r;'”..

& Pode ser demonstrado, pela expressao dos simbolos de

Christoffel em termos da métrica, que divu = 1/\/|g|w (vé
pagina 135).

Trabalho de casa 7

Seja u um vetor expressado na base cilindrica. (i) calcular (Vu)¥
na base cilindrica. HINT: Vu = Vu; ® g; + u;Vg; com

V =60 +90(1/7)0g + 9.0- (Vgr = (1/7)gs ® gg, etc.); calcular
divu nas bases cilindrica com os 3 métodos.
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LA.9. Rotor e divergéncia curvilinea - abordagem com coordenadas

Rotor curvilinea (2a abordagem em termo do tensor
gradiente)

& As componentes do rotor de u em Cartesiano sdo

5z]ma Um3i = 6 (vu)m]gz = (I)(ek]m(Vu)de.T )

& Na base curV|I|nea tambem podem ser obtidas a partir de Vu
mediante uma multiplicagdo com o tensor de Levi-Civita (e ndo
apenas o simbolo), ou seja, partindo da forma diferéncial
curlyulds == ek (Vu)™ ds*, e definindo curlu := ®(curlyu|ds)
= 9% \/19le jmr(Vu)™ g;.

NB: numa base ortonormada, gik\/@ = d;x, logo

curlu =V x u = 6ik€jmk(Vu)mjgi = sjmk(Vu)mjgk.

Trabalho de casa 8

Seja u um vetor expressado na base esférica. (i) calcular (Vu)¥ na
base esférica. (i) calcular (curlu)® a partir de (Vu)¥;(iii) Verificar
que (curlu)? é um tensor contravariante.
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LA,IO. Conceito de tensores objetivos

Conceito de tensores objetivos -1-

Definido através uma mudanca de sistema de referéncia

(z,t) — (z*,t*). Os acontecimentos sdo rapresentados pelo par
(z*,t*), e existe uma matriz orthogonal t — Q(t), um vetor

t— c(t) eum scalar a t.q. ¥ = Q(t)(z — zp) + c(t) e t* =t —a.

& Alem disso, existe um mapa, dito de deformacao, ® tal que
r* = ® (X, t*), onde X := ®~!(z,t) é o chamado ponto
material associado a z (em t) na configuragdo de referéncia (ou
inicial) escolhida no primeiro sistema de referéncia .

Ja que 5 — 27 = Q(t)(z1 — x2), um vetor v é dito objetivo se o
observador 2 observe um vetor v* que verificou uma rotacao, i.e.,
v* = Q(t)v, ou seja se transforma por mudanga de observador com
uma lei tensorial mesmo que () depender de t.
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LA.IO. Conceito de tensores objetivos

Conceito de tensores objetivos -2-

& Um tensor de ordem 2 serd objetivo se
U*(z*,t) = Q(t)U(x,1)Q (), onde z* = ® (X, #*). Um escalar é
sempre objetivo: a* = a.

> Seja T =u® v, onde u e v sdo 2 vetores objetivos. Portanto
T*=u" @v" = Q(thu® Q()v = Qt)(u®v)QT(t). (x)

» Seja o campo escalar a = &(z,t). Portanto
Opi@* = Oy, 05755 Ol az].Q};, ou seja Vyra* = Q(t)Vya. (%)

» Seja f(z,t) = 0 uma superficie com normal exterior
N(z):= Igﬁigl Portanto
* _ Ve . QUOVS(zt)
N*@") = mren = Romviea — QON@). ()




Invariance in Physics 92 /303
LPARTE A

LA.lO. Conceito de tensores objetivos

Conceito de tensores objetivos -3-

Contra-exemplos
> Velocidade: #* = Q(t)i + Q(t)(x — z0) + ¢
> Acceleragdo: #* = Q(t)# + Q(t)(z — z0) + Q(t)i + ¢
& Nota que I sera objetivo por mudanca inercial de

observador, i.e., onde () = ¢ = 0: a acceleracdo é um vetor
objectivo Galileano (rotag3o rigida + translagdo uniforme).

» Gradiente de velocidade:
Vit = Qt)ViQT (1) + Q(1)QT (t) (Nota: V*z = QT).
& Nota que %QQT = 0 e portanto QQT é antisimetrica.
& Logo, a parte simmetrica do gradiente de velocidade,
Vf*j:*, € um tensor objetivo.
& NOTA: parte simetrica de um tensor U de ordem 2:

Us = LU +UY.
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a1t Algebra das formas diferenciais

(Grassman) algebra dos m-vetores em R

1. Definimos uma classe de equivaléncia ~ sobre (RY)™ tal que
Va € R,1 <14,57 < m temos

(a) (ug, -, Qug, - - Uy ,Um)N
(U17"'7Ui7"',auj7"'7um)

(b) (Uh'"7Ui+OéUj,"'7'UJj7"',Um)N
(ula"'7Ui,"';7-’4j7"'7um)

(C) (uh...7_uj,...’ui’...7um),\,
(Ulw",in",uj,"wum)

Temos tambem u ~v <= v~ueu~vVAV ~wW=u~ w.
2. Um m-vetor simples é definido como

U A Aty € (RN ~
3. Considere o espaco vetorial A,,(RY) das combinacdes lineares

de simples m-vetores munido da relacao de equivaléncia

(A) alug A Auy) = (Qur) A Ay,

B) ws Ave Aty + U1 A Aty = (U1 +U1) A Aty

Este espaco é chamado espaco dos m-vetores em RY.
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LAl Algebra das formas diferenciais

(Grassman) algebra dos m-vetores
e u A v é chamado "u (produto) wedge com v".
e Seja uq, - - - Uy, mutualmente dependentes. Logo
Vi, Elag-z) P0=u — 30, ag-z)uj. Pelo (b) temos
Up A s Ay ~ 0. Em particular se m > N, ug A -+ A Uy, ~ 0.
e Exemplo: o 2-vetor ey A ea + e3 A eq € Ao(R*) ndo é simples.

Seja A (RY) o espaco vetorial dos m-vetores em RV, Definimos
a algebra exterior de RY como a soma directa

ARY) = A (RY) @ --- @ An(RY) com a extensdo linear da
seguinte operaco de base entre um m- e um [-vetor

(" concatenagdo”):

(up Ao Aup) AL A Avp) =up AU, Avp A= A
(€ A (RY) se m +1 < N, =0 sen3o).
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LA.ll. Algebra das formas diferenciais

Funcdes m - multineares e alternantes

1. Uma fungdo ¢ : (RV)™ — R é m-multilinear se, V(entrada)l ,
¢(U1,"‘ 7au+ﬁv7...um) =
Oé¢(ul,“‘ S Uy ;um)‘{'ﬂd)(ul; SV, ’um)
2. Uma fungdo ¢ : (RY)™ — R ¢é alternante se, Vi, [,
B(u, - gy Uiy ) =
(U, g Uy )

Definimos A™(RY) como os espaco das func¢des ¢, que
verifiquem (1) e (2) e t.q. (¢ + ¢¥)(u) = ¢(u) + ¥(u) e
(ap)(u) = ad(u),Ya € R. Os elementos de A™(RY) sdo
chamados m-covetores.
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LAl Algebra das formas diferenciais

Dualidade vetor-covetor: produto exterior ("wedge”)
e No caso m = 0, A°(RY) é o espaco das funcoes de RV com
valores reais. No caso m = 1, AY(RY) = (RV)*, 1-linear = linear.
AY(RM) é o espaco das formas diferenciais.

e No caso m = N, os elementos de A (R™) sio multiplos reais
do determinante da matrix U = (uy ---uy) ou UT, sendo o
determinante (definido como) a unica forma N-multilinear
alternada tal que det(eq|---|e,) = 1.

e Sejaa; € A(RY),i=1,--- ,m,ie Jaj,i=1,--,m,
j=1,---,N tal que a; = apda' + - a;ndz, V1 <i < m.

O produto exterior a; A --- A a,, € A™(RY) é definido como:

{ ar A Aaplur, e u] = det ((agluy)), Y = ufey, € RN.J

ij
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LA.ll. Algebra das formas diferenciais

m-Jacobiano

e Mediante a relacio de equivaléncia ~ é evidente que A™(RY) é
o espacgo dual de A, (RY), com a1 A -+ Aapm[ug A+ Aupy] =
a1 A+ Aam[u, -+, up). Sendo a base de A, (RY),

e Ao ANei,, 1 <iy, - iy, < N, a base de A(RY) é

Az A - Adxtm 1 <idqp,--- iy, < N, ja que dzt™ A - A datm
lejy A=+ Aej,] =1sei,=j,e=0ou—1 sendo.

Seja um mapa u : Q C RY — R* suficientemente regular. O
m-covetor Jacobiano é definido como Ju := du! A --- A du™.

e No caso N = m vem

Ju = det(Du)dz' A --- A dz™
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LAl Algebra das formas diferenciais

(Grassmann) algebra dos vetores e co-vetores
e EX 1: a forma dS = dz' A dz? em R3 é chamada elemento de
superficie orientado, pois que dz! A dz? = —dz? A da!
e EX 2: a forma dV = dx' A dz? A dz® em R3 é o elemento de
volume orientado: dz! A dz? A da® = —dz? A dat A da®.

Definimos tambem A*(RY) = AY(RV) @ --- @ AN(RY) com a
extens3do linear da operago entre um m- e um [-co-vetor:

(ar A ANap) AbL A~ Ab) =a1 A-am AbL A~ Ab
(€ A" (RN) se m +1 < N, =0 sen3o).

Se estivermos numa variedade M em vez de RY entdo o espaco
vetorial associado é o plano tangente em cada ponto z € M,
Ty M. As bases associadas ao mesmo sdo portanto {g;}; e {¢’};.
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LAl Algebra das formas diferenciais

Dualidade m-vetor-m-covetor

Sendo {e;}; a base Cartesiana de R, definimos a base dual {ei};
tal que < e;f|ei >= 0;;. Notagdo: e} = dz' = diferencial de z".
Base de A'(RY): {dx®,---  dz’~}. A base de A™(RY) é:
EN = {dz" A Adatm deT 0D A - A dgrOm) L dgoalin) A
<o Adz?dm) com oi(k) (1<i<d= #Lm),) uma permutacido
par dos indices 1 < k< N .
& Assim, a base de Ao(R3) é (e Aea,e1 Aes,ea Ae3) e a de
A?(R3) é (da! A da?, dzt A da3, dx? A d2?), sendo que
dz' A dx?(e; A eg) = det(1 0]0 1) = 1 enquanto
dzt A dx?(ea A eg) = det(0 0[1 0) = 0, etc.
Trabalho de casa 11 -a-

4

Quantos e quais s3o os elementos da base =3 e =37
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a1t Algebra das formas diferenciais

Base de orientacao direta -1- 3d
& Regra 1: partimos de um triedro de orientacdo direta em R3,
ou seja {ey, ez, e3}.
& Construimos o 3-vetor simples orientado por conven¢do (dita da
m3o direita) e; Aea Aes =ea Aeg Aep = ez Aep ey, € 0s
2-vetores simples orientados {e; A ez, €2 A eg,e3 Ae}.
& Regra 2: A ordem dos elementos na base dual {dx, dz/, dx*} é
conforme o sinal das mapas de dualidade:
e caso ser uma 3-forma, dx’ A dz? A dz¥[en, A e, A ep] 6 pode ser
0,—1 ou 1, sendo que e,, A e, A e, tem orientacdo direta.
Portanto a ordem certa (= direta) é dz! A dz? A dx® ou

dz? A dx3 A dxt ou dx3 A dx' A dx?, pois neste caso vale 1.
e caso ser uma 2-forma, temos que ter dz’ A dz?[e,, A e,] igual a

0,—1 ou 1, sendo que e, A e, tem orientacdo directa. Obtemos
portanto a base {dz' A dz?, dx? A dx3,dx® A dx').

e Contra-exemplo: a base {dx! A dx?, dx' A dx®, dz? A dz3} ndo
tem orientac3o direta pois que dz' A dz[es Aer] = —1.
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a1t Algebra das formas diferenciais

Base de orientac3o directa -2- m-formas sob RV

& Caso das N-formas: a base é a tinica N-forma simples tal que
dz™ A+ Adz'™[ej, A--- Aejy] igual a 1,—1 ou 0, sendo que
ej, \--- Aej, tem orientacdo directa, ou seja j1 < --- < jn €
uma permutacdo parde 1 < --- < N. Dito isto,
dzt A - Ada'N = dz®) Ao A dz?N) para qualquer mapa de
permutacdo o que seja par, € tambem uma base.
& Caso das m-formas: constroi-se o simbolo

1 2 -+ m | m+1 -~ N
<i1 o o dm | J1 o Nem
ordenados, ousejal <i1 <--- <4y < N e
1<j1 <+ <in—m < N. Depois determina-se 0 mapa de
permutacdo o tal que
o(it, - vimijis - sin—1) = (1,--- ,m,m+1,--- ,N).

> com os indices ii € j;

& Se o mapa for par, a ordem (i1, - ,i,,) é direta, e a base direta
constroi-se com esses indices na ordem certa.



Invariance in Physics 102 /303
LPARTE A
a1t Algebra das formas diferenciais

Corecao do exercicio 11 - a
& 2-formas em R*: temos 6 elementos que sio dados apés

1 2| 3 4 o par

1 3| 2 4 o impar

. , 1 4] 2 3 o par
analise do simbolo 2311 4|7 o par
2 4 ] 1 3 o impar

34| 1 2 o par.

Sendo assim os 6 elementos da base na ordem certa sdo

dzt A dz?, dat /\da: dz? A da3, dxd A dat, da® A dat dot A da?}
3-formas em R%: temos 4 elementos que s3o dados apos

1 2 3 | 4 o par
. , 1 2 4 | 3| | o impar
analise do simbolo 13 4 | 27| o par
2 3 4 |1 o impar.

Sendo assim os 4 elementos da base na ordem certa s3o
{do* Ndz? Ndx3, dzt Adx® Adat, do? Adat Adx?, ded A da? A dat)
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LA.ll. Algebra das formas diferenciais

Dualidade vetor-covetor: produto exterior (" wedge") -1-
& No caso m = N, os elementos de AV (R™) sdo multiplos reais
do determinante da matrix U = (uj ---uy) ou U”, sendo o
determinante (definido como) a unica forma N-multilinear

alternada tal que det(eq|---|e,) = 1.
& Sejaa; € AYRY),i=1,--- ,m, ie Jaj,i=1,---,m,
j=1,---,N tal que a; = apda' + - a;ndz, V1 < i < m.

O produto exterior a; A --- A ay,, € A™(RY) é definido como:
[ ap A Aamlug, - um] = det ((ailuy)),;  Vug = ubey, € RN.]

Seja um mapa u : Q C RY — RF suficientemente regular. O
m-covetor Jacobiano é definido como Ju := du' A --- A du™.
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LAl Algebra das formas diferenciais

Dualidade vetor-covetor: produto exterior (" wedge") -2-

& No caso N = m vem

Ju = det(Du)dz' A --- A dz™

& Mediante a relacdo de equivaléncia ~ é evidente que A™(R™) é
o espaco dual de A,,,(RY), com aj A -+ Aapm[ug A -+ Aupy] =

ar A= Aam[u, -+, up). Sendo a base de A, (RY),

e N Neg,, 1 <i1, -+ ,iym < N, a base de A™(RY) é

Az A Adxtm 1 <y, i, < N, ja que dzt™ A - A datm
lej, A+ Aej, ] =1sei,=j, e=0ou—1 senio.
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LAl Algebra das formas diferenciais

(Grassmann) algebra dos vetores e co-vetores
e EX 1: a forma dS = dz' A dz? em R3 é chamada elemento de
superficie orientado, pois que dz! A dz? = —dz? A da!
e EX 2: a forma dV = dx' A dz? A dz® em R3 é o elemento de
volume orientado: dz! A dz? A da® = —dz? A dat A da®.

Definimos tambem A*(RY) = AY(RV) @ --- @ AN(RY) com a
extens3do linear da operago entre um m- e um [-co-vetor:

(ar A ANap) AbL A~ Ab) =a1 A-am AbL A~ Ab
(€ A" (RN) se m +1 < N, =0 sen3o).

Se estivermos numa variedade M em vez de RY entdo o espaco
vetorial associado é o plano tangente em cada ponto z € M,
Ty M. As bases associadas ao mesmo sdo portanto {g;}; e {¢’};.
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LAl Algebra das formas diferenciais

Formas diferenciais

Uma m-forma diferencial sobre o aberto W c RY é uma func3o:
¢: W — A™(RYN). Pode ser escrita na base de A™(R") como
b = Giy.i,, dTL A -+ A dz'™, com a definicio das componentes
Biy.iy, (7) = B(T)[€iy A Ae,,]. Temos Vo € A, (RY),

z — H(2)[V] := iy, (X)d™ A AdT™ 01 A A vy

e A forma ¢ é CK(W) se Vv € A, (RY), z — ¢(x)[v] é CF(W).

e {x;}; sdo as coordenadas (Cartesianas ou curvilineas).

e m é chamado grau da forma ¢.

e Uma forma diferencial ¢ vai naturalmente ser integrada sobre
uma superficie m-dimensional: 1-forma L como integral de linha,
2-forma S como integral de superficie, 3-forma V' como integral de
volume. Para isso teremos de introduzir métrica e medida.
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LAl Algebra das formas diferenciais

Exemplos de célculo exterior com formas diferenciais com
coeficientes constantes

& EX1. Sejam =2 e a1, as,a3 € AY(RY). Temos
a1 A (az + as) = a1 A az + a1 A as, pois que

B as[uq] a1 [uz)]
a1 A (az + ag)[ur, ug] = det ( (ag + a3)[u1] (a2 + a3)[us] )

det( arfur] - a1fu] ) + det ( arlw]  arfug] )

a9 [ul] a9 [UQ] as [ul] as [’LLQ]

& EX2. Seja N =3, m =2, a; = Adx e as = Bdy + Cdz. Entdo
a1 ANas = ABdx AN dy +ACdx N dz, ou seja

aj A aglu,v] = ABdx A dylu,v] + ACdx A dz[u,v] =

AB(uva — U2U1)+ AC(U11}3 — U,3Q}1) =

Aw Avn ) = Adzx A (Bdy N Cdz) [u,v].

= det ( Bug + Cus Buvy + Cus
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LAl Algebra das formas diferenciais

Sentido geométrico de uma 1-forma a 2d
& EX3. Seja N =3, m =2, a1 = Adr e ay = Bdy + Cdz.

Temos a1 A as = —ag A a1, pois que ABdzx A dy
+ACdxNdz = —BAdy Ndx— CAdzNdx = —(Bdy+Cdz) N Adzx.

Seja w uma forma diferencial de ordem impar, logo
WAWw=—wAw,ie,w?=0.

& EX4. Seja um fluxo w = 3dx + 2dy
(i.e. com densidade 3 longo e; e 2 longo
e2), e sejam v = e; + 2e3 e w = e + €.

fluxo ao longo de
v, wl] = 31 +
2.2 = 7=numero de lin-
eas cruzadas por v, e
longo w: wlw] = 3.1+
2.1 = 5=numero de lin-
as cruzadas por w.

€
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a1t Algebra das formas diferenciais

Sentido geométrico de uma 2-forma a 2d
& EX5. dx Adyler Aes] = det(10/0 1) = 1. Sendo que A?(IR?) é
unidimensional, tem dx A dy como Unico elemento da base, logo
w = kdz A dy € R. Em particular
dx A dy[v A w] = det(vy wy|ve we) = area (com sinal) do
paralelograma (orientado) gerado por u e v.
& EX6. Seja v = 3eq + 2¢e2 e w = e1 + 3es.

T = A
A L]
VAR =y ///
g [ ] Vs
///// [ETTTTTTT
Temos dz A dy[v A w] = |3 1|2 3| = T=# celas cobertas por v A w.
Seja w = 2dz A 3dy = dx Ady. Temos wlv Aw] =7 = w[2v A duw].

~X
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a1t Algebra das formas diferenciais

Sentido geométrico de uma 1-forma a 2d com coeficientes

variaveis

& EX7. Seja w = xzdzx. A representa¢do geometrica de [x]dz com
[x] a aproximagdo inteira de = é dada pela figura:
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a1t Algebra das formas diferenciais

Sentido geometrico de uma 2-forma a 3d com coeficientes

constantes

& EX8. Seja w = 2dy A 3dz e seja o retangulo com normal

v =-e3 N\ (—e1 Ne3) gerado por ez e —ej + e3. Quantos tubos
rectangulares na figura a direita s3o curtados por v? Resposta:
temos que calcular w[v] = |2 0[]0 0] + |2 0|0 3| = 6.

)

v=eyn (-e;tes) 2dyA\3dz
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a1t Algebra das formas diferenciais

Elementos e integrandos de linha, superficie e volume

& Vimos que os elementos de linha, superficie e volume s3o

dL =dz,dy,dz, dS = dx Ndy,dx Ndz,dy Ndz e

dV =dx N dy A dz. Portanto os integrandos de linha, superficie e
volume s3o entdo y|dL = a(z,y, z)dz + b(x,y, 2)dy + c(x,y, z)dz,
I|dS = A(x,y, z)dx Ndy + B(z,y, z)dz A dz + C(z,y, 2)dy A dz
e f(x,y,z)dx Ady A dz. Serdo integrados numa curva, superficie
ou volume de R? logo que teremos uma nocao de integral.

Trabalho de casa 9

Seja L =adx e S = Cdy A dz. Verificar que LAS =S A L.
Seja L=7-dL,S=T-dS eV = f(z)dV. Verificar que (i)
LANS=SAL, (ii)) SANdz Ndy =0, (iii) V AL =0.
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a1t Algebra das formas diferenciais

Mudanc¢a de coordenadas no plano

& Vimos que, dadas as coordenadas (z,y), o integrando de area é
S = A(x,y)dz A dy, sendo dx A dy o elemento de area. O que é
que acontege se mudamos as coordenadas, i.e., x = z(u,v),

Yy = y(ua U) ?

Calculemos: dx A dy = (z ydu + z ,dv) A (yudu + y,dv) =

Ty pdu N dv+ Yy, do A du= (2 4y — T oY u)du A dv =

Yu Yo)duNdv = ggzg% du N dv com

det(z

J (xy|uv) := ggzg; o jacobiano (com sinal) da mudanca de
coordenadas.

e Nota 1: o produto A dd automaticamente a transformacdo
certa na mudanca de coordenadas, bem como o sinal certo, sendo
os elementos orientados.

e Nota 2: no caso de um volume, teremos x = z(u, v, w),
y=y(u,v,w) e z=z(uv,w) e

dx Ndy N\ dz = J (zyz|luvw)du A dv A dw.
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LAt Diferenciacdo exterior

Diferencial exterior duma m-forma diferencial -1-
& Seja f: W Cc RN — R uma fungio C*(W), k > 1.

1. O diferencial exterior de f é df := %dwj, 1 <j <N, ou seja
por Riesz, df (z)[v] = Vf(x) - v (em Cartesiano).

2. O diferencial exterior da m-forma ¢ = fda™* A --- A dz'™ ‘e a
m + 1-forma d¢ := df Adx™ A--- Adx'm.

3. O diferencial de uma C¥(W) m-forma e definida por extensdo
linear da definicdo anterior.

o Nota: diferencial exterior ou diferencial de de Rham definida

mediante o produto exterior A.

& "d sobre A® = grad": seja f € A°(RY); ja& vimos que
grad f = ®~1(df).
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L A.12. Diferenciacio exterior

Diferencial exterior duma m-forma diferencial -2-
& "d sobre A2 = div": Seja U = ue; + ves + wes, logo div U =
w1 +vaot ws. Seja w = udz? A dz® + vdad A de'+ wdz! A dx?.
Logo dw = u,ldxl Adx? A dz? —|—v,gda:2 Adx3 A det+
wzdx3 A dr! A dr? = div Udx! A dx? A dx3.
e "d sobre Al = curl”: Seja U = uey + vea + wes, logo curl U =
(wa—wv3)er +(ug—wy)ea+ (v —uz2)es. Seja ¢ = udz'+ vdx?
+wdz?, logo d¢ =u dz? A dz'+ vidz! A de?+ ugde’ A da'+
wjldxl A dz3+ v73dx3 A dz?+ w72d$2 Adz? = (wa —v3) dz’A
dz3+ (uz —wq)dz® Adat+ (v —ug)dz! A dz? = ®(cur U).
e EX 1: ¢ = fi(x)dz’; logo d¢ = 0; f;dz? A dx'. Ha de ser
re-escrito na bas =1V,
e EX 2: w = g;j(z)daz’ A da?; logo dw = Oyg;;da® A dxt A da.
H4 de ser re-escrito na base =2'.
e EX 3: Seja A := a;dz* € AL(RY). Logo B = dA = 0ja;dx’
Adxt e B = (0;,ai, — Oiyai, )dx™ A dz'? com dz™t Adx®? € =V,
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|—A.12. Diferenciacio exterior

Diferencial exterior duma m-forma diferencial -3-

Trabalho de casa 10: Demonstar o Lemma 1.

Hint: toma ¢ = fda'' A--- Adx'™ e 0 = gda? A --- A da?t.
Resposta: (1) segue do (3) da definicdo mesmo que m # [; (2)
segue por linearidade do HINT notando que g pode atraversar os
produtos sem mudancga de sinal equanto o df paga m vezes —1.

Trabalho de casa 11 -b-

Seja a 2-forma B = B;;dx" A da’. Verificar que dB =0 implica

O Bji;) = 0 (identidade de Bianchi), onde By;; := $(Bij — Bj)).



Invariance in Physics 117 /303

L PARTE A

LA.12. Diferenciacio exterior

Produto interno em A™(M)

Seja w = w;dxt,n = n;dz? € AL(R3). Definimos (w,n) = w;n;.
Seja uma variedade diferenciavél M e TM = U, T, M o conjunto
dos planos tangentes em x € M. Definimos

w1 = (W, ) = wil@)n;(x)g" (x)
em T, M, com g;j(x) a métrica de M em z € M.

Definimos (w,n)s = Wi, i, iy, (x) em RY e, caso de uma base
orthogonal, (w,n)s = Wy jm (T)Niy iy () g1 () - - - gPmIm () em
T, M para x € M. Caso de uma base geral, (w,n), =

Wipeeojo (T Ny iy, () det(dat® - dzdt) g (x). Definigdo alternativa:
(Wi A Awm,m A Anim) = det (W M) 1< i<im-
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|—A.12. Diferenciacio exterior

O lema de Poincaré

DEM: Caso 1: m =0, logo ¢ = f,d¢ = fdx’,dd¢p =

f’ijdl‘j A dzt + f’jidl‘i Adxd = (fﬂ'j — fJi)dIL‘j Adzt =0 pela
regularidade de f.

Caso 2: m > 1, logo ¢ = fdx™ A --- ANdx'™, e dp = f,jdycj A dx™
A~ Adzim, dde = (f jk — frj)da® Adad Adxit A--- A daim. Se
Jok € {i1, -+ ,im} orm > N —1, = 0 pelas regras de célculo
exterior, sendo, = 0 pela regularidade de f. QED |
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|—A.12. Diferenciacio exterior

A reciproca do lema de Poincaré

Seja ¢ € CF(W, A™(R™M)). A m-forma ¢ é dita
1. fechada se d¢ = 0.
2. exacta se i € CFHLH W, A™"H(RN)): ¢ = dyp.
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LA.12. Diferenciacio exterior

Seja U = uey + vey + weg e A = aey + bes + ceg, com
u,v,w,a,b,c€CH{W).
1. Seja ¢ = udzx + vdy + wdz = ®(U). Se dp = 0 entdo existe
uma funcdo escalar f tal que ¢ = df, i.e., dp = 0 significa

O (dgp) =curlU =0 = & (df) = gradf = & 1(¢) = U.

2. Seja w = udy A dz + vdz A dxz + wdx A dy. Se dw = 0 entao
existe uma 1- forma a = adz + bdy + cdz t.q. w = da =
(cy—bz)dyndz+(a,—cy)dzNdx+ (by—ay)dr Ady, ie.:

dw=0 << divU =0 = U = curlA.

& DEM: Demonstremos primeiro o resultado local, i.e., numa bola
centrada em x € W que se inscreve num parallelipedo
[a1;b1] % -+ x [an;bn]. Seja u’,up € [a; by
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|—A.12. Diferenciacio exterior

Demonstracao da reciproca -1-

e Seja u s ¢ = ¢iy.q,, (Wdu™ A -+ A duim

(somaem 1 <iy < oS dm < N)

e Portanto d¢ = Z | %(w)dul Adu™ A - Adu'™
I=1(1i1,im)

(soma implicita em 1 < i; < -+ < i, < N) ou seja (I significa

m 0
auséncia do indice 1) d¢ = Z (—1)]Wd TA-
l 13,] 1
dul A - A dutm + Z ZO” Z’”d A Adu'™ (soma

1<ip<is
implicitaem 1 <i1 < -+ <1y, < N)
(1o termo caso iy < =1; < ip, 20 caso 1 <[ =iy < iy).
Isto é, com a mudanc¢a de nome dos indices

(ila"'la"' 77'777,) — (jOa"' 7.]771) — (i()"" 7im): vem
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|—A.12. Diferenciacio exterior

Demonstracao da reciproca -2-

dp =
—1)] T oA -/\dulm—l—Mdum/\- o ANdutm
oui Oui®
J=1

(somaem 1 <ip< -+ <ip<N)
e O facto de que d¢ = 0 implica (note a mudanca de sinal),

_1 ]_1 7‘07‘1""7']"'Zm B 7/021""7/’m _
]Z;( ) 8ulj 6’[1/10 O (*)

(V1 <ig < <ipm<N).
e Seja a = ., dut Ao A duFmet (soma em kj) cujas
componentes sdo definidas como:

O gy, = 0,
J=1
. R 1 -1 N
O jijgeiy, = E ) ¢lji3~~-ij-~~im(u0’ Uy LU U )d’U,
1=1""%

(1 < j < i3). Portanto, com a notacdo €2, := du’* A --- A du'™,
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|—A.12. Diferenciacio exterior

Demonstracao da reciproca -3-
0Qigig. i m . aail...f....'
temos dov = —25=m 0, - Z(—l)ﬂ_li?
j=2

(soma em i < --- < iy,). Logo, sendo que caso i; > i a derivada
pode ficar no integral do 20 termo, i.e.,
ig—1

l
a u
1 -1 N
dO[ - Z 6u11 ! ¢l127ﬂm(u07 7u0 7U7"' ,U/ )dUQm+
=1 Ug

i1—1 .l om 4 a¢ o
G Pt
=1 7"

N
Oubi yUg H Vs, U )dv§dy, =
0 j=2
- 0 " 1 -1 N
- Z auil /l ¢l121m(u0? ’u()i )Uy"' , U )d’UQm—'—
l=i1 Ug
ol oput m .~
q l’Ll"'Zj"'Zm 1 -1 N
> [ Sy e v et
=1 7% j=1
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|—A.12. Diferenciacio exterior

Demonstracao da reciproca -4-
e Derivando o integral e somando, no 1o termo fica sé
A= iy (udy - ould 7wl uN) Q,,, uma vez que o
integrando nao depende de i1 se [ > 1.
e Por (%) com iy = [ o integral no 20 termo escreve-se como

l
“ O iy 1 -1 Nydo = b (uk -1
. 8Ul (uﬂv"'7u0 y Uy, U ) v_¢11-~~zm(u07"'7u0 ’
Ug
ula"' 7uN)_ ¢111m(u(1)a : au%)’ul—i_lv"' auN)

e Efetuando a soma dos integrais no 20 termo obtemos por
cancelamento telescépico dos termos,

i1—1
1 -1 .1 N

B:Z<¢lem(u077uo 7u7...’u )_

=1

1 N 1 N
¢i1'~~im(u07"' au%)aul—i_lf" y U )) :¢11’Lm(u ytrt s, U )_
1

¢i1"'im(uéa"' au61 >ull7"' >UN)-

Sendo que da = A + BSX),,, obtemos finalmente da = ¢.
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|—A.12. Diferenciacio exterior

Demonstracao da reciproca -5-

& Caso geral: (i) Seja zo € W e o uma solugdo em B(z, 7).
(ii) Seja x € W existe um caminho regular v tal que v(0) = xg e
v(1) = z; seja Xy, := {B(x4,73), 2z € [0,1] }1<i<n C W(n € Ny)
tal que = € B(xy,ry,) e tal que em cada B(z;,7;) existe uma
solugdo local a™7. (iii) Caso C' = B(w;, ;)N B(xj,r;) # 0,
temos da’™" = da/™Y em C ou seja

Op(a®™ — ad™M),, i =0,V1 < k,ig, -+ ,im < N, i.e. unicidade
em C. (iv) A solugdo pretendida em z é o> := ™™, (v)
Verifica-se facilmente que o (x) := a>»7(x) é independente do
numero de divisdes n e da escolha das bolas locais admissiveis, i.e.,
de X,. (vi) Falta verificar que a” é independente do caminho
escolhido. Para isto usa-se a simples conexidade de W,
constroiendo mapas H : [0, 1] x [0,1] — W tais que

H(-,0) =xz9,H(-,1) =2 e H(0,:) =, H(1,-) = 7 e verificando
que 1 =max{s €1[0,1]: " =a” in B*(x)NB%z)}. QED HW
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L A.12. Diferenciacio exterior

Trabalho de casa 12
Fazer a demonstracao do caso geral em detalhes.
Trabalho de casa 13

Quais das seguintes 1-formas sdo exatas e encontrar o potencial
quando for o caso: (i) 3ydx + zdy, (i) ydx + zdy, (iii)

etydx + e*dy, (iv) —ydx + zdy.

Trabalho de casa 14

Seja W =R?\ {(0,0)} e seja w = —wzin dr + s dy.

(i) Verificar que w é fechada. (ii) Aplicar a reciproca de Poincaré
localmente e encontrar o potencial local «.

(iii) A solugdo é também valida globalmente? Porqué? (iv) Propor
o maximo subdominio de W onde a solu¢do permanece valida.

Trabalho de casa 15

Seja W =R3 e w = (—2y + yz)dx A dy — zydy A dz + 2zdx A dz.
(i) Verificar que w é fechada. (ii) Aplicar a reciproca de Poincaré
localmente e encontrar o potencial local a.
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LAt Diferenciacdo exterior

Os matematicos do dia

Figure: Hermann Grassmann
(Liguista, Matemdtico,Fisico alemdo o
(1809-1877)). Provavelmente o Figure: Henri Poincaré

primeiro a conceber o espacco (Matemético francés

vetorial linear partindo de unidades (1854-1912)). Textos famosos:
e; (base) e de combinagades lineares Science et hypothése (1902), Les
das mesmas. Inventou o produto Méthodes Nouvelles de Ia
combinatério (" kombinatorisches Mécanique Céleste . Origem da
Produkt”)) ou seja o produto teoria da relatividade. Introduz a
exterior. nog¢do de onde gravitacional.
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LA.ll. Operador dual de Hodge

O operador dual de Hodge -1-

& Em A™(RR?) temos duas familias de co-vetores de base com o
mesmo numero de elementos, i.e., A'(R?) e A%2(R?) tém 3
(dx,dy,dz e dy A dz,dz A dz,dx A dy) enquanto A%(R3) e A3(R3?)
tém 1 (1 e dz A dy A dz).

Gostariamos ent3o de ter uma bijecdo entre A"(R3) e

A37"(R3),0 < r < 3: a mesma é dada pelo operador dual de
Hodge *:

*xdxr = dy N dz,*xdy = dz N\ dx,*xdz = dx N dy;
*dy A dz = dx,*dz N\ dez = dy; *xdx N\ dy = dz;

*1 =dx ANdy A dz;
*dx Ndy Ndz = 1.
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O operador dual de Hodge -2-
& Introduzimos a forma de volume Qy := +/|glds' A --- A ds™.

eSew e A" (TM)enec AN (TM) entio wAn=kQy,k €R.

N *n:VYw € AM(TM),w A *n = (w,n)n.

Observacdo 1: *7 € tnico (se existir). Ha de demonstar a
existéncia do mesmo.

Seja w,n € A"™(T'M). Entdo

(w,n)2 ::/ w A *1n,
M

mediante uma nogdo de integrac3o.
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O operador dual de Hodge -3-
& Demonstremos a existéncia de xn para m = 1.
e Passo 1: Verificar que, a 3d, /|gleinda? A dz* A dx! = 26,;Qn
comi#k#1€{1,2,3}. ANd, osimbolo ¢j;,..;,, , vale 1 se a
permutacao for par, —1, se for impar, 0 sendo. Logo,
VI0gl€jiyin_ydat Adat A<+ AdatN-1 = §;;(N — 1)IQy com
iAin# iy €{l, N}
e Passo 2: Definir
*1) = ﬁmg” VI9lEjiy iy, dz™ Ao A dziN-t

e Passo 3: Aplicar N aw= wkdmk: w A *n :”wkmgijﬁ\/ lg]
Ejiyin_y AP NdZ A A drNL = wpnng oSN = (w, 1)

& Notacdo: seja {e‘]}ejez% uma base com orientag3o positiva de
A™(TM) em z € M, n=mnse’ :==nj..j, dc?t A Adzim e
w = wrel 1= wp, g, de¥ A-- - AdaFm, sendo que T = {in}1<n<m

e K = {kn}1<n<m s3o uma permutagdo par de 1,--- ,m.
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O operador dual de Hodge -4-

& Definimos também 65 = II})"_d;, x,. Demonstremos agora a

existéncia de xn para m > 1 no caso de uma base ortogonal.

e Passo 1: Verificar que, a Nd,

\/ |g|5jl1...lN_m€K ANdz't Ao Adx!N-m = 5JK(N — m)!QN.

e Passo 2: Definir xn := 7(N_1m)!m1...imgi1j1 oo gimim . []g]

5j1"'jml1~-~l]\/7mdml1 Ao N datNem = N 1m)|7711 Zmeﬁ lZ;,n m

da't A - A da!N-m (utilizando o tensor de Levi-Civita)

e Passo 3: efetuamos o produto exterior com w = wKeK, i.e.,

WA KT = Wy ki Mg i 7 gm0k QN = (w0, ) QN

ch EX1. xds’ = ﬁgki\/|g|5kil...m_lds"1 A AdsiN-1 —
k ! kl V ‘g |€ZI 7/1@ 1klk+1 ’LN 1dSZ1 /\ /\dulN_l -
DE1gk /]g] ds A A dsk A---Ads™N. Em Cartesiano, vale

g% = 6% logo xdz’ = (—l)iﬂalur:1 Ao ANdxi A - AdaN



Invariance in Physics 132/303
LPARTE A
L1l Operador dual de Hodge

O operador dual de Hodge -5- R
hi--hy

Numa base ortogonal temos g* gl = 51 (h%)~ 2_h1"'h e

<

portanto xds® = (—1)”1hl"";;hNds1 Ao Adsi A AdsN
& Consideremos uma variedade com métrica definida positiva.

DEM: (demonstragdo apenas para m = 1).

Sendo que *w € AN"HT' M) com

(%W)iy iy = ﬁwngi”\/WQil...mﬂ temos que calcular
*hW = ﬁwngi"gsiilmm_lsjl...jNilkgiljl coegIN-UIN=1 gk
Sendo uma matriz simétrica e definida positiva, podemos
diagonalisar ¢'* em = € M na forma h;zél”. Sendo que
g=h?... h2 obtemos )

2 2 2 2 571 2 JN—1
(N— 1)'wlh 'hi hNgh cjN 1k N 1h21 5 ’ th 1511\, 1dx
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O operador dual de Hodge -6-

1 a2 P2 p2 T St U N S ot
= mwlhl ce hl ce h/NEZl"'ZNflkE:ll""LN—llhiil hiNildI‘

e

ﬁ wih?-- b2 B ()N (N — D) 6Lh 2 b2 - by

da¥ = (=1)N=1wda’ = (-1)V~lw. QED u

& EX2. Calcular xdzt A~ Adal A+~ AdzN 1. Vamos utilisar o

teorema anterior. -

e Passo 1: g xda’ = (—1)EF15F, /|glda' A-- - Adak A - NdaN =
DL |gldat Ao Adat A A daN

° Passo 2: aplicar x mais uma vez: gi; xxdxt = g (—1)N"dz?

= (=D /g] * dzt A - CANdTL A A deN

. Passo 3 wdzl A A A AdaN = (—1D)N g, da
( ) A\/mglz
Numa base orthogonal temos entdo: xdx' A---Adal A AdxN =
N-1 N-1 hy l
(—1) 1 hNd.’I? —( ].) *md% .
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Operador de Hodge -7-

Trabalho de casa 16
Demonstar que (i) x1 = Qu;, (i) *Qn = 1, (iii) w A *n = n A *w.

Trabalho de casa 17

Parte a. calcular xdx’ num sistema de coordenadas (i) cilindrico,
(ii) esférico.
Parte b. calcular xdr A dz e xdr A\ df em cilindrico.

& Obtivemos anteriormente uma expressao invariante do gradiente
de uma fung3o escalar f: Vf := ®(df), sendo df e ® invariantes.
Falta obter este tipo de expressdes invariantes para o rotor e a
divergéncia. Serdo obtidas mediante as 3 operacdes de c.d.e.:

O, 071 A dex
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a2, Operadores diferenciais invariantes

Expressao invariante de div e curl

& Relativamente ao rotor e a divergéncia de u = u’g; (com

gi = a?;i ndo necessariamente normalizado), vimos 2 formulas:

1. Mediante u = u'g;:
V-ou=Vu' - g +u'V-g
V xu=Vu"x g;+u'V X g;:
sse, é apenas um modo pratico de calculo mas n3o é uma
defini¢do devido a V - g;, V X g; (por calcular em Cartesiano).
2. Mediante Vu = (Vu)“g; ® gy
; 9(/Iglu’)
V- -u=(Vu)kg - g; = —L 8
( ) gz{ gj \/m o B
V XU = (Vu)mjgm' X gj= (Vu)mjeznjgi =
9*\/19lekjm(Vu)™ g;: ndo deixa de ser uma definicdo que
depende das coordenadas e da metrica.
& NB: g,, x g; transforma-se como um tensor portanto usa-se o
tensor de Levi-Civita em vez do simbolo no produto vetorial x.
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LA.12. Operadores diferenciais invariantes

Preliminar em Cartesiano

Seja u’ € CH(W,R). Seja {ex :=e; x ej}i<ij+k<3 uma base de

R3 e {Ek = d.’,UZ A d.’L‘J}lsz'?gj?ngg de (]R3)*, ou seja

E* = dx' A dx? € E3 é um elemento ordenado da base das

2-formas. Seja f € C1(W,R3).

1. Vimos que df = f;dz*. Comparar com Vf = fe;.
2. Seja, a 3d, ¢ := u;dz’. Logo do = (uj; — u;j)dz! A da'.
Comparar com V x u = (u/; — u';)ej x e; = (u); — u';)ey
(soma em i, j, k = permpar(1,2,3)).

3. Seja, a 3d, w := updx’ A dx' = wrdz? A da® + uoda® A dol+
ugdx® A dx?. Portanto dw = ulyldacl Adz? A dx® + U2’2dx2 A
da3 A dxt + uzzdad A dat A do? = g dat A da? A dad.
Comparar com V - u = u;.
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LA.12. Operadores diferenciais invariantes

Expressao invariante do rotor e da divergéncia em
Cartesiano

Seja u = u'e; e ¢ := u;dx’ em Cartesiano. Nos lembramos que

¢ = ®(u). Obtivemos, a 3d, dp = dP(u) = (uj; — u; j)dz’ A da’.
Sendo que a base tem orientacdo directa, aplicando x temos
*xd®(u) = (uj; — u;;)da® (soma em i, j,k = permpar(1,2,3)).
Portanto @1 (xd®(u)) = (uj; — uij)ex = V X u.

Sendo que, a 3d, em Cartesiano, vale

w = urda?® A dzd + ugda® A dot +ugdzt A da? = x¢p = x®(u)
obtemos d x ®(u) = (V - u)da! A dz? A da3.

Logo, xdx ®(u) =V - u.
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LA.12. Operadores diferenciais invariantes

Expressao invariante do rotor e da divergéncia
& Recordemos que numa base e base dual quaisqueis
{gr = 52 h<ken e {ds"hicran, temos B(u) = wlgy;ds* e
o1(¢) = ujg" g

Ja vimos que a Nd em coordenadas qualqueis

[ gradu := Vu = &~ (du), J

& Nota: a natureza tensorial do gradiente de um vetor pode ser

vista como consequéncia da invarianca do diferencial de um vetor.

Com efeito, seja u = ule; = u'g;, com e; = (61 -gl)gZ = (gl)lgi =
! 1 .

83:J sk Bs’
(32‘2 —ul T ) ds kgz = (Vrﬂi) dskgi. Temos du[T] = gradu - T

65’“85Z
T~ J dx? 9s® k .
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a2, Operadores diferenciais invariantes

Sendo que ®, 71, A, d e x s3o operacdes invariantes, o rotor e a
divergéncia do vetor u a Nd em coordenadas qualqueis sao
definidos como

curly := V' xu =@t (xd®(u)),
divu := VEu = xd * ®(u).

& O mesmo vale para a divergéncia. Seja a 1-forma

w = 1;ds" = ®(u), logo

xw = (—1)k=1ghi |g]uld8 A - /\Zs\k/\ coodsN =

(—1)k—1 |g|ukds Ao ANdsF A dsN, logo

d*w—( 1)k 1ds ( lg|t )dsk/\dsl/\-'-/\@/\'--dsN =

85 ( lg|t ) WQN. J& que xQn =1, sai a férmula esperada

div u = xd « ®(u) = 1/ m%( |g|ﬁk).
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a2, Operadores diferenciais invariantes

Expressao invariante do rotor numa base ortogonal
& Seja a 3d o sistema de coordenadas curvilineas {z;};, o vetor
U= uZai expressado na base ortogonal egi:=h; la% o vetor de
base normalizado; logo, u = u'g;, com u’ := h;4i* as componentes
de u na base ortonormal. Seja G* := da® A da? o k-esimo co-vetor

de base (4, j, k = permpar(1,2,3)).
& Temos curl u:=V x u = &1 (xd®(u)). Logo,

24 da 8(h2 ) i
O(u) = hlu da?; dP(u) = epij—=— 5o dr’ A drd =
2@3 2&2
(8(’55;2 - 8“;;3 )) dz? Adx® + - --; Pelo EX2 p. 129,
(h2a/
*d®(u) = %Ekij (8}- ) dz*, pelo que V x u = &L (xdg) =
(kD (0)) = gy i) 0

= h2 hihy SR T 92T dw

o (hw) o _ 1 ohyu)
= Rahyhg ki T 92T Oxy . hghyhg ki gt kYK
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LA.12. Operadores diferenciais invariantes

Expressao invariante da divergéncia numa base ortogonal
& Pode-se demonstrar que ®(g™*/|glekjm(Vu)™ g;) = xd®(u).
& Calculemos V - u = xd x ®(u) com u = @/ 8BJ
Temos x®(u) = (—1)**1gik/|g|(g;;i')dz" A ANdak A daN =

(=) /|glatdzt A - Adat A - daY.
Logo,

d*<1>( )= (- )zfla( lgla) acj/\d:cl/\---/\d/a;i/\t-‘de:
Z+18 \/ ’L 1574]\/_ ﬁal( |g|ﬂZ)QN, e

portanto V - u = xd « ®(u) = ——= VAU

\/m ox?

& Na base normalizada temos u = u'g;, logo

~

1 8(h1hzh]\[ul)

V-u=*d*<I>(u)=h1th e
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Co-diferencial
Trabalho de casa 18

Exprimir o rotor e a divergéncia em cilindrico e esférico mediante
estas ultimas formulas.

Seja w € A™. Entdo § : A™ — A™ ! tal que

dw = ()N g s w.

Nota: caso N par: § = — * dx, caso N impar: § = (—1)™ % dx

Trabalho de casa 19

Seja f € AY. (i) Mostrar que 6f = 0.
(ii) Mostrar que —Af = (dd + dd) f.
HINT. Trabalhar em Cartesiano.
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Laplaciano sob m-formas

Seja w € A™. Entdo A : A™ — A™ tal que
Aw = —(dé + éd)w.

Trabalho de casa 20

Obter a expressdo do Laplaciano em cilindrico usando a formula

Af = —(d5 + 5d)f.

Trabalho de casa 21

Mostrar que o Laplaciano em Cartesiano e a 3d de w = w;dx’ é
Aw = Aw;dx".
HINT. calcular ddw e dow separatamente (célculo brutal) e somar.
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O operador " pull-back” de uma forma diferencial -1-

& Seja w : RM — A™(RM) uma forma diferencial de grau m
definida em RM.

Seja um operador linear L : RY — RM . O m-covetor Liw(z) em
RY (i.e., o pull back ("puxa atras") de w por L) é definido como
(LPw(z))[or A Ao i= w(@)[Loy A - A Loy, Yo; € RV,

& Seja F: M — RM uma fungdo C* k> 1, e
1 <m < min(M, N := dimM).

O pull-back por F' é definido como o mapa linear:
FEA™RM) 5 A™(TM) s w e Ffw t.q. Yu, -y, € TyM,

Fro)ur A - A ) = W(F(p))[DuyF A -+ A Dy, F,
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O operador " pull-back” de uma forma diferencial -2-
onde D,F = VF -v=dF[v],p € M. Em particular,

Fw(p) = (DF(p))w(F(p))-
e Sem =0, vem Ffw = wyF := wo F (composi¢do de w com F).

e y = F(x) é a coordenada de origem (associada a w), x a
coordenada de chegada (pelo mapa pull-back por F).

Com m =1 temos YV € T, M, (Fﬁgup, V) = (wsF(p), Dv F(p)).
ou seja (Fhw,, V) = wi(F(p))ng—f;. Escrevemos portanto
oy
f —(fpt — e A
(F wp)j (F w)j (p) WF(p)i Ozl

onde y* = F(p). Logo, é uma transformacio tensorial covariante.



e
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DEM. e Passo 0 (preliminar): seja 7 uma [, e w uma h-forma C*.
Entao,

Fi(nAduw)(2)[e] = n(F () Adw(F(2))[D,F] = FigA Frdu()[o]
e Passo 1: suponhamos que w,n verifiquem (%). Ent3o

dF*(aw + bn) = F*(adw + bdn) = F4(d(aw + bn)),Ya,b € R.

e Passo 2: caso m = 0. Temos Vv € RY, por definicio de F¥ e
pela chain rule, dFf¢(z)[v] = d(¢ o F)(z)[v]

= d¢(F(2))[DuF] = d¢(F(2))[dF[V]] = Ftdg(x)[v].

Trabalho de casa 22
Verificar que (i) mdx! A -+ A dz™ é o diferencial de

wi= (=) adat A Adyt A Ada™; (i)
Ju = ufdz! A --- Adx™. (i) Provar que Ju é um diferencial
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e Passo 3: suponhamos que w verifica (x), i.e. Fidw = dF*w. Pelo
passo 0 temos dF*(¢ A dw)(z)[v] = d (F*¢(z) A Fidw(x)) [v].
Logo, pelo o Lemma 1 p. 116, o passo 2, (x), e o passo 0 outra
vez, vem = Fldp(z) A Fidw(z))[v] = F* (do A dw) (x)[v].

e Passo 4: caso de uma 1-forma exata: w = d¢. Temos pelo 2,
dFtw = dFtd¢ = ddF*¢ = 0 = F*(dw), sendo que dw = 0.

e Passo 5: caso de uma 1-forma w = 1);d¢’: segue dos passos 0 — 4
com w = hdp = Adp, Y € CHRN) N A°(RY), uma vez que
dFt(yp Ndg) = d (Fﬂl/} A Fﬁdd)) = Ftdip A Ftdp = Fld(y A dop).
e Passo 6: caso de uma m forma: segue, supondo a tese
verdadeira para m = 1 (passo 5) e iterando, considerando os
passos 0 — 5. QED [ |
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As 3 nogdes de integral

1. O integral indefinido, ou primitiva: F(z f f(&

2. O integral definido, sem sinal: fa,b f(z dx compatlvel com a
nocao de integral de Lebesgue. Tipicamente: area por baixo
de uma curva, massa de um corpo com densidade variavél,
sendo que ambos tem sinal positivo

3. O integral definido, com sinal: f: f(z)dz: compativel com a
nocdo de integral de Riemann. Tipicamente: trabalho
efetuado pela forca F' ao longo do caminho de a a b, sendo
que o trabalho tem sinal, e.g., serd negativo se forde b a a

L [7 f(@)dz = F(b) — F(a) = —(F(a) —F(b) = - [, f(z)de
2. f;f(x)d:c = f[a’b] z)dz e [ f(x)ds = — f[a,b] f(z)dz
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Integral unidimensional orientado
& fba f(z)dx = f[a,b] f(x)de =limg, 00 i f(23)Az;, com
xo = a,x, = b, sendo que |Az;| = 0e >, Az < ¢ < oo.
Portanto Ax; = x;41 — x; pode ser positivo (se z;+1 > x;) ou
negativo (se z;+1 < x;). A quantidade f(x;)Ax; é o trabalho em
x;: pode ser um incremento positivo ou negativo (¢ uma energia).
e Introduzimos o mapa linear que a cada incremento Az faz
coresponder o trabalho ao longo Ax:
wr: R = R: Az — w,(Azx) := f(z)Ax.
& Logo definimos o trabalho total como o integral da mesma:
f; Wy = f;f(a:)dx
& No caso de uma curva v em RY com ponto inicial a e final b,
temos um mapa do plano tangente em z em R: w, : T,y C RN —
R: Az = (Azxy, -+ ,Azy) — wy(Ax) := f(x) - Ax.
e Logo definimos o trabalho de a a b ao longo de v = v([a, b])
como o integral da forma: [ w, = fabf(v(x)) A(t)dt.
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Integracao de uma m-forma

Seja uma n-variedade M, e uma m-sub-variedade
S=FU=F(U), comU abertoe F: U CR™ = M, m <n,
um mergulho. Caso M = W for um aberto de R, S é uma
hiper-superficie de dimensdo m.

e Se S n3o for na sua totalidade o grafico de I’ ent3o serd uma
unido de graficos F,(U,), e pode se proceder da mesma forma
mediante uma classica particio da unidade.

& Regra geral: uma m-forma vai ser integrada numa
variedade de dimencao m.

Seja w uma m-forma definida na n-variedade M. Seja S uma
m-subvariedade de M. Seja {s'}1<i<; um sistema de coordenadas
em U C R™, {%}lgiim uma base local de S definida em U, e
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Aplicacoes - integral de volume -1-
8‘21 JARERWAN a?m o m-~vetor "volume orientado” de U. O integral de
w em S é definido (quando o RHS estiver f|n|to) como:

/w_/ w—/Fﬁw—/FH =1 '-/\i]dsl---dsm
FU Os os™

Z/Uw(F( ))[gf/\ /\%]dsl---dsm

(por definicio de Ffw).
e No caso de U = R, o m-cubo com centro 0 temos:

/w-/ w—/ )]OLE A -- AamF]dxl---dxm.
FyR

& Exemplo elementar: seja m =n = N, e seja
w(z) = f(x)dz* A--- A dxN definida num aberto U C RY.
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Aplicacoes - integral de volume -2-
Consideremos primeiro o caso onde a variedade U ¢é escrita como
U 2 14,0, logo 8i1d(z) = 8z = e;.

D'outro lado dx' A--- AdxN[ey A--- Aen] =det] = 1, logo

/Uw@/Idww:/Uldﬁw:/Uw(x)[elA--.AeN]dx:/Uf(x)dx.

e Nota (abuso de notagdo): O U nos 3 primeiros integrais é uma
superficie orientada, enquanto nos 2 ultimos é um conjunto de
pontos.

& Seja ora a variedade M @ F(R). O integral da fungdo f em
M ¢é definido como (no caso M = U obtemos desta forma a

formula de mudanca de variavél):

IR B R e
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Aplicagdes - integral de volume -3-
com o Jacobiano orientado:
O(F, -, FY)
F =
TE@R) = G
e Uma vez que o Jacobiano escreve se, num sistema de

coordenadas qualquer, J(F(s)|s) = +/|g| temos a
definicdo/notagdo seguinte

Seja f uma func3o suficientemente regular e M uma variedade de
dimensdo m. O integral de f em M é definido como

/Mf - /M F = /Mfmdms.

e Nota: O dltimo integral é um abuso de notagdo, pois o sistema
de coordenadas {s!,---,s™} pode n3o existir globalmente. Aqui
d"s :=ds' - ds™.

=dz' A AdzN[O1F A NONF].
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Aplicacoes - integral de superficie -1-
& Outro exemplo: integracdo de um fluxo vetorial. Seja
m=2en=3,e¢=adle; + d?es + ¢3e3 = ¢'e; um vetor por
integrar na superficie S = F(U) C R3 com (u,v) € U C R? as
coordenadas. Escrevemos F'(u,v) = (x1,$2,:p3)_ (u,v), e
observemos que dx® A dz’ [0, F A O, F] = ]
(GuF X 8UF) . (61' X ej).

O(u,v)
e EX: dz' A dz?[0,F N OyF) = (0,F x 0,F) - (e1 X €3) =
(8uF X 8UF) ez = (8UF X &,F)g.

& Definimos o "elemento de area infinitesimal orientado”

dS = 5, F x 0, = 8, Fdu x 9,Fdv = d,F x 8, Fdudy.

A orientacdo da superficie é dada pela normal V= % pelo

que cﬁ — 7dS com o "elemento de area”

o5 =[S+ () + (%22 .




Invariance in Physics

155/303
L PARTE A

LA.13. Teorema de Stokes e aplicagdes

Aplicages - integral de superficie -2-
& Lembremos o simbolo €;;;, = 1 se ijk sdo uma permutagdo par
de 123, = —1 se for impar, e = 0 se existem indices repetidos.
Temos a identidade €;5¢j1 = 20;. Vale tambem e; X ej, = €;p€1.

A partir do vetor ¢ = ¢'e; definimos a 2-forma
w = ¢rda? A da® + $?dad A do' 4 pPdat A dx? =
1/2€;j¢d? A dx* (com soma em i, 7, k, verifica-se facilmente).

e Lembremos a formula dz/ A dz*[a Ab] = (a x b) - (ej X eg).
Portanto temos o integral de superficie

/Sw:/FWW:/UF%:/UW(F(u,v))[auFAavF]dudv:

= / 1/2¢;jr.0'dz? A dz*[0,F x 0, F|dudv =
U



Invariance in Physics 156 / 303
L PARTE A
LA.13. Teorema de Stokes e aplicagdes

= / 1/2€;;50" (0, F x 0,F) - (ej x ex)dudv =
U
/ 1/26¢jk¢i(8uF X Oy F) - €jrerdudy =
U
= / 1/26" (0, F x 0,F);26;dudv = / ¢ (0uF x 0, F);dudv
U U

= [g0- c@ = fluxo de ¢ através S (este integral tem sinal!).

e EX: ¢=forga (vento, gravidade, electromagnética, etc.)

Seja f uma func3o continua e tome ¢’ = fu' no anterior. Logo o

integral de f em S é: [,¢- s = Js fdS com o dS anterior.
o EX: calcular o baricentro de uma concha esférica.
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Teorema de Stokes -1- Caso de um N-retangulo
& Seja R, o N-retangulo de RY e OR a fronteira orientada de R.

DEM. A demonstracdo segue d/gteorema fundamental do célculo:
considere w =), wide A odat - NdaN e integre

dw = Ojw;(—1)"1Qx em R e w em IR, com

Qn :=dax* A+ Ada

Uma vez que R = [a1;ab;] X -+ X [an; by], basta integrar num
produto Cartesiano de segmentos [a;; b;] € vem

f[a“b]dw = +(w;i(+,bi, ) —wi(-,a4,7)) = fa[ai;bi]w. A tese segue
pelo teorema de Fubini. QED. |
& Lembrete: teorema fundamental do calculo:

[P /(@) = f(b) - f(a).
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Teorema de Stokes -2- Caso geral

DEM. Pela comutacdo de d com Ffe pelo teorema anterior, vem
Jgdw = fFﬁRdw = fRFﬁdw = fRdFﬁOJ = faRFﬁw = fFﬂaRw =
faFuRW = Josw- QED. u

& Utilizdmos tambem a seguinte identidade/definigdo:

OFyR = F;OR (valido pela regularidade de F: a imagem do bordo
€ o bordo da imagem), bem como o TFC: teorema fundamental do
célculo (mediante o teorema anterior).
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Teorema de Stokes em R: caso de uma sub-variedade

Sejam S e M variedades de dimensdo m e n, com m < n Seja

¢ : S — M um mergulho, ¢(S) = ¢3S C M uma m-sub-variedade
de M (por exemplo, uma superﬁ'cie de R™) e w uma m-forma
sobre M. O integral de w em ¢(S) é definido como

[y

onde ¢ representa o operador pull-back por ¢. Em particular

/ dw = / dofw.
3(9) s

e Esta definicdo extende a da pagina 145 no sentido em que o
difeormophismo ¢ é aqui um mapa entre duas variedades
(enquanto F' era apenas o mapa carta local).
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Teorema de Stokes: caso geral -1-

& Por extensio do caso anterior, obtemos sem dificuldade o
resultado geral seguinte.

& Nota 1: Numa m-variedade com bordo existem cartas locais
abertos de {z € R™ : ! <0} e tal que o bordo satisfaz 2! = 0.
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Teorema de Stokes: caso geral -2-
e Neste caso, no bordo, temos dxl(X) =0, VX € T,0M,
p € OM (X é um vetor tangente ao bordo). Logo, dz! é normal 2
OM. Definimos assim o vetor normal unitario a 9M como

d 1y, ;
n; = S i — expressado em coordenadas {s'};.
gFt(dat)y (dzt),

& Nota 2: na férmula (H), o membro a direita significa

/ w:/ w:/ Aﬁw,
oM 1M oM

onde ¢ : OM — M é o mapa inclusdo. Mais explicitamente, seja a
m — 1-forma w = WF(—1)EFdxt Ao Adak A -+ A da™, entdo

/ Fow = / WP (=1)EL/|h|Nypda? - - - da™,
oM oM

(vé definicdo p. 146) com a métrica em dM induzida pelo pull
back por ¢, h :=ifg, e com o vetor normal unitdrio N* tal que
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Teorema da dlvergenC|a caso geral numa variedade
VIRING == dal A Adak - A da [ A /\(,;li- Al e
com ¢ € ¢,, onde ¢, tal que ¢a( o) C 8./\/1 é um atlas de 8/\4
(ndo necessariamente tal que x} = 0).

& Tomemos w = x®(u), com u = ui% = ﬁka%k, por Stokes vem,
uma vez que ®(u) = w;dx’ = Uyds* (vé p. 127 e 135),

/d*@(u):/ %(\/\g\ﬁk)dsl/\---/\dsm:/ vrikQ
M M Os M

:/ Lﬁ*q>(u):/ ws(— 1) (—1)E= 16k TN da? - - - da™,
oM oM

logo obtemos o teorema da divergéncia em forma mais geral,
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Aplicacdes do Teorema de Stokes em R? -1-

DEM. Seja w = Pdx 4 Qdy. Por Stokes, [, ,w = [, dw =
J4(0yPdy A dx 4+ 0,Qdx A dy) = [,(—=0,P + 0,Q)dx A dy =
Jraga(=0yP +8:Q)dx N dy = [, 1d* (=0, P + 0,Q)dx A dy =
J4(=0yP 4+ 9,Q)dx N dyler A ez]dxdy = [,(9.Q — 9y P)dxdy.
QED. |
e Em todo rigor o sentido de A nas linhas 1, 2 e 3 é diferente do
sentido de A na linha 4, pois que no primeiro caso A é uma
variedade orientada, enquanto no segundo A é um conjunto de
pontos em R?. Na linha 3 aplicamos a mera definicio de integral
de uma forma.
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Aplicacdes do Teorema de Stokes em R3 -2-

DEM. Seja w = Pdx + Qdy + Rdz. Temos S = F,U,U C R2. Por
Stokes, [jow = [qdw = fFuU(E)yR —0.Q)dy N dz
+(0,P — 0, R)dz N\ dx +(0,Q — 0, P)dz N dy =
Sy (curlv); (O, Fdu x 0, Fdv); =: [¢curly - ds. QED.
o Lembrete: [, (9, R — 0:Q)dy A dz == [;; F¥(9,R — 0:Q)
dy N dz[a% A %] = [;(0yR — 0.Q)(x,y, 2)dy N dz[0yF N O, F]
2 3
dudv = [,,(9,R — 0.Q)(2,y, ) 25 dudy.
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Aplicacdes do Teorema de Stokes em R? -3-
= fU(Curlv)l(auF X OpF)1dudv.

DEM. Iremos demonstramos mais do que a tese, i.e., conseguimos
provar a tese componente por componente. Seja w; = Pdy A dz.
Por Stokes, [, w1 = [i, dwi = i, 0, Pdx ANdy Ndz =

fV O Pdx Ndy Ndz[ey Neg Aes] = fV 0, PdV . QED. [ |
& E evidente que a tese segue uma vez efetuado o calctlo das 3
componentes, i.e. wy = Qda3 A dx! e w3 = Rdx! A dx?.
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Aplicacdes do Teorema de Stokes em R? -4-

Trabalho de casa 23

1. Seja M um volume limitado de C R3. Mostrar que
Vol(M f&M xdy N dz.

2. Seja duas curvas C1,Cy C S C R3 com extremidades A e B e
seja w € C'(S; A1(T'S)) fechada. Mostar que [, w= [, w

Trabalho de casa 24

Seja w € A™ (M) e (M) com suporte compato em M.
Mostrar que

(dw7 77)2 = (w7 577)2'

Mostrar que os mesmo vale se M é fechada e w,n quaisqueis.

HINT. Partir da definicdo e efetuar integracdo por parte e aplicar
Stokes.
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Derivada temporal de um integral de superficie -1-

DEM. e Passo 1: sendo (a;); := (V, 0, F, 0, F) linearmente
independentes; a base dual associada (i.e., rapresentante de Riesz

jo._ OuF' X0y F O FXV VX F
da mesma) € o : (V(aquav F)) O,F- (VX0 F)’ 9, F (avav))J =

W(@Fx@F@FxVVxBF) (V,@uF,&,F),

sendo que (a;]a’) = (a;|a;) = 045.
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Derivada temporal de um integral de superficie -2-

e Passo 2: uma vez que V = a'(a;0;) (vé pagina 48), vem

V-®=a;0;®-a,ie V-&=(V-V)o Hx0E 4 (9,F.
D, FXV Vxo,F _ _

V) g manm T (OF - V) iy =

D F X0y F D FXV VX0, F
V-V vt mcsm + 0 vigmam + 0 voi o

com a definicdo 0y := Oy F -V

e Passo 3: notemos %F = ' = V. Pela regularidade de S,

O 4(9,F x 0,F) =@ (0,F x 0,F — 9,F x 9,F) =

- (au(F x Oy F) — y(F x 8uF)) — B (F % (0,0 — 8,0,)F) =
D (0y(V X OyF) — 0py(V X Oy F)) = 0y (P - (V X O, F)) —

Op (P - (VX O, F)) — 0,P(V x O,F) + 0,(V x 9, F).

Pelo passo 2 re-escreve-se como

D L(9uF x 0,F) =0y (2 (V X 0,F)) — 0y (- (V x 0, F)) +
(V-®)V - (OuF X 0, F) — (V- V®) -0, F x 0, F.
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Derivada temporal de um integral de superficie -3-

e Passo 4: calculemos

d #
— ‘g—_— - O F; W Fdudy =
7 S()qﬁd dt/thﬁa + X Oy Fdudv

jtF% OuFy x 0y Fydudv +/ Fi¢. (a Fy x 0y Fy)dudv.

Pelo passo 3 com ¢ = Fﬁgb

% - dS = /( Fig— V-V)Ft%)-authathdudw

/ (3u( (VX OyF)) — 0y (D (V X 0,F)) 4+ (V-B)V - (9,F; x O, F
U

dudv. Sendo que %F% = O, F ¢+ (V - V)F¥p, obtemos

L T / (0 F e+ VNV - Fi) - 0,F; x 8, Fydudv
dt Js) U

+ [y (00 (- (V X 0,F)) —0y (- (V x 0, F))) dudv.
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Derivada temporal de um integral de superficie -4-
e Passo 5: jd temos
S5 @0+ VV-0)-d8 = [0 Fi o+ V'V -Ffg)-0uF, x 0, Frdudo.
Para obtermos o segundo, utilizamos o teorema de Green em U
com Q:=® - (V x 0,F,) = 0,F- (B xV),P =& (V x 0,F,) =
OuFy - (2 x V) [ (0 (@ (V X 0pFy)) — 0y (P - (V X OuFY))) -
(OuFy >< Do Fy)dudv = [,;(0,Q — 0, P)dudv = [, Pdu+ Qdv =
Jou FH (@ X V) - 0uFydu + Ff (¢ x V) - 9, Fydv =
fas (pxV)- dj +(pxV)-d 7v_fas (pxV)- dj sendo
dl, = cﬁ + cﬁ o elemento de linha ao Iongo 0S(t)
e Passo 6: por Stokes classico, o ultimo re-escreve-se como

— [ Cwl(¢xV)-dS=— [ Cul(Vxd)-dd,

S(t) S(t)

terminando assim a prova. QED [ |
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Derivada temporal sob deformacoes do espaco ambiente

Tendo um tensor 1" definido sobre uma variedade M como é que
as componentes de 1" variam quando o mesmo é transportando ao
longo um fluxo de vetor X7 Sendo que as componentes s3o dadas
numa base do espago tangente T'M,, em p, trata-se de determinar
as variacles das mesmas perante uma deformacdo do espaco
ambiente (o espago tangente) ao longo X.

Seja X um campo de vetor sobre M, ou seja em cada p € M,

X, € T,M. O fluxo o4 : M — M gerado por X no tempo ¢ é um
campo vetorial em M tal que t — oy(p) := o(t,p) é a Unica
solucdo da ODE ‘Zl—g(t,p) = Xo(tp) com o(0,p) = p.

A base local {azi} em x é transportada em {8%2-} em y = oy(p).
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Derivada temporal sob deformacoes do espaco ambiente
0.
& Seja f: M1 — Mo e g: Mo — R ambas regulares.
& Temos V = V? 822-
W =W C TyM;z emy € M.
& Seja o vetor V' C T, M. Definimos, p € My,
VIf] = dfy[V] = 5 (0)da"[V] = 55 (0)V' com @ € U,

Seja o campo vetorial V- em My, i.e., V,, € T, M. Suponhamos
que f seja uma bijecdo. O mapa diferencial ou mapa " push
forward” é definido como

fy 1 TyMy — Tf(p)Mz

tal que f;V}, atua como uma derivada tangencial na forma

£iVolgl == Vilgo f] = Vplfg], Vg€ C®(My;R)



R
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Podemos escrever o mapa diferencial (outra notagdo):
dfy[V] := f4V, ou seja, para g € C*(M2;R),

df[V1g] == Vplg o f].
‘Push-forward = transformacio tensorial contravariante

Temos f;V, = W¥(q )6 > com WY as componentes de f;V), na
base local de T, M3 em ¢ = f(p) € Ma. Portanto
FiVolg] = W"(q)2%. Mas, f;V,lg] = Vplg o f] = V¥i(p) %=t
= VH(p) 7, g vy e U2,z € U,. Logo,
v —1 1y 99"
W¥(q) =V (fHa)5 (f (@)

mostra que V), se transforma como um 1-tensor (contravariante)
sob a acdo do mapa f.
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Ora, isto significa que podemos comparar V' com qualquer
campo vetorial em T, M3, mediante a expressdo de W, = fyV},(q).
Generalmente, para sermos capazes de comparar dois tensores
ambos tém de ficar no mesmo espac¢o tangente, dai a necessidade
do push forward, i.e., da transformac3o tensorial adequada.

Nos caso de um vetor em T}, M1, o mapa push forward expressa
0 mesmo no novo sistema de coordenadas, associado a mudanca
de coordenadas pelo mapa f. No caso de um covetor em T, M5 o
mapa pull back expressa o0 mesmo no novo sistema de
coordenadas, associado a mudanca de coordenadas pelo mapa .

& Tomando M; = My =M e f = o4, obtemos que

WH (o¢(p)) = (00)4Vi' = V”(p)%(p) (%) sdo as componentes
da transportada de V' ao longo do fluxo de X, i.e., Wy := (0¢):V},
expressadas na base local {aiw} em q = o¢(p).
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Consideremos o difeomorfismo (local) f = o_; : M — M (fluxo
associado a X em —t partindo de g, ou mapa inverso de oy).

Seja T' um campo de tensores em M, p € M e ¢ = o¢(p). Sendo
ambos expressados em 7, M, podemos comparar (o_;);7, com T},
A derivada de Lie do campo T longo o campo X é definido como:

1 d
LxT(p) 32%1_{%2[(0—t)ﬁT T,) = (U 1)t 1o, (p)t=0-

& Nota 1: £LxT é um campo tensorial em M da mesma ordem de
que 1. Assim, para cada p € M, LxY (p) é expressado em T, M.
& Nota 2: sendo y* = a2 + tX* + O(t?) temos gz’: =

= 0 + 10 X' +0(t?) e 955 = 8 — t0,» X" +0(?).

& Interpretacio: seja um tensor 1. Entdo

0T (p) := LxT(p) :== dt(a_t)ﬁTg p)lt=0 € a variagdo infinitesimal
das componentes de 1" sob o dlfeomorfismo ot — ot +tXH, e,
quando o ponto material na posicdo p se desloca com o fluxo X.
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O operador de comutacao

Portanto, por (x) com f=0_4, V=Y, e pS q, temos (0_4);Yy"

= Y"(9)5%(9) = V" (g )8y — 9, X7 +0(2), logo

di(o—t )ﬁY" 0, Y (q) % (a) = YV(0)0yr XP(q) + O(t?) =
_X O Y4 Y”8 uX”—i—O(tz), ie.,

0
oxt’

& O campo vetorial LxY é chamado comutador de X com Y e
escrito sem coordenadas LxY = [X,Y]. Temos [X,Y] = —[Y, X].

LxY(p) = (XY0,Y* —YV9,XH) —

DEM. lgual a da pagina 50 (invalidade do lema de Schwarz ...).
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Variacao da métrica -1-

& Consideremos o espaco das configuracdes de um corpo material
submisso a uma deformacdo temporal. Um ponto material p deste
corpo evolve numa variedade M seguindo uma trajetoria ao longo
de X a partir de um ponto de partida pg € M no tempo inical

t = 0. Em cada p consideremos a metrica g. Gostariamos de saber
como g evolve (i.e., varia) longo o fluxo vetorial o, associado a X.
& Para este efeito calculemos 6gn3(p) = Lxgas(p). Sendo que
derivamos em t, sé precisamos de (gw) = (0-1)4(gap)q Na

primeira ordem ou seja . (t) = gop LayﬂJO(t) L%J o)

= gop (0 + t@uXO‘)((SE +t0,X?). Derivando em ¢, ja que p = X,
obtemos g, = jtg,w‘t 0= jtg,Mt —0 +9ar 0, X —i—gug&,Xﬁ =
XP0,9, +gw3 X 49,30, XP = XP0,g,1 +0,X0— X®0pgaw

+0, X, —-X7 Ovgus = 0uXy + 0, X4 XP (0p9u — Opugpr—
augup) = 0u Xy + auX,u — 2L p X = VEXV + V}:Xﬂ.
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Variacao da métrica -2-
& Digamos que a deformacdo gerada pelo campo de velocidade X
é uma isometria se a métrica for invariante longo o fluxo de X, ou
seja se 0guy = Lxguw =0 = VEXV + VEXM (%%), com IT" a
coneg¢do compativél com a métrica. A variacdo da métrica
associada a um corpo em deformacdo é chamada "tensor de taxa
de deformacdes infinitesimais”. No caso de um espaco Euclidiano
temos gog = 0ap € portanto 2d;; := 0g,, = 0, X" + 0, XH.

Um campo X que preserva a métrica é chamado " Killing vetor
field”. Por definicdo os mesmos sdo geradores infinitesimais de
isometrias: se deformamos um corpo longo um campo de Killing,
as distancias relativas entre dois pontos permanecem invariantes.
Em coordenadas locais, as equagdes de Killing sdo (*%). Temos

Lxg(u,v) = Eli—o(0-1)39(u,v) = %li—0g(o_s(u),0_4(v)) = 0.
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As equacoes de Maxwell a 3d -1-

Figure: James Clerk Maxwell, Fisico Escozes (1831-1879)

& Equaces derivadas com base a no¢do de "Eather” and
"eatheareal vortices”.

1 Clerk Maxwell , J., “"On Physical Lines of Force”,
Philosophical Magazine, Volume XXI, Fourth Series, London,
(1861)

2 Clerk Maxwell, J., “A Dynamical Theory of the
Electromagnetic Field”, Philos. Trans. Roy. Soc. London 155,
pp 459-512 (1865)
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L PARTE A

LA.15. Equagdes de Maxwell

As equagdes de Maxwell na forma original (20)

A

M m

" Corrente elétrica total": J = jiy + %f? (J: corrente életrica
total per unidade de superficie, jj;y: corrente életrica livre, D:
corrente de dislocamento (existe na matéria)

"Forga magnética: Curl A = uH (A: momento magnético,
H': intensidade magnética ("vorticidade magnética"), u:
permeabilidade magnética no vacuo)

"Lei de Ampere’: Curl H =J

" Campo elétrico” (forga por unidade de carga):

E =pvx H—0,A— Vi (forga de Lorentz pv x H =
"for¢a” de Coriolis, ¥: potencial életro-estético)
"Elasticidade elétrica”: D = eE (e: permissividade do vécuo)
"Lei de Ohm": E = o 'jiiy (o: condutividade elétrica por
unid. de vol.)

"Lei de Gauss”: divD = p (p: densidade de eletricidade livre
por unid. de vol. "= eather")

"Equacdo de continuidade”: divjy, + Op = 0.
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Terminologia e sentido fisico

& Existem 2 grandezas por modelizar o magnétismo:

e a 1.a é a inducao magnética ou densidade de fluxo magnetico
B, com unidade [T = J/Am?] ou seja "energia por unidade de
superficie e de corrente”. O campo B descreve uma forga
magnética que atua num objeto test do tipo metdlico, e toma em
conta os efeitos a distancia (energia magnética no vacuo) e na
matéria (legado a magnetizagdo M).

e a2 2.a é o campo magnético H que corresponde a energia
magnética no vacuo. A circulacdo de H induz correntes livres e
cria variacGes temporais do campo elétrico e da polarizacdo.

& O campo elétrico £ tem unidades de [V//m] e é gerado pela
presenca de carga elétrica livre e de um campo magnético.

& Finalmente, o deslocamento elétrico, ou densidade de fluxo
elétrico D [C'/m?], é composto de uma parcela no vacuo E e de
uma polarizacdo P na matéria.
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Derivacao das equacoes de Maxwell -1-

& Carga e corrente elétrica: a carga elétrica est3 repartida de
forma continua, com densidade p; tendo as mesmas uma
velocidade v, a corrente elétrica é definida como i := pv.

A lei de conservacdo diz que a corrente jj;, que flui através a
superficie fechada S = 912 é igual a menos a varia¢do da carga no
volume Q, i.e., [ Jiiv - s = —4 [, pdV. Logo, por Gauss
(teorema da divergéncia), div jiy + %§ =0.

& Lei de Coulomb: existe uma forca de repulsio entre duas
cargas elétricas ¢ e ¢’ que atua em ¢’ como E = %g,.

Seja S uma esféra unitéria, logo [ E - s = qfs9r- a3 = 4mq,
i.e. div E = 4mnq.
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Derivacao das equacoes de Maxwell -2-
& Polarizacdo: num meio isolante as cargas elétricas podem se
deslocar sob a agdo de E mas sempre ficando legadas elasticamente
as suas posicoes de equilibrio. Tal deslocamento polariza o meio.
A quantidade de carga deslocada através uma seccdo unitdria é o
vetor de polarizagdo P, i.e., [ P - s = — Js p'dV. Logo vem
div P = —p' onde p’ é a carga de polarizacdo.
& Deslocamento elétrico: definido como D = E +4wP. O
delocamento elétrico tem o papél do campo elétrico se for na
matéria.

Desta vez a carga total é p + p/. Temos ent3o

div D =4n(p+ p') — 4mp’ = 47p. Consideremos a lei de
conservacdo de carga div jiy + % =0, logo

div (jiv + £=%2) =0.
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Derivacao das equacoes de Maxwell -3-

& O magnetismo foi observado mediante im3s permanentes, sendo
que o campo magnético atua sob im3s que possuem quer um polo
nord quer um polo sul, ao contrario da elétroestdtica que admite
polos isolados. O meio magnetizado atua como uma fonte de
campo magnético chamado H, e pode ser descrito mediante um
vetor chamado magnetizacdo M, observando que na fronteira I' de
um im3, o campo H é discontinuo, i.e., tem um salto na direcdo
normal, [H - N]r = mp = M - N. Logo por Gauss

Jorirug- div HdV = [, div MdV, onde Q = QF UTUQ".

e A magnetizacdo é provocada, em parte, pelos momentos das
particulas elementares (i.e. o spin dos elétrons, prétons, e
néutrons), como se fosse uma "rota¢do da carga sobre si mesma”.

Define-se o vetor indugdo magnética B := H + M. Temos a lei de
conservacio div B = 0.
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Derivacao das equacoes de Maxwell -4-

& Oersted e Ampere observaram que qualquer corrente elétrica
estaciondria é cercada por um campo magnético H cujas Iinhas de
forca cercam o campo eIetrlco Logo [,q H - d —4r T g Jiiv -

Por Stokes, vem Curl H = —jhv

e No caso n3o estaciondario, repare-se que o membro a esquerda
tem divergéncia nula, quando o a direita vale pela equagao de
continuidade —47”%%.

Sendo que o vetor 47, + %—? tem divergéncia nula e vale 47y,
no caso estaciondrio, temos a lei de conservagao

_1 » oD
Curl H = - (47TJ11v + % )
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Derivacao das equacoes de Maxwell -5-
& Lenz e Faraday observaram que uma variacdo do fluxo de
inducdo magnética através de uma espira condutora da lugar a uma
forca eletromotriz F' = [,o E - dl. Logo F=—-14 [ B. as.

A a lei de conservagdo associada é Curl £ = —+57.
Trabalho de casa 25

(i) Demonstrar com calculo indicial a identidade
div(ExH)= Curl E-H — E- Curl H.
(ii) Definimos o vetor de Poynting S := E x H. Por Maxwell

demonstrar que —(;=)div S = E - jiiy + ﬁ%—? -H+ ﬁ%—? -E.

& Interpretacao: F - jj;, é a energia dissipada na matéria, e
%%—f -H+ 4%%—? -Fo trabalho_ fornecido pel_os campos .
elétromagneticos. S € uma densidade superficial de energia

elétromagnetica.
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Sumario das equacdes de Maxwell em forma vetorial 3d
& Sistema de 4 equacdes normalizadas na matéria
(convengdo de Gauss )
a "Lei de Gauss ou de conservagdo da carga”: divD = p
(p: densidade de carga elétrica livre por unidade de volume)
b "Lei de Gauss magnética”: divB =0
c "Lei de Maxwell-Faraday” Curl £ = —%8—3
d "Lei de Ampere’ Curl H = 1 (jy, + 22)
& Com 2 leis de constituicdo:
(i) D= FE + P (P: campo de densidade de polarizag3o)
(i) B=H + 1M(M: campo de densidade de magnetizacio)
Trabalho de casa 26

Mostrar que este sistema n3o é supra determinado, i.e. que
existem tantas equag¢des como incognitas. HINT. Considere
campos iniciais tal que div B(0) =0 e div D(0) = p(0) a
equacdo de continuidade.
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As equacdes de Maxwell em forma vetorial 3d
& Forma alternativa em forma normalisada/relativistica
(valida no védcuo ou a nivel microscopico)
a' "Conservacdo da carga”: divE = R
(definindo R := p — divP a densidade total de carga)
b" "Lei de Gauss": divB =0
¢’ "Lei de Maxwell-Faraday” Curl £ = —la—]‘f
d' "Lei de Ampere” Curl B = 1(J+ %—f) (definindo
J 1= jiiv + Jleg @ corrente elétrica total, com as correntes
legadas jieg := Curl M 4 9;P = 0 no vacuo, # 0 na matéria).
& Forma alternativa na matéria em unidades Sl
(mudanca de varidvel: H = cH, B = jucB, E = i1E)
e Leis constitutivas: D = eE + P e H = %B - M.
e Equacdes: divE = 1R (ou divD = p), divB =0,
Curl E = —9;B, Curl B = u(J + ed,E)
(ou Curl H = juy + oD).
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As equacoes de Maxwell a 3d em forma invariante
& Sejam os vetores E = E'e; = Ele; + E%ey + F3es e
B = %q[jk]Biej X e, = Bley x e + B2eg x er+ B3ep x es.
Define-se o co-vetor dual sdo £ = ®(E) = E'dx" e a 2-forma
B= %E?Uk]Bidl‘j A dq:k. Considere-se tambem H = Higi, .
P = P'e;, e M = M'e;, com os duais H = ®(H) = H"dx",
P =d(P), e M =D(M). Também, definimos a partir dos vetores
D= %Gi[jk]Diej X e e Jliv = %Ei[jk]jliivej X e, 0s duais
D= %ei[jk]Dida:j AdzF e Fiyy = %ei[jk] jfivdxj/\ dzk.
& Sejam também Q := pQn. As equacdes de Maxwell em forma
invariante, i.e., mediante o formalismo das m-formas, escreve-se:
a" "Conservagdo da carga”: divD = p = dD = Q
b” "Lei de Gauss': divB=0=dB =0
c" "Lei de Maxwell-Faraday” Curl E = —%%—? =
d€ = —c‘lﬁtB
d” " Lei de Ampere” Curl H = %(jliv + %—?) =
dH = Cil(tjliv + atD)
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Resolucao das equacoes de Maxwell a 3d -1-

A" D =x(€+P)
B" B=x%(H+c M)
e Obs.: D e B sdo 2-formas, enquanto £, P, H e M sdo 1-formas.

Toma ddH = 0, portanto d v + 0:dD = d iy + 0 Q = 0.
Logo divjjy + 9p = 0.

Toma dB = 0, portanto por Poincaré existe uma 1-forma A tal que
B = dA. Tambem é valido o potencial A+ df com Vf € A. Logo
d€ = c710;dA ou seja d(€ + ¢ 104.A) = 0. Por Poincaré existe um
¢ € A" tal que £ + c 1O A = —dg.

e Obs.: O campo A é chamado potencial magnético, e o campo ¢
potencial elétrico. S30 chamados campos de gauge.
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Resolucao das equacoes de Maxwell a 3d -2-

Trabalho de casa 27
Mostrar que se A — A+ df entdo ¢ — ¢ — c 10 f

Trabalho de casa 28
Seja M = M'e;. Mostrar que xd®(M) = ®( Curl M).

—AA = (d§ + 0d)A = dSA+ 6B = dSA+ (—1)> xd* B =
dSA+ (=12 xdx*(H+c1®(M)) = dSA+*d(H +c 1 ®(M)) =
dSA + %Y Friy + 0D 4 d®(M)) = dS.A + ¢ (D (jiiy) + 0 (€ +
O(P))+xd®(M)) = dSA+c~ (@ (jiyy+ Curl M+0,P)+c10,E) =
dSA+ ¢ H(®(jiy + Curl M + O, P) — ¢ 10?2 A — c1do,¢).

Ou seja,

c 202 A — AA = ¢ H®(jiy + Curl M + O, P) + d(6A — ¢ 10;9).
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LPARTE A
LA.IS. Equagdes de Maxwell

Resolucao das equacoes de Maxwell a 3d -3-

Assumimos 0 = 6.A — ¢ 10,¢. Portanto a equacio do potencial
magnético é: ¢ 20?4 — AA = ¢! (®(jiyy + Curl M + 8, P)) = 0.
Seja A = &7 1(A), logo

6_28314 —AA= C_ljliv = C_l(jliv + jleg)-

& Nota-se que A = ®(A) e que A = e A'dad A da*.
Portanto d x A = 5,10 Alda’ A dad A da* e xdx A = divA.

SA—c 'O =—xdx A—c 0,0 = —divA — ¢ ' 9,¢ = 0.
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Temos A¢p = —(6d + d6)p = —¢ = §(€ + c 19, A) =
—xd*E+c 20t + 198 A — c18,¢). Aplicando a condigdo
de Lorenz obtemos

20 — A = %d(D — *P) = x(Q — dx ®(P)) = p — div P.

Resolve-se primeiro ¢ 2024 — AA = ¢™1J bem como
c 2020 — Ap =x(Q —dxP) = p— div P.
Mediante os potenciais A e ¢ obtemos B = Curl A e
E =-V¢—c19A.

Trabalho de casa 29

Mostrar que no caso isétropo, i.e., B = uH, D = ¢FE, vem
. . o E2+ B2
—div § = jiy - B+ 55—
& Observacido: a quantidade eE? + ;B? é uma densidade de
energia elétromagnética onde E e B s3o equiparados.
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Lei de Faraday. Inducdo electromagnética -1-

Trabalho de casa 30

Mostrar que é legitimo aplicar a condigdo de Lorenz. HINT. Ex.27.

Seja A’ =A+df e = ¢ —c10;f. Temos que ter

SA" —c719,¢' =0, i.e., ddf +c202f = —(0A — c10,9).
Resolve-se

207 f — Af = (6d+dO)f +c202f = —(6A — c 1 0).

Seja um fio X(t), fechado, conductor de corrente elétrica, em
movimento e sujeito a deformacdo no campo B. A forca
eletromotriz induzida (uma variagdo de voltagem) V é o trabalho
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Lei de Faraday. Inducao electromagnética -2-
efetuado por uma carga unitaria que percorre uma vez o circuito
Y(t). Faraday observou e mediu que a mesma é igual & menos a
variacdo temporal do fluxo electromagnético ®5(t) := fs(t) B-d
através S(t), uma superficie com bordo X(t) = 9S(t), i.e.,
V= —%@B(t) (no sistema de unidades SI).

& Seja V' a velocidade de ¥(t). Podemos demonstrar a seguinte
formula (vé pagina 155):
d

528t = /S(t) (0B + (div B)V — Curl (V x B)) - dS.

& Portanto, por Gauss e Maxwell-Faraday, e Stokes,

v_/ curl(E+V><B)-£_/ (E+V x B)-dL.
S() ()



Invariance in Physics 196 /303
L PARTE A
LA.16. Forga de Lorentz

Forca de Lorentz
& Seja v :=V 4 v, a velocitade da carga com respeito ao
observador, com v, a velocidade da carga no referéncial do circuito
e V a velocidade do circuito com respeito ao observador (a
deformagdo e a roto-translagdo do mesmo)
& Logo V = fz(t)(E+” X B) - dl, — fE(t)(E+ V x B) - cﬁ uma

vez que v, is parallel to cﬁ

A forca de Lorentz é definida como a for¢a atuada numa carga
unitaria cujo trabalho ao longo ¥ () gera a diferenca de potencial
&. Portanto, para uma carga ¢ definimos no sistema de unidades
SI: F:=q(E +v x B): é a forca necessaria para deslocar e
deformar com velocidade v o circuito electrico no campo
magnetico. Nota que no sistema de Gauss a mesma é
F:=q(E+v/cx B).



Invariance in Physics 197 /303
LPARTE A

LA.17. Invarianga pre-relativistica em electro-magnetismo

Invarianca de Galileo

& Pode-ser visto como uma definicdo de E: é a forca atuada
numa carga unitaria ao longo do circuito X e induzida por uma
variacdo temporal do fluxo de B atravez X.

"What led me more or less directly to the special theory of relativity was
the conviction that the electromotive force acting on a body in motion in
a magnetic field was nothing else but an electric field.” A. Einstein

& Antes da teoria relativistica o requerimento principal era a
invariancao Galileana, ou seja a invarianga das equacgdes da fisica
com respeito a dois observadores em movimento retilineo
(roto-translagdo) uniforme: ¢ =t + a,2’ = Rz — vot + b.
Consideremos o subgrupo t' = t, 2’ = = — vpt (x), suficiente para
identificar o efeito da velocidade nas equacoes.
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LA.17. Invarianga pre-relativistica em electro-magnetismo

Invarianca de Galileo e forca de Lorentz -1-

A carga elétrica, como a massa, é um invariante Galileano,
portanto sendo (x) uma transformagdo que preserve o volume, a
densidade de carga é um invariante: p = p'.

& Sendo a corrente livre definida como 7, = pv temos
jlliv = Jliv — PYo-
& Sendo F' = ma, a relacdo de base da mecinica Newtoniana, a
mesma € invariante por transformac¢ao de Galileo. Portanto, sendo
a aceleracdo e a massa invariantes, a forca tem de ser invariante.
Portanto, sendo a carga um invariante,
F' =F=F +4+v xB =FE+vxB,

iie. E'+vx(B'"—B)=FE+ vy x B'. Sendo que esta relacdo
deve valer para qualquer v arbitrario, obtemos
B=B & FE' =F +vy x B.
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LA.17. Invarianga pre-relativistica em electro-magnetismo

Falta de invarianca de Galileo no electro-magnetismo

pre-relativistico -1-
& Pela relagdo (z(t),t) = (a/(t'),t'), temos pela chain rule

oz’ ot
J J
=20, 4 2o — i+

ot " ot
& Lembremos as identidades
Curl (axb)=b-Va—a-Vb+adivb—bdivae
V-(axb)=Curla-b—a- Curl b
» a lei de Gauss magnetica é invariante pois que V' - B’ =V - B
P> a lei de Maxwell-Faraday é invariante pois que
V'XE' +0yB' =V X E+ 8B+ (vg-VB+V x (v9 x B)),
sendo o termo exedente nulo pela identidade e a lei de Gauss.
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LA.17. Invarianga pre-relativistica em electro-magnetismo

Falta de invarianca de Galileo no electro-magnetismo
pre-relativistico -2-
> a lei de conservacdo da carga nao é invariante pois que
V-E' -2 =V-E—-2+V- (v x B), sendo o termo

exedente V - (v9 X B) = —vg - Curl B ndo nulo se vy # 0.
> a lei de Ampere nao é invariante pois que

V' x B — pj' —c¢20pE' =V x B—pj — c 20,F
+ppvg — ¢ 2(vgVE) — 20y (vg x B), sendo que
ppvo — ¢ 2(vgVE) — 2vg(0:B + 19V B) # 0 se vy # 0.

Trabalho de casa 31

Mostrar que a conservacdo da carga, embora proveniente das duas
equacgdes ndo invariantes, é invariante.

HINT: partir das expressdes p' = ¢(V' - E' + vy - Curl B') e

j = i(V' X B+ ¢ 20p E' — (upvg — ¢ 2(voVE) — 0y (vg x B)) =
iV' X B' — pvg — €(0y (E' —vg x B) — vy VE) e calcular.
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PART B. Introducao a relatividade restrita

Teoria post-relativistica: Newton+Maxwell4-Poincaré+Einstein
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L_B.1. Preliminar notions

Minkowski metric 77 (pseudo-Riemannian)

& Pseudo-Riemannian: symmetric quadratic form 7 on R**4 s.t.
det(n) # 0. Lorentzian metric if signature = (+ — ——).
& Let u,v € R* and n(u,v) = u®v® — uivt.
» “Lorentz frame” (or “inertial Minkowskian frame”) {%, 8?&}
with a Lorentz metric  and proper length
ds? := napdr®dz? = (dz°)? — (dx®)? (x) (flat metric: T' = 0).
» A Lorentzian group are all linear maps that preserve (%), i.e.,

provides all frames where the metric takes the form (x).
» Given a Minkowskian frame, a “world line” is a curve C,,

with tangent vector w s.t. n(w,w) > 0. C, is the sequence of
spacetime events = corresponding to the history of an object

O (example, a particle or an observer) following C,,.

» Observer (or particle) proper abcissa = parameter s s.t.
n(w,w) =1 with w® = 2= 7 € C,,.
Time-like curve if n(w,w) > 0: w is called a time-like

vector.
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L1 Preliminar notions

Postulates of special relativity

» Proper frame of an observer = orthogonal Lorentz frame
with time-like vector along C,,.
» Proper space = the hyperplane orthogonal to C,.

On June 30, 1905 Einstein formulated the two postulates of special
relativity:

1.The Principle of Relativity: The laws of physics are the same
in all inertial frames of reference.

Comment: This was already claimed by Galileo, but Einstein did it
for spacetime and inertial change of frames of Lorentzian type.
2.The Constancy of Speed of Light in Vacuum: The speed of
light in vacuum has the same value ¢ in all inertial frames of
reference.

Comment: This was never violated in any physical experiment, at
whatever scale.
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L_B.1. Preliminar notions

Proper frame, proper space, light cone and Causality -1-
& The 4-velocity w® of O on C,, writes in the proper frame of the
observer with world-line C, as (w®, w'); hence (0,w?) is spacial,
i.e., is orthogonal to u. In its own proper frame it writes as (1, 0).
° Veloaty of O with respect to the observer C, is denoted by
Wi .= %5 (in general Z% := j)

& 7(w, w) =0 (i.e., (w)? = (w%)?) is the equation of a cone in
the four-dlmen5|onal space, called the light cone of O. It is
symmetric with respect to the a point which is the Spacetime
event considered. Such vector is called light-like, since it connects

two events on the light cone of the observer.

futur
ture A tempo
P iper
% cone de luz
N J
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L_B.1. Preliminar notions

Proper frame, proper space, light cone and Causality -2-

e A time-like 4-vector z on the Minkowski space connects two
events that are causally connected, i.e. n(z,z) > 0, that is, the
second event is in the light cone of the first event. It can be
written in any frame with components. In the frame of the
observer C,, it has components (z°, 2%), with vector (0, 2*)
orthogonal to u. C, might be distinct from the world line of the
two events causaly related.

e On the contrary, a space-like vector connects two events that
are causally disconnected, that is, the second event is outside the
light cone of the first event.

e Causality means that 7(z,z) > 0, i.e., z stays inside the light
cone of the first (causal) event; hence |Z|? := (Z9)? <1 &

|z]2 < (2°)? in the frame associated to the world line C,, of the
first event; in particular, the world line (= causal line) or the
history of an object stays inside its own light cone.
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LB.I. Preliminar notions

Proper time
Generally, causally connected events are either light-like or
time-like separated.
e Future time-like curve C,, such that n(w,w) > 0 and w° > 0
(past time-like if < 0).
e A null vetor is such that [V |2 =1 & n(v,v) = v} — (v¥)? = 0.
& Assume the existence of an “Newtonian absolute time" ¢ and set
z = 1% = (ct,z"), with 2° = ¢t and ¢ := /ggo (see later). The
curve parameter is ¢, hence the tangent vector is w® = v® = (¢, v")
where we call v* := % the Newtonian velocity (i = 1,2,3). In
particular the light cone is bounded by w® = 1% = ¢.
& The 4-derivative is

Op = (1/cdy,0;) (div U =1/c0,U° — o;U").
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L_B.1. Preliminar notions

Maximal Newtonian velocity and Lorentz factor
» Interval of proper time: d7% = dt? — C%(dxi)2

» We call U := d% = cu' the proper velocity (i = 1,2, 3).
Proper velocity is defined as taking the distance, as measured
from the laboratory frame (“inertial” frame), divided by the
time as measured in the the accelerated frame.

0

» From % = d;; uo = cup, one has the 4-vector U = (cu®, cu?).

» One has u'’ =vi(ul/c).

& But n(u, u) = (u0)2 —(u)?=1= (u)*1 = (|jv[/c)®) = 1.

. ,,0 1 i vt
e Therefore: v’ = W= rIE and u 7\/@
Lorentz factor is defined as

=t =y > 1.
[7 T ]

where the
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L B.1. Preliminar notions

Maximal Newtonian and proper velocity
e Thus U® = v(c,v"), where 7 represents the ratio

Proper velocity (|U])
Newtonian velocity (|v])

~

e Other interpretation of : consider dr/dt = 1/~: it represents
the tick rate of a moving clock with respect to the coordinate time
of an inertial reference frame, i.e., the faster a clock moves, the
slower it ticks.

Causality implies |v| < v? = ¢ (maximum Newtonian speed is c).

The 4-velocity is U = (yc,U?) = y(c,v%). Thus n(U,U) > 0 =
|U| = \/(U%)? < yc which can tend to infinity as v — oo.
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L_B.1. Preliminar notions

Lorentzian geodesic in Minkowski space -1-
So, in principle the proper velocity has no upper limit.

e On the other hand, 7(U,U) = ¢*n(u,u) = c2

= |UP?=c?(?>—-1). Thus |[U| - 0asvy—1,ie, U — (c0)
is a light vector for the observer.

& We say that the particle O follows a time-geodesic (or, that it
is at rest) in the frame of the observer, if drt =0 =" =U?
hence U% = (¢, 0).

e Since 7;; are constant (= (1, —1,—1,—1)) the Christoffel
symbols vanish and any geodesic satisfies x®(t) = a®t + b~. A
time-like geodesic is such that a’ = 0 (the spacial coefficients

i =1,2,3); moreover b* = 0 by the choice of space and time
origins, i.e., the observer is at rest and only the time coordinate
varies: z%(t) = ct. Note that the proper time on a time-geodesic
equals to the Newtonian time: 7 = s/c = 2°/c =t (since

ds? = (dz°)? and hence s = 20).
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L_B.1. Preliminar notions

Lorentzian geodesic in Minkowski space -2-

& We now let the absolute time flow and search the curve that
maximizes proper time interval during an absolute time interval
At. Indeed, the time-geodesic (z",0) is a maximum of the length
action functional ftHAt ds?, since A((2°,0)) = fttJrAt c2dt? is a
maximum because any other curve between (at,0) and

(a(t + At),0) satisfies A(z) = A(2°) — tt+At(dxi)2.

& This gives to the so-called "twin paradox": if the second twin
follows another path from the geodesic followed by the first twin
(at rest) it will experience less proper time, i.e., "travelling makes
you age less” (take dz' = vdt,dx? = dz® = 0 for ex.).

e Truly, there is no paradox, since the twins do not share the same
history, as the second needs a motor to stay away from the
geodesic.
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LB.2. Relativistic dynamics

Rest (inertial) mass

Let mg be the "rest mass" of a body, i.e., a constant non-negative
number that depends only on the nature of its constituants
(atoms, particles, quarks, etc). In some sense my is the sum of all
masses of the constituants, provided the masses of the its
components are defined.

"Rest” here means at rest with respect to an observer. It is
sometimes called the inertial mass, as it measures the tendency to
resist an applied force (as defined by the force divided by the
acceleration of the body/particle).

e As we will see, one of the consequences of Einstein's special
theory of relativity (1905) is that the mass of an object increases
with its velocity relative to the observer.
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Recall of Newtonian model

& Let f be the sum of all forces exerted on this particle and
vi= dt, the velocity of the particle with respect to an inertial
frame (assumed to exist by the Newton's first law). Then
Newton's second law reads

d

7 —(mov) = f.

e In a non-inertial frame (for instance, rotating ) we must add
fictitious forces in the RHS (i.e. Coriolis and centrifugal).

e For f = 0 the particle is in rectilinear and uniform motion, i.e.
v = cst. This property holds true in any other inertial frame.

e The Newtonian energy reads

d 1

dt(2m0v2) f-o.
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Change of paradigm in special relativity and relativistic

momentum equation
& Trajectory ~» Time-like curve in Minkowski space.
& No absolute time but proper time 7 = 4-velocity U = d—f with
U = cu and unit vector u s.t. u® dd%, uug = 1.
& Acceleration = derivative w.r.t. the proper time of the proper
4-velocity = derivative of U in its direction, i.e.,

UVoU = cu®VoU = ¢ = 49U

& Relativistic equation of motion are the coordinate-independent:

i(mOU) = F, (REL)

Dy (moU) := UV (moU) = dr

with F := (F° F%) a Spacetime 4-vector standing for the sum of
all (relativistic or not) forces applied to the particle, with
7y IF — f asy — 1 (see later).
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Constancy of rest mass and Newton's equations -1-
& One multiplies by U equation (REL) and gets
U(Vamo)UgUP +moUUsV UP = UgFP. By the compatibility
of the connexion with metric, V(UPUj) = V2 = 0 = 22UV, U”
and hence U%(Vomyg) = %mg = ¢ 2FPUp.
& If we assume that the rest mass my is constant along the
trajectory, then F' must be orthogonal to u (i.e., n(F,u) = 0).
& As a consequence, the motion equation in Special Relativity
reads
mo 2 = moU(9,U°8 + T2 U = mo(8,UP + T2, U°U*) = FP,
that is,
deﬁ o d?aP
Carz MY g2

= FP —moI? UU,

yields Newton motion equation in the limit v — 1, i.e., |v|/c — 0,
and with —mofg/\UaU)‘ the non-inertial force (e.g., Coriolis or
centrifugal) that vanishes here since the metric is flat (I' = 0).
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L B.2. Relativistic dynamics

Constancy of rest mass and Newton's equations -2-
& On a geodesic one has: 9,U” + FgAUQU’\ = 0 and hence
F8 =0 (inertial observer). This means that free motion occurs on
geodesics in Minkowski spacetime. This also means that to depart
from one's geodesic, a force is required (see the twin's paradox).
& One also has the reverse statement: if n(F,u) = 0 then the rest
mass is constant. This gives the value of F° since
ugFP = u;F* + ugF® = 0 and hence (recall that u; = —u’)

. . . Vi i
The inertial mass is constant <= F9 = —LF"
c

& Original references:

e A. Einstein, On the electrodynamics of moving bodies, Annalen
Phys. 17 (1905) 891-921.

e A. Einstein, Does the inertia of a body depend on its energy
content? Annalen Phys.18 (1905) 639-641.
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LPart B. Introdugdo a relatividade restrita
L B.2. Relativistic dynamics

Newtonian approximation of relativistic momentum
equation '
& Recall U* = 7(c, v"). Define the relativistic mass as

Myel = YMQ.

& Consider now the relativistic case and rewrite (REL) as

L mgU?) = - (moy(e,o)) = 5 (o (e,) = (F, FY),

that is, for the spatial part, in terms of the Newtonian velocity v?,

d . d . d ; i —1 i /
- () J— [ JE— N = = F EL
dt (mOU ) dt (mO’Y'U ) dt (mrelv ) f Y (R ) ’
with f the sum of all applied (Newtonian) forces. Hence
F=~f— fas~v— 1. Also, one has F = ~/c(f - v) with f - v
the power of f. Remark that F* — 0 as v/c — 0 (y — 1).
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Equivalence of mass and energy

& Assuming |v|/c < 1, and expanding 7y at the first order one
obtains

Myel ~ mo(1+= (]v\/c 3, or, (mea—mo)c® ~ 1/2mglv|? = B,

& Einstein clalmed that the relativistic kinetic energy of a particle
of rest mass myg and velocity v is

(BXR = (o — mo)® = mo(y — 1) with 5= (/T (o]/)?)""]

e Indeed, for small velocities (i.e. |v| < ¢) one has v — 1 ~ l—',

hence one recovers E}gf‘ = Fkin — %m()UQ, since the higher- order
terms are negligible, i.e. are o((v/c)?). However, in relativistic
mechanics, there are higher-order terms after the first-order one
%mozﬂ, classically identified as the kinetic energy of the particle.

All these terms are found in the expression (1mye — mg)c2.
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LB.2. Relativistic dynamics

Speed of light and mass of a particle

Assume that |v| — ¢, then v — oo and hence the kinetic energy
EXN — oo, Thus it is impossible for a massive particle to reach the
maximal velocity ¢. Thus ¢ can only be the velocity of a massless
particle with light identified by a massless particle called photon.
We have seen that c is the speed of the electromagnetic fields in

vacuum, thus it is called "speed of light”.

The energy E of a particle (or of a body) is defined as the sum of
the kinetic, potential, radiation, thermal (dissipated),
electrochemical, energies, among other sources of energy at all
scales. In his 1905 cornerstone paper, Einstein defines the mass of

the particle as E &
m =My -+ 0_2 = g,
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Rest mass of a body
with & = E + moc? called the total energy.

e This formula shows that even the rest mass of a particle (of a
body by extension), is not only the sum of the masses of its
constituants, but really should be understood as

kinetic + potential 4 other energies

™M = Mcomponents 5

C

As a consequence:

» Two bodies with the same massive constituents but different
kinetic energies will have different masses
(the one in motion has a higher mass)

> Two bodies with the same massive constituents but different
potential energies will have different masses
(the one with higher potential energy shows a higher mass)

» Two bodies with the same massive constituants but different
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LB.2. Relativistic dynamics

Rest mass of a body

electro-chemical energies will have different masses
(the one emitting light shows a lower mass)

» The atom of hydrogen has a lower mass than the sum of the
proton and the electron separately, because when the proton
and the electron are set apart (say by an infinite distance)
their potential energy is 0, whereas at finite distance it is
negative (as the force is atractive, and derives from a
potential)

Thus the relativistic momentum defined as

P :=moU = mgy(c,v") writes as P = (£, p), since

PO = myUY = moyyc = me, with pt = mo’.

From n(U,U) = c?, one has n(P, P) = m3c? = i—j — p? and hence

2 24, .22
E° =myc” +pc”,
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i.e., a particle at rest (p = 0) has a non-vanishing total energy

Ey = moc2
called its rest energy.
e Remark: Einstein energy Ellfelln := (y — 1)mqc? is a relativistic

kinetic energy, since it exists only for a particle moving with
velocity v. On the other hand, the particle at rest has an energy,
as we have seen, equal to Ey. In the absence of other sources
(potential, dissipative, electrochemical etc.) the total energy writes
as the sum of these two contributions

Ei{elln + Ey= (v — 1)m002 + m002 = mc>.

Including all energies sources, one thus find the definition of the
mass according to Einstein as follows:

. rest + kinetic + potential + other energies. (MASS)

c2




Invariance in Physics 222 /303
LPart B. Introducdo a relatividade restrita
L B.2. Relativistic dynamics

Kinetic, rest and total energy of a particle
e Even in the non-relativistic case (7 = 1) one has the rest mass

- rest + potent|a|62+ other energies (REST MASS)
e The rest energy is different from all classical energy sources
known at the time. Indeed, it is not related neither to motion of
the particle (as kinetic energy is) nor to some fields surounding the
particle (electro-magnetic or gravitational for instance), but only
depends on the constitutive mass of the particle.
e Because of factor ¢?, the rest energy of even a small amount of
matter can be a significant amount of energy.
e Remark: It is incorrect to say that mass transforms into energy
or vice-versa, but really, according to formula (MASS), mass and
energy are not distinct concepts.

& Let us now prove an energy conservation relation in a relativistic
framework: potential + rel. kinetic energy = constant (=0).
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Total energy conservation -1-

DEM. Assume that x(0) = v(0) = 0. Por (REL)’,
Jr- dj = SCO C;lt(*ymov Ydxt = (f dt('ymov )dx dt =

t
o0 Cllit(’ymov ) idt = ’ym0|v|2 o — fO fymov“iditdt =
= ymo|v(to)|*— Ov(to) ymovtdv' = ymo|v(t)|?—

i . ; v (t
fv(to) oY gyi = ymglo(te) 2 — moc?y/T — (v))2/ 2 .

0 e

= ymgc? <|v(z +1-— %) —moc? = (m —mgp)c®. QED. W
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Total energy conservation -2-
& If only internal forces are doing work (no work done by external
forces), then there is no change in the total energy: £ = cst. This
holds in particular in the absence of electromagnetic field (see the
conservation law p. 237).
e The decomposition of a neutron is an example of conservation of

total energy, instead of kinetic energy only, or mass only (which are
not conserved, separetely).

Before After /

®
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Total energy conservation -2-
& The relation EXI' = (m — mg)c? shows that the increase of

rel T
mass is a source of energy (or, reversely, is due to energy sources:
kinetic, potential, etc.).
But, as we have seen rest (inertial) mass is also not conserved in
general, as it is not the mere sum of the masses of its components.
Another example, relativistic, is the following: particles are able to
be created and annihilated in special relativity, for instance, an

electron and a positron can interact to produce two photons:
et e — 2.

Here rest mass (of the system) is clearly not conserved, because
both the electron and positron are massive but photons are
massless (even in the absence of an electromagnetic field).

e We will see later (see p. 235) that g¢

E:ch'v.
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Anti-particles and anti-matter -1-

& Anti-matter was an intuition by Paul Dirac around 1935: his
idea is very simple from the equation £2 = mc* + p?c?: it says,

truly £ = £1/m3ct + p2c2.

e |t implies that there exist particles with negative energies; but in
Particle Physics one particle cannot be in two energy states
(energy quantum) simultaneously. So what is the meaning of the
negative energies?

e Anti-particles are thus holes of negative energy freed by particles
which have now a positive energy and opposite sign (for signed
particles) as, e.g., electron and positron, quark and anti-quark.

e Anti-matter was created along with matter after the Big Bang.
But antimatter is rare in today's universe, and scientists aren't sure
why. (Quoting https://www.livescience.com) .
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Anti-particles and anti-matter -2-

e Remark: anti-matter consists of particles that are nearly exactly
the same as those that we know of in everyday life, with the
charges reversed. An anti-proton is a regular proton with a
negative charge; an anti-electron is a regular electron with a
positive charge (also known as a positron). Anti-quarks (which
make up anti-protons and anti-neutrons, when in different
combinations) are the same as regular quarks with reversed
charges. All anti-particles have the same mass, volume, spin, and
may combine together the same way that regular particles form
molecules. An entire anti-matter Earth could exist and few things
would be different from our Earth except for the reversed charges,
and the fact that if the anti-matter came into contact with our
matter, both would annihilate and form energy. (Quoting
https://www.triumf.ca/home)

e Remark: Anti-matter should not be confused with dark matter.
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Anti-particles and anti- matter -3-

Matter Charge Antimatter Charge
Electron @& -1 Pesitron e +1
Proton . +1 Anti-proton . =1
Neutron (@) 1} Anti-neutron ) o
Neutrino @ o Anti-neutrine @ [

Positive energy

levels
(empty)
ni

EI'lE'rgy Eo ground state
1 ——
—.—.
—_——
’ —e
Negative energy —e——
levels —
—_—

(filled)

—_——
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- B.3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -1-: Electromagnetic tensor

& Recall the basis of the Minkowski space in the right order (see
p.99): E4 =
{d2® Adxt, dz® A da3, dxt A da?, do? A dx®, dz? A dad, da® A daty.

& Define the 2-form wp = % wadz® A dxP with a, 8 € {0,1,2,3}.
e Its Hodge dual is defined as xwp := %Fa*gdzva/\ daB with

dz® A dzP € 24 and where Fa*B = Fopsgn(o)eqep with

o := (o, B, @, 3) a permutation of (0,1,2,3) and ¢, the signature
of the metric (i.e., g; = n;; = +1 or eg = 1oy = —1).

e Examples:

(i) Fgy = e2e3sgn(0,1,2,3) Fog = +(+Fo3) = — By, since

dz? A dx® is in the right order, and ey = g3 = +1.

(II) F1*3 = 82808gn(1,3,2,0)F20 = —(—l—Fgo) = —Fyy = E», since
dz® A dz? is in the right order, and eg = +1,e9 = —1.
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LB.3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -2-: Electromagnetic tensor

& Take Foo =0, Fio = —Ej, Foi = E;, Fij = —€jBy.
We obtain the following two tensors:

0 E B Fs
s._| "Bt 0 -Bs B
=\ _g, By 0 -B; |’

—-E3 —-By B 0

B~ | By E3 0 -E
By —Ey, E;, 0
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LB.3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations 3-
& Recall the index raise F*? = n®*pf"Fy,,. Thus

0 —-B, —E, —Es
E, 0 —B; B
E;, By 0 -B
Es -By By 0

FoB =

& Recall 2% = (ct,2%). Then 9,F*° = §;E; and
0o F¥ =1/cOF% + 0;F" = —1/cd,E; + curl;B.

0 0, F% = (div E, —1/cO,E + curlB)? = (p, jiiy/c)? with p the
charge density and jj;, the electric current.

Set the flux vetor J := (p, jiv/c)
(indicewise: J? := §g0p + daril, /c).
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- B.3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -4-

Homework 1

(i) Prove that xdz? = xcdt = dx! A da? A da3, xdzt =

cdt A dx? A da?, «dx? = edt A da3 A dat, «dx® = edt A dzt A da?.
(i) Compute xdz® A dz® and compute F**# and F 5 from the
knowledge of F'. )

HINT. Let «dz® A daP = (—1)%daz® A dzP for some integer a. By
definition of x (i.e., w A xdz® A do’® = (w,dz® A dzP)Qx) we have
(1) = sign(perm)n22n®8 = sign(perm)x(number of negative
basis element among dz®, dz”, i.e., {dz!, dz?, dz3}).

(iii) Show that xd (j* x dz*) = div j.

& Compute
dwp = %(%Fagdaﬂ Adz® AdxP = %(‘%Fageamﬁ*dx", i.e.,
» Forn=0: %a,Fijeiﬂa*de = %&eijkBkeiﬂ * dz¥ =
—O1 By % dx®. (Here, €kl = sgn(i, 7, k,1)).
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LB.3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -5-
& Compute (continuing), using that sgn(j,0,4,1) = €,
» Forn=1: dw% = %@Fab’ﬁmﬁf* da! =
%(@FOZ'%OJJF 8iFjO€inlA+ 1/CatFij60ile) *dzt =

8'F07;6i '1—1 208@ 'kBkEi il *d(L‘l = (€ -18~Ei—1 CatBl *dCCl.
J J J J I

o dup = —divB x dz® — (curh E + 1/c0;By)  dz! = 0 =

(divB, curlE + 1/c0;B) = 0. Alternatively one also gets

O0uF5 = —(divB, curlE + 1/c0,B) = 0.

&ObservethatF‘:F*@{ E—2B :
B— —F

As a consequence :

d*wp = divE  dz® — (cur; B — 1/c0,E;) % dx'.

& Define J := pxda® — jk /cx dx®.

e Then dxwp = J.
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LB,3. Relativistic equations of electromagnetism
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Maxwell equations -6-

First: — 9,F*8 = J#
Second: dwrp =0

. First: dxwp =7
(F -form){ Second: 8aF;B =0

. First: — 9, F8 = JP
(D|v—form){ Second: 9o Fj5 =0

(F—form){

First: dxwp =7

(Exterior form){ Second: dwp =0

;

\

Physical form:

divE = p (C)

Coulomb’s law

divB =0 (G)

Gauss’ law

curlB = %8,5E + J% (AM)
Ampere-Maxwell law
curlE = —16,B (F)
Faraday’s law

& Conservation of charge: 85J5 = O¢p + divjiyy = 0 by taking the
divergence of (AM) and using (C) and (G). Alternatively by
Homework 1 (iii) and taking dJ = dd * wp = 0 = O¢p + divjiy.
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- B.3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -7-

Homework 2

(i) From dwp = 0 show the existence of the potential

A = ¢dz® — Aldx® such that (E,B) = (=V¢ — c 19,4, Curl A).
(i) Moreover check that F,5 = 0,43 — 03Aa.

Homework 3

(i) Show that —dwp = *J; (ii) Deduce the Lorenz gauge from

dA = 0; (iii) by defining the D'Alembertian as O := dd + dd show
that the equation of A is OA = x7; (iv) write this equation in
coordinates (HINT. Use the formula 0A = Ogdz® — DAdx?); (v)
Deduce the equation for ¢ and A.

e As a consequence if J transforms as a tensor, so does
A = (¢, AY), by the linearity of A =0"17.
Homework 4

Compute (i) I} := 1 F*PF,5 and I} := 2F**PF,g;
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LB,3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -8-
(ii) Assuming that A% is a 4-vetor (i.e., a 1-tensor) show that I}
and I? are tensor invariants, called Lorentz scalars.

e This means that under a change of inertial observer (Lorentz
transformation, see later), I} and I7 are invariant quantities (the
same value for all inertial observers).

Recall the identity Curl Curl B=—-AB + Vdiv B.
e Taking the curl of (AM) and using (G) and (F) one gets

1/c20}B — AB = curljy, (B —eq)
e Taking the curl of (F) and using (C) and (AM) one gets

1/P0?E — AE = -y — Vq.  (E —eq).

& In vacuum, electromagnetic waves travel at the speed of light, c.
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LB,3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -9- Maxwell tensor

The Maxwell tensor is defined as

TapB = —F&\Fﬁ)\ + inaﬁF)\MF)\H‘
e Interpretation: the electromagnetic stress—energy tensor is the
contribution to the stress—energy tensor due to the electromagnetic
field. The stress—energy tensor describes the flow of electro-
magnetic energy and momentum in spacetime. Its spatial part is
Tij = FRFjn + g P Fy, = FRFjx — 5n0i5(B? — E?) =
ik F" Fjx + 50i5(B? — B?) = = FFFyj + 56i5(B? — E?) =
S FF Fyj + 50i(B? — E?) = FAF\; + 36;;(B* — E?) =
FOFy; + F*Ey; + 16;;(B? — E?) = E;E; — €1im€1jnBmBn +
%(52‘3‘(32 — EQ) = E;E; — (5,']'32 + B;Bj + %(51']'(32 — E2) =

15@-(32 + E?).

Tij = EiEj + BiBj — 5



Invariance in Physics 238 /303
LPart B. Introdugdo a relatividade restrita

- B.3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -10-

Homework 5

Show that (i) 700 = 3(E? + B?) (= the electro-magnetic energy)
and 79; = —(E x B); (= the Poynting vetor S;). (ii) Show that 7
is symmetric and compute —9,7,0 and Jg7y;.

Homework 6
(i) Compute
—(div 7)g = —[(9795) - (Tuﬁgugﬁ)] g’ = —n"M0yTup = _J)\Fﬂz\
(use g7 - gH = (g”)anaﬁ(g“)g = 1" and the flatness of space).
HINT. Start from 9,74 and use Maxwell.
(ii) Show that EM energy conservation is obtained for 3 = 0, i.e.
1
5}5(E2 +B?) 4 cdiv (Ex B) = —ji - E. (%)
HINT. Use Homework 6 (i) and 5.
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- B.3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -11- Electromagnetic energy
conservation
& By Stokes, one gets the following conservation of energy (for a
vanishing Lorentz force), 0 = f[to ]9 BWngVST =

fQ(tl) ngVS - fQ(to) ngVS + f[to,t1]><8§2 TngdS
& Let us compute the work done by the Lorentz force on a fixed
wire: dW := dq(E + vy x B) - dl = dqE - dL = pdVE - dl hence

W — pE - v,dV = jiiy - EAV, since vy = %L and iy, = pug.

e Interpretation: integrating (%) and using Stokes’' theorem, we
see that the rate of change of EM energy, 3(E? + B?), in a fixed
volume V = the flow of electromagnetic energy into the volume (=
the flux of the Poynting vetor) minus the work done by the Lorentz
force (converted in non-EM energy)

e Note that the Poynting vetor characterizes the EM energy
flowing from or into a volume.
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- B.3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -12-

Homework 7

Starting from M = Jiiv - £ and using Ampére-Maxwell equation,

recover the EM conservatlon law:

d

dt < (E* + B )+jliv‘E>dV=—/avc(ExB)'cﬁ.

& Recall J? := (p,jk ) = p(1,v). The second conservation law
reads (from homework 6 (ii)). The 4-vector —J*Fj, is called the
relativistic Lorentz force,

—(diV T)i = —777“877,”- = —0yTio + 83'7‘1']‘ = _JMFi,u

. 1.
= —pFy — ji/cFy = pE; + E]likailel'
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- B.3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -13- Momentum conservation
Thus, by homework 5 (ii),

1
—(diV T)i = Eat(E X B)Z +8j7—ij = p(E + vg X B)z

e Consider Newton's law in a material volume, with the momentum
P? .= moU?" the stress tensor ¢ satisfying f; = 0,P; — 0; ioi;, where
fl is the sum of all external forces . Summing the latter and the
above, yields the generalized, relativistic, balance law, with the
electromagnetic momentum P*M .= —1(F x B) = 2

0
o7 (Pt PPM) = 0 (0 + 7i3) = fi = p(E + vg x B)s = "%,

with f™eh the sum of all mechanical volume forces (i.e., distant)
on the particle (typically, such as gravity).
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LB,3. Relativistic equations of electromagnetism

Maxwell equations -14-
& Consider a Galilean transformation ' = z — vgt and ¢ = t¢.
o Newton's law in an inertial frame F' = mZ& is invariant w.r.t.
such a transformation.

& First inconsistance: the speed of light fails to be an invariant:
¢ = ¢ —v. Hence is not an upper bound (as for the time curves in
the light cone).

e QUESTION: is this really an inconsistance, as its definition in EM
reads ¢ := (ep)'/2, and thus is a constant in any reference system?

e In the new inertial frame the left-hand side of Maxwell equations
read (by the chain rule), for ¢ = E, B:

2vg
2

(1/)0%¢ — A¢ + vl 0,0 + = - Vo
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L. Lorentz transformation

Lorentz invariance -1-
& Instead of the Galilean transformation

dt' = dt & dx| = dry — vdt,dxly = dxy, d2ly = dzs,

with the constant velocity v, we recall the Lorentz factor

¥i=1/ /T~ (o]cP

and consider the

ct' =~(ct — (v/e)xr) & ) = y(x1 — vt), zh = 29, 2h = 23, i.e.,
dt' = y(dt—(v/c*)dxy) & da’y = y(dz1—vdt), daly = dxy, daly = dus,

with the constant velocity v.
e Has the key property that it preserves the Lorentzian metric, i.e.:

(ds')? = (cdt')? — (da})? — 23 — 23 = (dt)? — da? = (ds)?.
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LB.4. Lorentz transformation

Lorentz invariance -2-

& Which transformation A/, satisfies the invariance property?
Response:

ATnA =0 (A2npud = 7ap),
i.e. ds® = dzodz® and

(ds')? = (da"),(da' )" = (da’)Pmpy(da’ ) = Agdx“npuAgdxﬁ = ds®.

Rotations:
" Lorentz boost:
[}=|AO =0 0 0% —yv/e | 0 0
0 A= AB — _7U/C Y 0 0
0 0 10
ol 0 0 ‘ 0 1
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L_B.4. Lorentz transformation

Lorentz invariance -3-

e Lowering/Raising indices implies changing sign:
nagzrﬁ = x4 = (ct, —xy).

Lorentzian transformation (contravariant components):
78 = Aozo = (v(et — (v/c)xy1),y(x1 — vt), T2, T3).

e A is a generalized Lorentz "rotation": ATA = Id:
AZUWA’E = Nap =~ A,uozAgnﬁﬂ/ = A,uaAlw = "70467]&Y = 6017-

e Covariant components: Tz = 15,27 = g, Ada® = (A1) gaz®.

& Main question: how do object transform under Lorentzian
transformations. Tensors are defined accordingly (covariant and
contravariant components).

e Example: the 4-velocity U* and the momentum P = mU*®
transform like vectors (i.e., contravariantly: U= AU).
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L. Lorentz transformation

Lorentz invariance -5b-

The laws of physics are the same in all inertial frames of reference,
e zf — v = Agxﬁ + a® (Invariance under the Poincaré group).

e Thus, to be admissible, the right and left hand-side of Maxwell's
equations must transform as 4-vetors under Lorentz inertial
transformations.

e Take the Lorentz transformation of F&8, [rr — AQAZFO‘B. In
order to state that this is the expression of the EM tensor for a
change of (relativistic) inertial observer, one needs to prove that F
is the solution of the EM-field under the same Lorentz
transformation. Moreover Fpu = A,‘;‘AﬁFag and

wp = %Fpﬂdi/’ N dzH = % wpdr® A daP = wp.

e The Maxwell system (LHS of Maxwell equations) reads under
such a change of observer as
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L. Lorentz transformation

Lorentz invariance -6-

0o 0 = ALO,ASARFPE = NS, ,0, FP1 = A, F'*, where we
have used the fact that A is a rotation.

Hence it transforms as a 4-vector. On the other hand, dwp = dwp
and therefore the Maxwell system is (tensor) invariant under
Lorentz transformations, and Einstein first postulate is in force for
the relativistic Maxwell's equation.

& By Einstein principle of relativity, one deduces that the RHS of
the equation, i.e. that the current also transforms as a 4-vector
(i.e., as a 1-tensor under a Lorentz group): J® — J% = AgJﬁ.

e Consequence: J* = (p,0,0,0) — J% = (yp, —yv/cp) =
different observers see different charge densities (p = p=vp > p
because volume is squeezed by space contraction, see later).
Moreover —ypuv/c is the relative, relativistic current as seen by the
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L_B.4. Lorentz transformation

Lorentz invariance -7- (non-relativistic interpretation)
e As a consequence A is a 1-tensor (under Lorentz group) by
homework 3, and thus F'is a 2-tensor, since Fi,3 = 0, Ag — 0gAa,
by homework 2.
e The main point of interpretation is that by inertial Lorentz
transformations we have seen that the Maxwell's equations remain
invariant and hence the meaning of (E, f)’) is how the observer in
the new frame describes the electric and magnetic fields identified
as (E, B) by the first observer, although the meaning of the
components might change in the sense that:
1) —Ey = FO% = AQALFPe = AJATFOL + AQASFY0 =
—E1?(1 - %;) = —Ey,
2) —Fy = F92 = AOAZFre = AJAZFO + AQAZF!2 =
—yE? + YB3 = —y(Ey — v/cBg),
3) —B3 = F'2 = AJA2ZFro = AJASFO2 + AJAZF!2 =
yv/cEy —yBs = —y(—Fyv/c + B3), etc...
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L_B.4. Lorentz transformation

Lorentz invariance -8-: Galilean limit of Lorentz boost

emphasizing the fact that in post-relativistic physics, E and B (or
rather H) are no distinct fields but the components of one single
tensor F'.

& Summarizing: for a general space-vetor v one obtains under a
I_Aorentz transformation, R

E=~vFE+YxB)and B=v(B -2 x E).

e Classical (pre-relativistic) views are obtained as v/c — 0 and
~ — 1 but to this aim we need to change units and work in SI,
which was the setting adopted in the pre-relativistic treatment and
the definition of the Lorentz force in part A. Thus we change
coordinates and set B’ = B/c and B’ = B/c for which it holds
E=~(E+vxB)and B'=~(B — 2z X E). In the non-
relativistic model (v < ¢) we let v/c = 0,7 — 1 and get
E=FE+vx B and B’ = B, that is recognized as the Galilean
correction as found above.



Invariance in Physics 250 /303
LPart B. Introducdo a relatividade restrita

L. Lorentz transformation

Lorentz invariance -9-: important consequences

Consider an object O on its proper frame, and consider another
frame in relative motion given by a Lorentzian transformation.
Then v is the relative velocity between the 2 frames. Let dx; be
its length in the proper frame that we call "rest" frame. The
observer in the moving frame will measure a length given by

dx| = ~ydxy — yvdt with (assuming simultaneous measurement of
the two extremeties) dt’ = 0, and hence dt = (v/c?)dz;. Thus
dz) = ydx1 — y(v?/c?)dx = v Ldry < dxy.

Consider a clock at rest on its proper frame, that is dz = 0, and
consider another frame in relative motion given by a Lorentzian
transformation. The observer in the moving frame will measure the
time elapsed between 2 clicks. Then dt’ = ~vdt > dt.
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L_B.4. Lorentz transformation

Lorentz invariance -10-: relativity of Spacetime
displacement

e Remark (Einstein notion of relativity): the formula

dx| = ~ydxy — yvdt shows that the actual notion of displacement is
in Spacetime, since ydx1 is its " space”-component and —yuvdt its
"time" component. The two are intimately related and cannot be
set appart in general. For example if your car is parqued, you can
only speak of a time displacement of it, but if it is in motion, it
shows a spacial and a temporal displacement. On the contrary, a
photon, that has v = ¢ and hence v = oo cannot, at all, have any
temporal displacement: its displacement is purely spacial: if it had
a watch, the watch will be stoped during its motion.
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|—B.4. Lorentz transformation

Lorentz invariance -11-: relativity of Spacetime
displacement

This new view on time and space originates from paradoxes found
by lord Kelvin, elucidated later by Einstein and Minkowski precisely
by inventing the four dimensional Minskowski geometry.

Figure: First diagram of Spacetime by Hermann Minkowski
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L_B.4. Lorentz transformation

Lorentz invariance -12-: Lorentz force law
& Recall J* = (p, jiivi/c) (note that the left subscript is
contravariant, whereas on the RHS the value of the component is
given with a lower indice; important here is that on the LHS one
has a 4-vector); moreover, Jg = (p, —jiivi/c) = (p, —pv/c) where
v is the Newtonian velocity and p be the density if charge of
particle submitted to an electromagnetic field. Let P = moU be
the momentum with mq the rest mass and U® = v(c, vz).

& Then, with 7 the proper time, the momentum conservation (see

(REL)’) in the presence of an electromagnetic field only reads
0,P% = F7 =7,

where the Lorentz force f (see p. 223) equals to

fP=nPJHF,, = J,FP" (check this!), or F# = pFP"U, (check

this too!), i.e., indicewise, for 5 = j,

0-P? = ~(JoF?° + Iy F7%) = py(Ej—vop /%) = yp(Eg+ (v % B);).
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L_B.4. Lorentz transformation

Lorentz invariance -13-: Constancy of the rest mass
& Now for a« = 0, one obtains

0-P° = cdr(moy) = 7 F* = py(—up F) = ypE - v.

e Assume that v is constant (and hence also ), then

0-(mo) = pE -v/c. Therefore, in the non-relativistic limit v/c — 0
one obtains the constancy of the rest mass, whereas for relativistic
velocities (v ~ ¢) the rest mass can vary with time as soon as the

electric field and the particle velocity are not orthogonal.

e Physically mg can be modified by chemical reactions (molecules)
or absorption of photons (atoms).
& The relation 9, P° = ypE - v implies that 9, (mc?) = ypcE - v,
yielding

o€

5 = Ypck - v,

i.e., the total energy is not conserved as soon as E - v # 0.
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L_B.4. Lorentz transformation

Lorentz invariance -14-: Invariance of the speed of light
& Einstein’s second postulate claims that the speed of light ¢ is
the same in any inertial Spacetime frame.

e One first argument is saying that by its very definiton, ¢ = /ei
and is a thus a constant.

e But nevertheless c is, as we have seen, the speed of some
massless particles, as photons, and by a change of inertial frame,
the relative velocity should be added or substracted to c.

& Again, complete understanding comes from the Lorentz
transform: take for instance dt’ = v(dt — (v/c?)dx1) & dx) =
v(dzy — vdt), dzly = dxo, dxly = dxs, and compute

e}, y(dei—vdt) (LL—v) odoy
= y(gt f;/cg)dm . (dfm/ ) (x)- Now if 7t = c one has

(1( (v/)c)) c. Thus xl = cif and only if & dt, =c.

e Side observation: from (%), relativistic relative velocities do not
add simply as in Newtonian mechanics (they do only as v — 1).
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L_B.4. Lorentz transformation

Further thoughts on Frames of references

F F

st
s ’ Sy
3 \
]

& The inertial frames F and F’ are in relative motion, and
therefore, as the Lorentz transformations indicates, they disagree
on simultaneity. F and F’ thus determine distinct decompositions
of Spacetime into instantaneous spaces, S and S', respectively.

& Moreover, the distances between points in space can only be
determined if it is possible to determine which events are
simultaneous, a fact which is not possible in Special relativity.
Therefore, Einstein 1905 paper begins with a critical analysis of the
entire notion of a frame of reference...
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PART C. Introducao a relatividade geral

Teoria post-relativistica: Newton+Maxwell4-Poincaré+Einstein
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LC.l. Introdug3o e equagdo do movimento

PART C. Introduction to General relativity

& Main thoughts by Einstein (from Special Relativity): from
Galileo Galilei we know that all bodies fall on the same manner,
hence the concept of force (gravitational force) is presumably not
the best one to understand trajectories. It is indeed preferable to
talk of acceleratin of a body: all bodies have the same
acceleration, g, and thus the same trajectory. But it is equivalent
to consider the bodies are fixed and the Earth is accelerating
upwards. Thus the right notion is that of accelerated frame, i.e., of
non-Galilean observers.

A gravitational field is equivalent to the absence of such field but
the existence of an accelerated motion of one's frame. As a
consequence inertial frames are to be avoided, while the only
frames of interest are accelerated.
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& Consequence: ds? is conserved under Galilean/Lorentz
transformations only. If not, then ds? changes, i.e. the geometry
much change.

& Main ideas:

- From Minkowski (i.e. a given diag(1 —1 — 1 — 1)- metric n) to
Lorentz metric (a metric g with Lorentzian signature)

- Spacetime as a dynamical property (7 is one of the unkowns)

- Trajectories driven by curvature

- Mass creates curvature.

e Main question: what is the curvature of our room knowing that
the earth is beneath us?

& Einstein introduced a mathematical object for the description of
curvature, called GG and related to the Ricci curvature.

& On the other hand, he introduces the Energy-momentum tensor
T which describes the content of Spacetime (here Particles Physics
enters the game).
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& Einstein postulated a linear law given by the fundamental
equation: G = 87TGNT The proportionality constant G := Sﬂij
is such that Newton s setting is retrieved in a weak field. The

gravitational constant value is Gy = 6,67259 x 1078 em3g~1s72.

& This revolution in Physics is also a revolution of Thought:

» Spacetime is now a phenomenon instead of a container:
Spacetime is a physical dynamical object

» Thus there is a conceptual unification between Container and
Content : both are properties, therefore related by an
equation, an evolution law, the Einstein Field Equations.

& We observe that Spacetime is a "rigid” medium because of ctat
the denominator (G ~ 2.07710~4 N—1).

e Example: for Newton, the moon turns around the Earth because
of gravitational attraction. For Einstein, instead, the moon goes
straight in a curved Spacetime itself deformed by the mass of the
Earth.
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& Note: in geometrized unit system, either G = 1: this means
that inertial and gravitational masses are igual, or Gg = 1.

Four universal constants have, in the so-called Planck convention,
a numerical value equals to 1: the speed of light in vacuum, ¢, the
gravitational constant, G, Planck and Boltzmann constants.

As a consequence natural units for length, time, mass,
temperature, length, momentum, energy are obtained.

& Summarizing:
Newton: Forces in a given 3d space and with a universal time.
Einstein: Absence of forces in a dynamical 4d Spacetime.

e The solutions are the same for the motion of our usual planets.
But some phenomena are only describes and understood under the

General Relativity standpoint.
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& Space and Spacetime: instantaneous 3-spaces are obtained
by global foliation of Spacetime.

& Space is not an absolute notion, because according to SR and
GR, the length, mass and time are relative. Since length is relative,
the space cannot be absolute. The distance between two points in
space is different for different observers, the distance depends on
the velocity as well as the mass of the observer.

& Einstein was the first (in his 1911 paper) to predict that the
velocity of light would be reduced by a gravitational potential (i.e.,
a negative difference of potential), namely cgi01, = ¢ (1 + 2%9)

(valid in a global reference frame). Thus, as opposed to vacuum
(SR) the speed of light is not a constant in GR. However locally
®(; is constant and can be taken zero: thus ¢ = ¢ = cst.
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& Main Einstein references:

» On the Influence of Gravitation on the Propagation of Light,
(1911)

» The Speed of Light and the Statics of the Gravitational Field
(1912)

» On the Theory of the Static Gravitational Field (1912)

» Explanation of the Perihelion Motion of Mercury from the
General Theory of Relativity (1915)
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Historical note

& Ricci and Levi-Civita had introduced the quadratic form
ds® = a;jdz'dz? which we know call the length element.

& Einstein had considered in Special Relativity the Minkowski
metric ds? = cdt? — dm? with ¢ the constant value of the speed of
light in vacuum. It is called th (spacetime-) "interval”.

& While thinking of extending Special Relativity to Gravitation,
Einstein first considered the modified interval

ds? = (z1, 32, 3)dt*> — dz? with ¢ a space-dependent light
speed modified by gravitation.

& With Grossmann he realized the power of tensor and differential
geometry calculus, and understood that as soon as one needs to
consider non-inertial observers, thus avoiding Lorentz invariance
(which is constant and inertial) the SR interval had to be replaced
by the general (valid for all coordinates) interval ds? = g;;dz'da?,
where the metric g;; accounts for both inertia and gravitation.
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General relativity law of motion

In General Relativity, massive pointlike objects in free fall are as-
sumed to follow timelike geodesics of the metric, and their
equations of motion are therefore independent of their mass,
reading, in arbitrary coordinates,

d*UP
dr?

du® N
—— =UY0,U° + 15,0 =

B rrarrx _
ir + I, UU" =0,

with 7 the proper time. The connection I' of the metric represents
in the coordinates z” both gravitation and inertia.

& Experimental confirmation of the theory: the advance of the
perihelium of planet Mercury elliptic orbit was the first spectacular
confirmation of Einstein General Relativity.
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Einstein rings

& Another recent confirmation: "NASA’s James Webb Space
Telescope has snapped a perfect shot of an "Einstein ring.” The
stunning halo is the result of light from a distant galaxy passing
through warped Spacetime surrounding another galaxy aligned

between the distant light source and Earth.” (livescience.com on
02.09.2022)

The two galaxies are aligned and the far one should not be visible
unless its light doesn't go "straight”, because of ST curvature.
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Einstein field equations -1-

Consider the Ricci tensor 12;; and the Einstein tensor
Gij = Sij == Ryj — %Rgij. The Einstein equations obtained by
himself and Marcel Grossmann in 1915 read

Sij = GgTij,

where T;; is the "source” tensor called is the stress—energy
symmetric 2-tensor, supposed to represent the pointwise value of
the density of all the energies, momenta and stresses of the matter
and classical field sources present in the Spacetime (i.e., all
non-graviational energies, momenta and stresses).

& Reference: Einstein & Grossmann.: Outline of a Generalized
Theory of Relativity and of a Theory of Gravitation, Zeitschrift fiir
Mathematik und Physik 62 (1913): 225-244, 245-261.
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Einstein field equations -2-
& We have G := 8&n Physicists take Gg = 87Gy with Gn

the gravitational consctant. One can choose units such that either
Gy =1or Gg =1. We take Gy = 1 to have equality of inertial
and gravitational masses.

Homework 8 -a-

Show that if n +1 > 2 one has R;; = Ggp;j, with

Tk
pij = Tij + 21 9ij-
e Observe the similarities and differences between the law
R;; = GEgpij, and Newton's law —AU = 4mpg with pg the
"gravitational mass density” of the sources: the similarity is that it
consists of a linear second-order differential equation, the
differences are (i) R;; is a second-order tensorial differential
operator, whereas the Laplacian A is scalar; (ii) the scalar
graviational mass density is replaced by a symmetric
stress-energy-like tensor.
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Einstein field equations -3-
& It is a modelling problem to find the right tensor T for a given
problem. However it should always be divergence-free.

We have proven that from the contracted differential Bianchi
identity, one has V?Sij = 0, therefore necessarily:

ViT; =0.

Morever T;; is a symmetric tensor. By the weak equivalence
principle I" takes into account both gravitational and inertial
effects.

e In the case of dust (also called pure matter) one has T;; = rU;U;
withy r the rest mass density; in the case of a perfect fluid one has
Tij = pUiUj + p(gij + UiUj).

For an electromagnetic field T;; = 7.
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Einstein field equations -4-
& It is known that the only tensorial operator for a metric g on a
four-dimensional Spacetime that is second-order and quasilinear is
the Einstein tensor with the possible addition of a linear term Ag,
with A an arbitrary constant.

The Einstein equations with cosmological constant A read

Sij + Agij = GeTij (%)

3

e Right: Picture on
a wall at Leiden
university
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Einstein field equations -5-

Homework 8 -b-

Show that equation (x) can
be written as R;; = p;; with

Tk
pij = Tij + (#szJr d—_%)

o Left: first page of Einstein's
25th November 1915 paper
on General Relativity: The
Field Equations of Gravita-
tion.
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Einstein field equations -6-

e Einstein had doubts about this linear terms and removed it from
his theory. The value of the cosmological constant seems to have
varied at different epochs of the Universe, but is very small
currently. Modern treatments tend to include it as a source, i.e.,
energy—momentum tensor of the vacuum generated by quantum-
particle processes: S;; = GgT;; — A(¢)gi; with PDE(¢) = 0.

e Einstein did introduce the cosmological constant because he
believed that the Universe was static, a fact that seemed false
(expansion or contraction) solving the equations without this term.
But, he was eventually convinced by Lemaitre and Hubble who
believed and measured (see figure) that the Universe was in
expansion.

e Tough, with a significative nuance: for Hubble the galaxies where
simply moving away from each other, whereas for Lemaitre
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Einstein field equations -7-

the Universe itself was in expansion, thereby carrying the Galaxies
with him. The Hubble-Lematitre law shown on the figure represents
radial recession velocity vs. distance from observer.

e Remark/paradox: The
light travels at the speed
L 1 cin space, but Space (i.e.,
e the Universe) is expanding
(see later), so light can
travel faster than ¢ as car-
. ried by the space expansion
of ) 1 itself. As a consequence
o 10 20 30 the observable universe is

corrected distances (Mpc) 13.8 billion years old, but

has radius 96¢ billion-year.

1000 1500

Radial Velocity (km/s)
500
T
L
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Einstein field equations -8-

& Historical note: Interestingly, five days before Einstein
submitted his 25th of November paper, Hilbert had submitted a
paper, The foundations of physics, which also contained the correct
field equations for gravitation. Notably Hilbert's paper contains
some important contributions to relativity, which were not found in
Einstein's work. Hilbert's paper contains the hope that his work
will lead to the unification of gravitation and electromagnetism,
which is essentially unified field theory; something Einstein would
spend the second half of his life pursuing, quite unsuccessfully.
Hilbert knew of Einstein’s Relativity work, also had correspondence
with him, and had even invited Einstein to Gottingen to deliver a
week of lectures on General relativity in early 1915, yet Hilbert
fully credited Einstein as the originator of the theory and no public
priority dispute concerning the field equations ever arose between
the two men during their lives. (Quoted from Estelle Asmodelle).
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Einstein field equations -9-

& Physical comment: Even in the vacuum case (7;; = 0), there
exist many Einsteinian spacetimes. They have underlying manifolds
with different topologies, as well as different metrics on each of
these manifolds. A great number of exact solutions of Einstein
equations possessing isometry groups have been constructed, in
vacuum or with various sources. Some of these Spacetimes have
(at least at present) a purely mathematical interest, but a few of
them are models of known physical situations, at different time or
space scales. There is no universal Einsteinian Spacetime as a
model for reality— this is in disagreement with Newton's concepts,
and also with Special Relativity. (from Y. Choquet-Bruhat).

& Note (the rdle of Abbé Georges Lemaitre): the belgian
priest and physicist abbé Georges Lemaitre was one of the few who
understood Relativity at the time, together with e.g. Sir Arthur
Stanley Eddington with whom Einstein was in constant debate.
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Einstein field equations -10-
First, G. Lemaitre had such an insight into Einstein's theory that
he understood, most probably before anybody else, the importance
of the cosmological constant, as associated to dark energy and the
expansion of the Universe. Indeed, he suggested that the constant
had to be present as a source of energy of the empty Specetime
and represented a stress or "tension” term that plays the rdle of a
negative Gravitation, i.e., eventually making plausible an Universe
in expansion, as Gravitation is balanced by this term. Second, he
also proposed various shapes of the universe (see below: Universe
radius vs. cosmologlcal constant for a space of positive curvature).
S ® Main paper (1927): "A Ho-
—— mogeneous Universe of Con-
stant Mass and Increasing
Radius accounting for the
Radial Velocity of Extra—
Galactic Nebulae”
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Einstein field equations -11-

The "end” is a manifold asymptotically diffeomorphic to the
exterior of a ball in R3.

A Spacetime manifold is said asymptotically Euclidian if the
Riemannian curvature induced by the metric tends to be flat (zero)
far away from the studied system. Indeed, as we have seen in the
expansion of the metric by means of the Riemann tensor and its
derivatives: 9ij = (Sij + O(|R”|) and 8(k)gij = O(|R”|_|k|+1)

The Lorentz metric we consider is a "small” variation of the
Minkowski metric —dazg + d:v%, i.e., goo = —1 4+ hoo, goo = hoo and
gij = 0ij + hij, with o € {1,2,3,4},7 € {1,2,3}. We assume that
hij << 1. We assume the masses moving slowly and hence

hio << hoo and Ophap << O;hap. Moreover O;hag ~ hogp.
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Einstein field equations -12-
As a consequence Ry ~ aiff)o ~ —%Ahoo to be compared with
another Poisson equation, namely Newtonian gravitation equation
AU = —47wG np with p the mass density of the sources.

e Consider the case where the most important energy source is
pure matter, i.e. the stress—energy tensor is of the following form,
with 1 some positive scalar function and U the unit flow vector:
Top = pUsUg. Take ¢ =1 then T;, << Tpo = 1 and we have
poo = GE (Too — %gooT) ~ %GE/L. This is Newton equation with
hoo = 2U; we deduce the formula Gg = 87Gy.

e et us consider now Einstein law of motion:

A — £UF Fg/\UaU)‘ = 0. For small velocities, U° ~ 1 and

Ut ~ 0, and hence W ~ —T¥y ~ 1d;hoo. Again putting

. . 2 .0 . .
hoo = 2U vyields Newton law of motion (gxox)g = ngi in first

approximation and for small velocities.
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Einstein field equations -13-

Einstein Field Equations are tensor equations and hence invariant
under the class of diffeomorphisms, i.e., under general
non-constant and nonlinear change of coordinates, as opposed to
Newtonian mechanics and Special Relativity, where the inertial
coordinate systems—the Galilean and Lorentz transformations,
respectively—correspond to symmetry transformations of uniform
Spacetime. General covariance is required in order to consider
accelerated frames which themselves are required by the
Equivalence principle. Mathematically, what this means is that
coordinate transformations are no longer required (as in the affine
spaces) to take straight lines to straight lines, and to preserve
further metrical structures, but only to preserve the smoothness of
curves (i.e. their differentiability). (From Stanford Encyclopedia of
Philosophy).
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The Einstein-Hilbert funcional and the variational
formulation of General relativity -1-

Let us vary a given metric g;; in the direction h;; and obtain
g° = g + sh. Let us consider a functional F(g). Its first variation
is defined as

0
OpF = 05 F = g}—(gij + shij)|s=0

In particular d5,9:5 = hij.

At any point, say 0, there exists coordinates such that
gij(O) = 5z‘j,akgij(0) =0e FZ(O) =0.

e For simplicity we write VI = V,.
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The Einstein-Hilbert funcional and the variational
formulation of General relativity -2-
Homework 10
Prove the identities (i) 6,9 = —h" () (HINT: compute first
0 = 0s(g™gw)): (ii)
5hr£k = 85F§k(0) = %glm (Vibgr — Vichim + Vinhi) (ee) (HINT:
use (®) and the properties of normal coordinates); (iii) 5th.jk =

OsR.jy, = 59" (Vi Vihim — YV Vihik = ViVihjm + ViV hjy
+V;Vihikm — ViVjihim) (e @ e) (HINT: express the Riemann
tensor in normal coordinates and derive using previous two

identities).

Homework 11

Prove the identities (iv) 5thlk = Vl(5hl“gk) - Vkéhf‘fﬂ (o)
(HINT: take the first variation of the expression defining the
Riemann tensor and consider normal coordinates);
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The Einstein-Hilbert funcional and the variational

formulation of General relativity -3-
(V) 5hqu = Vl(éhfzk) - Vkéhl“fﬁ (<><>); (Vi)
ShR = —Rgph* + V), (quérgk - gqlarfn.) (06 0).

& Let dVj := \/det(g)dx be the volume element of our
Einsteinian manifold. We define tr, A := giinj = tr (g_lA).

DEM. From the Lemma p.21, &, det(g) = det/(g)[h] =
tr ((adj g) h) = det(g) tr (¢~ 'h) = det(g) try h. Therefore,

o det(g) 1
ondV, = op/det(qg)dr = ———Z=dx = - tr, h/det(g)dz.
haVg h (9) 2./det(g) 5 g (9)

proving the thesis. QED B
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The Einstein-Hilbert funcional and the variational
formulation of General relativity -4-

The Einstein-Hilbert functional on the Einsteinian manifold M is

&) = [ R,

DEM. From the previous identities and results,

0hE = [ OnRAVy + R6pdVy) = [ [~h" Rij + V1A +

(R} trg h)|dVy = [ [ViAl + B (=Rij + L Rtry h)]dV,. The
thesis follows from Stokes theorem and the assumption. QED W
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The Einstein-Hilbert funcional and the variational
formulation of General relativity -5-

Assume that ¢ — g;;(¢) is a unknown metrics depending of some
time. The L2-gradient flow of £ is

1
Ogi; = —VE(9ij) = Rij — 5 Rij.-

It turns out that this flow is not parabolic and is not solvable even
for short times. However the so-called " Ricci flow”

O0rgij = Rij

is parabolic and solvable.
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The Einstein-Hilbert funcional and the variational
formulation of General relativity -6-

The Einstein-Hilbert functional on the Einsteinian manifold M is

Euon(9:8) = /M [R(g) + L(g, #)) V).

Its variation reads
51Eeon (9. / [[5%(g) — M(g, )] hij — ®(g.6) - 66}

where M coincides (up to a constant) to the stress-energy tensor.
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Introduction to cosmology

We consider the Universe after the transition from quantum
cosmology to classical astrophysics, with the Heisenberg cut
located at a suitable cosmic time (~ 10° years after the Big Bang).
& Cosmological principle: is the notion that spatial distribution
of matter in the universe is homogeneous and isotropic when
viewed on a large enough scale, since the forces are expected to
act uniformly throughout the universe, and should, therefore,
produce no observable irregularities in the large-scale structuring
over the course of evolution of the matter field that was initially
laid down by the Big Bang. Indeed, astronomer W. Keel explains:
"The cosmological principle is stated formally as " viewed on a
sufficiently large scale, the properties of the universe are the
same for all observers.” This amounts to the strongly philo-
sophical statement that the part of the universe which we can see is
a fair sample, and that the same physical laws apply throughout.”
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Friedmann-Lemaitre solution -1-
& In any dimension, it can be proven that the curvature tensor is

isotropic iff Rijni(7) = K(x)(9ingjx — gingix)(x). Let us focus on
the "spatial” part of the metric (i.e., t is frozen), g??f) The

"spatial” part of the Ricci tensor reads R( ) = g(S)RZ(]S,)lk 2Kg](.i),
the scalar curvature is R = 2K, i.e. K is the Gauss curvature;
moreover, S\, = Kg\;'. The Bianchi indentity V\”S{>) = 0 yields
K = cst. The 3d space is said isotropic and homogeneous with
constant curvature. Going back to the 4d Spacetime, assuming

space isotropy thus means that K is only a function of t.

The solution to Si(;’) = K(t)gg-i) reads (a® = |K|7!if K #0)
ds%4) = 2dt* — az(t)ds%3), ds%g) = ’yfjdsidsj.

with ¢ — a(t) the "scaling factor”. The spatial part of the metric is
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Friedmann-Lemaitre solution -2-
obtained as the spherical metric ds%?)) = %—l— r2(sin? O(dp)?+
(d6)?) with & = sign(K). Thus three Universes are allowed: (i) flat
(e = 0), (ii) spherical (¢ = +1), and (iii) hyperbolic (¢ = —1).
e The Universe is in expansion if a’ > 0. The Big Bang occured at
t = 0 by convention and then expanded as a Robertson-Walker
Universe. The obervation of redshift instead of blueshift is an
indication that at present time ¢ the universe is in expansion.
Recent observations also tend to validade the assumption of
accelerating expansion, a”(t) > 0.
e Remark: in this model, time, as opposed to space, is not
expanding, since dt? is multiplied by a constant.

Redshift and blueshift describe the change in the frequency of a
light wave depending on whether an object is moving towards or
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Friedmann-Lemaitre solution -3-
away from us. When an object is moving away from us, the light
from the object is known as redshift, and when an object is moving
towards us, the light from the object is known as
blueshift. Astronomers use redshift and blueshift to deduce how
far an object is away from Earth, the concept is key to charting the
universe's expansion. Quoted from https://www.space.com

The Friedmann-Lemaitre Cosmos is based on a Robertson—Walker
metric and the assumption of a Universe modelled as a perfect
fluid with small velocities with a given mass density p and pressure
p. Its stress-energy tensor reads (with 4,5 € {1,2,3} and for some
metric 7¢;, and putting ¢ = 1):

Too = p (energy), Tj; = pa2fyfj(stress), Tio = 0 (momentum).
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Friedmann-Lemaitre solution -4-
As a consequence, the Christoffel symbols are found as
F?j = _1/280,757 = aa,7%7 F] =a a’ldj ;h(78>7
and the Ricci tensor of ds? reads (in a appropriate coordinate
system where |K| = 1) Ry = —3a"'a”,
Rij = (2¢ + ad” + Q(G/)Q)ij? moreover the scalar curvature is
R=¢"Ry + ¢g"R;j = —3a"'d" — a279 (2 + ad” + 2(a')2)’yfj
= —6a"2(c + aa” + (a’)?). Thus, the 00-component of Einstein
tensor reads (putting Gg = 1) Spo = 3a2(c + ()?) =
Too — Agoo = 1 — A. Therefore 6+(a 2 _ % In physical units, it
reads ¢ :2(‘1/)2 = SWGN:,)’J Gty Deflnlng the Hubble constant
h = % and letting K = 0 (flat Universe), one gets
8GN — A
3

h? = p.
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Friedmann-Lematitre solution -5-

& Interpretation and comments: The FL equation shows that
ones we know the content, p, we know the expansion speed h. The
content is twofold: matter (usual and dark) and radiation (light),
but it is mainly made of matter, because as the Universe grows the
density of light decreases faster than the energy/matter.

& As a consequence we obtain the following cosmos phases:

> first phase (Big Bang - 13.7 billion years ago):
inflation-dominated (a ~ )

> second phase: radiation-dominated (a ~ t/?)

v

third phase: matter-dominated (a ~ t3/2)

> fourth phase: cosmological constant-dominated (a ~ ).

e To determine the content one needs Particle Physics.
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& Current debate on the Universe’s shape: Several topological
or geometric attributes of the universe may be discussed. Some of
these are:
» Boundedness (whether the universe is finite or infinite)
» Flat (zero Gauss curvature), hyperbolic (negative curvature),
or spherical (positive curvature)
» Connectivity: how the universe is put together, i.e., simply
connected space or multiply connected space.
A universe with positive curvature is necessarily finite. Although it
is usually assumed in the literature that a flat or negatively curved
universe is infinite, this need not be the case if the topology is not
the trivial one (i.e., simple connexity): for example, a three-torus is
flat but finite. The exact shape is still a matter of debate in
physical cosmology, but experimental data confirm that the
universe is flat with only a 0.4% margin of error. (from Wikipedia)
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& Further comments on terminology:

» The universe: all of three-dimensional space at the present
time (the t-coordinate is frozen). Can also be called the
"nowverse” .

» Flat universe: When cosmologists say that the universe is
flat (or isotropic, or homogeneous) they are referring to
space—the nowverse and its parallel siblings of time past.
Spacetime is not flat (indeed, see the above expressions of the
curvatures in function of ). It can't be: Einstein's general
theory of relativity says that matter and energy curve
spacetime, and there are enough matter and energy lying
around to provide for curvature. (Quoted from Scientific
american blog).

» Cosmic scale flatness: Moreover, when they talk about the
flatness of space, cosmologists are referring to the large-scale
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appearance of the universe. When you “zoom in" and look at
something of less-than-cosmic scale, such as the solar system,
space—not just spacetime—is definitely not flat. Remarkable
fresh evidence for this fact was obtained recently by the
longest-running experiment in NASA history, Gravity Probe B,
which took a direct measurement of the curvature of space
around Earth. But, on a cosmic scale, the curvature created
in space by the countless stars, black holes, dust clouds,
galaxies, and so on constitutes just a bunch of little bumps on
a space that is, overall, boringly flat. (same quote)

» Observable universe: The most distant galaxies whose light
we have detected emitted that light about 13.2 billion years
ago. Because the universe (meaning space) has been
expanding ever since, those galaxies are now at a much
greater distance—some 96 billion light-years away.
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& Remark in the expansion rate: in principle there is no
objection for the Spacetime to expand more rapid than the speed
of light. Indeed on the one hand the upper limit c is valid for
particles with mass or carrying information, not for the dynamical
Spacetime per-se. On the other hand as shown in the picture, the
Spacetime between the cosmoslogical masses increases, possibly
faster than ¢ but the masses stay fixed and are carried by the
Universe proper expansion (as on an inflated baloon). Remark that
being a rate of expansion it is not comparable, strictly speaking, to
a velocity. So, yes the expansion rate can be greater than c.
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The Schwarzshild metric corresponding to a body of mass M is the
unique spherically-symmetric metric solution of the EFE in
vacuum, and reads

2M

2M
d82 = (1 — T)dtQ — (1 — T)d?"2 + T2d92. (A)

with dQ? the standard metric of the unit sphere.

e For M = 0 the Scharzschild metric reduces to the Minkowski
metric.

e For M > 0 the Scharzschild metric is a regular Lorentzian metric
with ¢ timelike and r > 2M spacelike. rg = 2M is called the
Schwarzschild radius. For r >> rg one recovers in first
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approximation Newtonian theory for a spherical body of
gravitational mass M centred at r = 0.

e At r = 0 the Schwarzschild metric becomes singular.

e The trajectories of bodies of small size and mass in a spherically
symmetric gravitational field, for instance the trajectories of the
solar planets, are timelike geodesics of this field, i.e. of the
Schwarzschild spacetime.

e The equation of motion are given by the 4 geodesics in ¢, 7,60 and
. Solving them one gets

1/7(¢) = 1/"Newton () + 3M20~*epsin . The correction term is
non-periodic and was confirmed by observations (in 1845 by
Leverrier) and measurements. It is called the perihelion
precession term. Here £ is the constant angular momentum per
unit mass, and e the eccentricity. This was one of the first proof of
validity of GR.
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& As an exercise in the physical interpretation of General Relativity,
we compute the radial velocity with respect to an observer at rest
in the Schwarzschild metric that must be applied to a test object
in order for it to escape the gravitational attraction.

e Out of the four geodesics (in ¢, 7,0, ) we now consider the first
one and compute the escape velocity.

Assume the observer is located at a radius rg > 2M. Solution to
the t-geodesic writes as (1 — 22)i = B = cst = (1 — %)io. On
the other hand since @ and ¢ are constant, dividing (A) by ds?
yiedls 1 = (1 — 2M)i2 1 (1 — %)_17'“2. As a consequence

72 = E% — 1+ 281 Hence, the rocket attains a maximum when

=0, i.e. Tmax = % Escape velocity means that ry, — o0,

. . . 2 _ 2M
le. =1, 1e,7r5= o
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A black hole is a cosmic body sufficiently dense such that the
velocity required to escape from its gravitational field is greater or
igual to the speed of light in vacuum. In particular, since no light
rays can escape from the black hole, it is, indeed, black.

& Exercice: what would be the radius of the sphere into which
one needs to compress the Earth in order for the Earth to become
a black hole? Let M be the earth mass.

Answer: let i = ¢, thus ¢ = 2,

i.e., rg = 2CTM ~ few milimeters.
e Remark: A black hole is a massive body that is extremely dense.
If the sun became a BH we would notice no difference for 8
minutes. After that the Earth will continue to turn around the sun,
with or without light emanating from it. Therefore it is wrong to

take the analogy of the BH being a glutton!
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(Event)
Schwarzschile Horizon

Radius
Black Hole

Singularity
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& Contributions of Einstein after General Relativity:

e The Einstein-Rosen Bridge (ER) bridge (Schwarzschild
wormhole). In 1935 Einstein and his assistant Nathan Rosen
slightly modified Einstein's field equations. The Schwarzschild
metric was a solution of the new field equations. Einstein and
Rosen considered a coordinate transformation that removes the
region containing the coordinate singularity r = 2M and omitted
part of the spacetime beyond this singularity. This led to the
Einstein-Rosen bridge (metric), which is free from singularities.
The Schwarzschild solution becomes a regular solution, which is a
mathematical representation of physical space by two identical flat
sheets connected by a finite bridge.
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e The EPR paradox. In 1935, Einstein, Boris Podolsky, and
Rosen (EPR) argued that quantum mechanics cannot be a
complete representation of real things. They considered two
separate but correlated particles for which the position/momentum
of one particle can be determined by measuring the
position/momentum of the other particle. Assuming that the
measurement of the first particle does not affect the second
particle, EPR argued that because the position/momentum of the
second particle can be precisely determined without directly
measuring it, then quantum mechanics is an incomplete theory of
the real world.

Truly, Einstein was not right: see 2022 Nobel prize in physics
(Alain Aspect et al.): quantum entanglement. Nevertheless his
paradox led to challenging discussions and open new research
avenues (e.g., quantum computation).
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