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Conceito de Modelo

[Observagﬁo de quantidades fisicas e suas propriedades)

|} | Metodos matematicos || |

(Modelos matematicos
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L Conceito de Modelo

Conceito de Modelo

Opinao de J. von Neumann

The sciences do not try to explain, they hardly even try to
interpret, they mainly make models. By a model is meant a
mathematical construct which, with the addition of certain verbal
interpretations, describes observed phenomena. The justification of
such a mathematical construct is solely and precisely that it is
expected to work-that is, correctly to describe phenomena from a
reasonably wide area.

Opindo de P.- L. Lions

...What is called Newton’s Laws for me are not laws, neither
principles; it is a model. Which is false because the relativistic
effects are not taken into account, or is not tractable because all
forces are not taken into account.

Thus. it is an excellent model which is either false or untractable.
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L Conceito de Observador Galileano

Conceito de Observador Galileano

Sistema de referéncia

Definido como um corpo rigido em movimento ao qual é legado

uma base orthonormal {e;}1<i<3 e uma origem O. Uma outra

base {¢/.},_ .., neste mesmo sistema de referéncia verifica:
jI1<i<s

/ _ _ £ H

e;(z) = aij(w)e;, onde A = [a;;];; (ou @) é uma matriz

orthogonal, dita de mudanc¢a de base. Portanto:

T = zie;, 7 = xie, e x’ = Az — 20) + b, com b —OO’ and

xo 1= 0‘5 Os acontecimentos sdo rapresentados pelo par (x,t) ou
(«',t), conforme a base escolhida.
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LConceito de Observador Galileano

Sistema de referéncia inercial ou de Galileo

& Definido como um sistema de referéncia em translacio uniforme.
Conceito de observador

& Definido somo um seres num sistema de referéncia, capaz de
realizar experiéncias e medicoes de quantidades fisicas
(temperatura, tensdes, velocidade, etc.), e de comunicalas com um
outro observador.
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LReferéncial Cartesiano e mudanca de base

Referéncial ortonormal
3

ei-e; = b ortonormalidade

& X & = €iikEh orientacao directa

T =16 vector posigao

Q; = @ij &
e = ajig]
Matriz de mudanca de base
,

a;; =cos(ej, ;) = €i-g;

ortonormalidade

wipajr = b et apoag; =0
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L 0s tensores na mecanico do continuo-1-

Construccao de uma base de ordem superior
& Seja {e;}1<i<3 a base Cartesiana fixa, e {g]’}lﬁjSS uma base
movél tal que gj(x) = a;j(x)e;, onde a;; sdo os componentes da
matriz de mudanga de base. Temos tambem ¢; = aﬁ(a:)gj(m)

& Definimos {¢; ®§j}1§i,j§3 como elemento de R3*3 igual a
(0,---,1,0,---,0), ou seja com 8 entradas nulas excepto a
entrada ¢j. Desta forma definimos os 9 elementos da base
Cartesiana de ordem 2.

& Te.mos entdo ¢; ® e; = ai;(v)a;(z)g, ® g,, e, invertindo a
matriz de mundanca de base, g, ® g, = ay;i(z)a;(x)e; ® e;. Desta
forma, definimos os 9 elementos da base movél de ordem 2,

{Qk ® Ql}kl-

& Por uma construccio parecida, definimos tambem os elementos
da base de ordem 3, {¢; ®e; ® ey }1<i,jk<3 (26 entradas nulas
excepto a ijk egualal)e {g ®@g ® Qp}lgm’n,pgg, e todos os
ordem superiores.
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L 0s tensores na mecanico do continuo-2-

Definicdo de um tensor de ordem £k
& Uma propriedade fisica (ou um campo) é dada por um tensor de
ordem 0 (um escalar), 1 (um vector: v(1)), 2,3,4 ou mais.
Tensor de ordem 2: T'(2)
& Um campo T é um tensor de ordem 2 se for dado por um
conjunto de 9 scalares x — Tj;(x),1 < 4,7 < 3 tais que
T =Tj(z)e; ®e; (suma em i e j). O mesmo campo é tambem
dado na base movél por 9 scalares = — TZ’] (x),1 <1i,j < 3 tais que
T =Ty (z)g, ®g, (suma em k e l). Portanto, este tensor verifique
a seguinte propriedade por mudanca de base: T}, = ag;a;;T;;
Tensor de ordem k: T'(k)
& Um campo U é rapresentado por um tensor de ordem k se for
dado por 3¥ componentes numa base tensorial de ordem , do tipo
{9, ® - ® gp}lgm,... p<3 (efetua-se k vezes o produto tensorial
da base de ordem 1). A relagdo por mudanga de base é:
U;np = Qmg " aiji...j.
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L Operagbes com tensores

Operagdes com tensores

» Suma de P(m) com Q(m) (mesma ordem), componente por
componente: Fjji... + Qijki....

» Produto tensorial de u(1) com v(1)=w(2): w;; = u;v;.
Propriedade (comutatividade): wj; = ujv} (x).

» Produto tensorial de U(m) com V(n)= W(n + m): tensor de
ordem n + m.

» Contracgdo: traco de U(2)=scalar s = U;;0;; = U;.
Propriedade (comutatividade): s = U}, = Uj; ().

Tensores especiais
> Identidade (de substituicdo): d;; = d;

» Simbolo de Levi-Civita (de permutagao):
1 se a permutado de 75k for par
€ijk = —1 se for impar
0  sendo
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L Conceito de tensores objetivos-1-

Conceito de tensores objetivos-1-

Mudanca de observador

& Definido atravez uma mudanca de sistema de referéncia. Os
acontecimentos s3o rapresentados pelo par (z*,t*). Portanto,
existe uma matriz orthogonal ¢ — Q(t), um vector ¢t — ¢(t) e um
scalar a tais que * = Q(t)(x —xzp) + c(t) e t* =t — a.

& Alem disso, existe uma mapa, dita de deformacao, ®* tal que
z* = ©* (&~ !(z,t),t*), onde X := & !(z,t) é o chamado ponto
material associado a z (em t) na configura¢do de referéncia (ou
inicial) escolhida no primeiro sistema de referéncia .
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L Conceito de tensores objetivos-2-

Conceito de tensores objetivos-2-

Transformagao objetiva por mudan¢a de observador

Logo: x5 — x} = Q(t)(x1 — x2). Agora um vector v é dito
objetivo se se verifica: v* = 0(z*) = Q(t)v, ou seja se transforma
por mudanca de observador como um tensor.

& Um tensor de ordem 2 serd objetivo se U* = A( *)

= Q) UQT (t). Um escalar é sempre objetivo: o* = a.

Exemplos

» SejaT =u®wv, onde u e v sdo 2 vectores objetivos. Portanto
T =t @ vt = Q(Hu ® Qt) = Q) (u @ 0)QT (). (+)

» Seja o campo escalar a = &(x,t). Portanto
Opra* = 8%.04373:{, ou seja Vyrar = Q) V. (%)

» Seja f(x,t) = 0 uma superficie com normal exterior
N(z) := vf(xvt) Portanto

“ Lr/ S 2\ NI L7 1\
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L Conceito de tensores objetivos-3-

Conceito de tensores objetivos-2-

Contra-exemplos
> Velocidade: #* = Q(t)i 4+ Q(t)(z — z0) + ¢
> Acceleracio: #* = Q(t)i 4+ Q(t)(z — z0) + Q)i + ¢
& Nota que & serd objetivo por mudanca inercial de

observador, i.e., onde () = ¢ = 0: a acceleragdo é um vector
objectivo Galileano (rotagdo rigida + translagdo uniforme).

» Gradiente de velocidade:
Verd = QUVHQT(1) + QU)Q (1) (Nota: Vi = Q7).
& Nota que dtQQ — 0 e portanto QQT é antisimetrica.
& Logo a parte simmetrica do gradiente de velocidade,
V3.4*, é um tensor objetivo.
& NOTA: parte simetrica de um tensor U de ordem 2:
US:=1(U+U").
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LComponentes e coordenadas polares cilindricas

Componentes e coordenadas polares cilindricas

Rotacdo em torno de e = g_(A4 = [a;j] =

Acréscimo de caminho
de=d(rg +=zg )=drg +dzg_+
rdgT + zdgz = drg7~ + dzgz + rdﬁgﬁ

cosf) sinf O
—sinf cosf 0 |)
0 0 1
T = xie
g —g—fZCOSGe -I—sin06

/|| 7|l = —sinfe, -I-COSGe
T = acgp =g, + 29,

Velocidade, Acceleracao

i3p =1g +1g,+ ig,

Zsp = (F — r«92)g + rdt( 29)g0 + %y,

Operador gradiente cilindrico
du = dx - Vu = uydr +ugdf +u .dz
= V=g 0 +%+g_0..
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L biv, curl, A

Div,Curl, A

Trabalho em casa
Seja o vector v = Upg + vog, + V29 . Calcular em componentes e
coordenadas cilindricas, com ajuda do operador V cilindrico
definido em cima,

> A divergéncia V-v de v

» O rotor V x v de v

» O Laplaciano Au := V - Vu do escalar u.

Resposta partial

& Calcula-se formalmente o produto interno:

(9,0r + %9(79 +9.0:) - (vrg, +veg, + v-g_), tendo em conta que
(por exemplo) %989 Uy, = 279 . vraggr =, /r.

Portanto: V v = 1/r9,(rv,) + 1/rdgvg + 0,v,.

Tomando v = Vu, logo Au = 1/rd,(rd,) + 1/r?03vy + 02v,.
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L Movimento e sua observagdo

Movimento e sua observacao

Cinematica
& Estudo do movimento de um sistema relativamente a um
observador, chamado sistema de referéncia. Precisamos de:

» um parametro continuo t chamado tempo
» um sistema de coordenadas fixo: By = {0,¢e;,¢ey,€3}.

& No tempo ¢t C I C R, o sistema é rapresentado pelo dominio
Q; € R3. O movimento é definido por uma familia de mapas de
deformacao dependentes do tempo:
X € Yy —= o =0(X,t;t0) € Q: aplica a posicdo X em ¢y na
nova posicdo z = ®(X,¢) em t. Temos:

> O(-,tg;t0) =1d

> (-, tst) o B(-, tit0) = (-, 15 t0)

> (t, X) > ®(-,t;t9) é pelo menos C!

> ® bijetiva, regular, ! diferenciavél = det Vx® # 0.
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LO movimento de um ponto material

O movimento de um ponto material

Posigécﬂe} um ponto material

& x=0M(t) = (X, t;t0) = P(X,t) (to é fixado).
X =0 (x,1)

Deslocamento de um ponto material

& u=a(X,t)=d(X,t)— X.

Velocidade de um ponto material
&= dtOM( ) =v(z,t) = ZD(X,1).
Acceleragéo de um ponto material

Lemma: Velocidade e acceleragao sao mdependentes da
escolha de ty (origem do tempo). (homework)
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LRepresentacéo do movimento

Representacao do movimento

& Nota: Tomamos ¢ty = 0 e portanto 2, = (.

Representacao Lagrangiana

x=®(X,t;0) = P(X,t) (to = 0).

& E uma representacdo pelas trajetérias. Em funccao do ponto
material na sua posicao de referéncia, i.e. na origem.

Representacao Euleriana
{ e = y(z,t) = 9@ (27 Y(, 1), )
z(0) = X
& E uma representacdo pelo campo de velocidades. Em funccio
do ponto material na sua posi¢do corrente, i.e. no tempo t.
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LDerivadas eulerianas e lagrangiana

Derivadas eulerianas e lagrangiana

Seja um ponto material M que estava em X em ty e em x em t.
Seja far(t) uma funcgdo (tensorial de ordem k).

& Rapresentacdo Lagrangiana: fi(t) = f1(X,t)

& Rapresentacdo Euleriana: fy/(t) = f¥(z, 1),

onde x = ®(X,t). Portanto fX(X,t) = fE((X,1),1).

o o ofF

Derivadas Euleriana de f);: o7 € “5p

oft o Oft

ox;, € o

& Derivada material %fM =0, fl = %f& fivo =

d%fE 0Py fixo = O fE(t) +v(x,t) - VIF(a,t).

Derivadas Lagrangiana de f:
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L Velocidade de um corpo rigido -1-

Velocidade de um corpo rigido -1-

Representacao Euleriana da acceleracao
Temos fyr = vyr = velocidade do ponto material M. Portanto
var = vF(x,t) = v(z,t) ou vpr = v (X, 1).

Lemma: ay = D%vM(t) = 0wt = dw(x,t) +v-Vo(z,t). (x)

Movimento rigido

Q; é um corpo rigido se t — d(x,x’) = cste para cada z, 2" € Q.
Movimento € rigido se d(X, X') = d(z,2’), onde z = ®(X,t) e

' = ®(X',t). Portanto ® é uma isometria de Qy, a O, ou seja, ¢
é uma transformacdo afim, i.e., uma roto-translacdo: temos entdo
r=QX+c ondeceR3e QT =Q .
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LVelot:idade de um corpo rigido -2-

Velocidade de um corpo rigido -2-

Lemma 1:

& A velocidade v(x,t) corresponde ao movimento de um corpo
rigido, se o somente se, (z — ) - (v(z,t) — v(2/,t)) = 0 para cada
z, @' € ecadatel. (x)

Demonstracao
Fllz' () =20 = G (=
2/ (t) — (1), g’ (t) —

Lemma 2:

& A condi¢do (x —2') - (v(z,t) — v(2,t)) = 0 para cada z,2’ €
no tempo ¢ se, e somente se, existe b(t) € R? e A(t) € R3*3
antisimetrica t.q. v(z,t) = A(t)x(t) 4+ b(t), onde (existe w t.q.)
Ajj = —€jpwi(t), ie, v(z,t) = w(t) x z(t) + b(t). (%)

) —z(t),2'(t) — z(t)) =0, ou seja, 0 =
z(t)) = (2'(t) — 2(t),v'(2',t) — v(z,1)).

(t
d
dt
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LVelot:idade de um corpo rigido -2-

Velocidade de um corpo rigido -3-

Demonstracao

Seja U(z) = v(x,t) e V() = U(z) — U(0). Supomos que 0 € €.
& Se U(zx) = Az + b, logo U(x) — U(2') = A(x — 2') e portanto
(U(z) —U(a')) - (x — a’) = 0 por A ser antisimetrica.

& Assumindo (U(z) — U(2')) - (x — 2’) = 0 para qualqueis x, 2/,
tomando 2’ = 0 logo V(z) - 2 = 0. Tomando 2’ = ¢;, temos
(U(x) - Uley)) - (x— &) = 0, ou seja (V(z) — V(e) - (= —e,)

=0 (). Por (%), V(z)-e¢ V(e;) - ©. Escrevendo V (z) em
componentes, temos V (z ) ( )e; com Vi(z) =V (x) - e;.
Temos = = zj¢; e portanto Vi(z) = =V {(e;) -e;zj. Logo,

vi(z,t) = Ajjz; +bcom Ajj = =V(e;) -e; e b=U(0). Por (%)
comz=¢; A= —AT e A;; = €ijrwi(t) com wy = %kanAmn-
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Determinante

Expressao indicial do determinante

& Seja uma matriz M € M>?*3. Temos

det M = (MQ* X Mg*) - My, = MlieijkMZjMSk- Invertindo duas
linhas, muda o signal, portanto €,q, det M = €;5, My; My M.
Invertindo linhas e colunas e multiplicando por €4,

logo €pq7»6pq7» det M = qurez]kMipquMkr

= det M = ijepqerpquMkr

& Toma M = F :=Vx® = Vxuz (ie, M;; = ) Logo
OF =0, VP =Vxv=V,oVxzr=VF (& Curl F =0).
Lema: diferencial do determinante do gradiente de deformacao
9 (det V@) = 3 x ewkew(atvqnp)vq)quq),gr =

%Eijk(vmv)ilepqulpF Frr = 16j1(Vov) e det F =
5(26:) (V) det F = (V, v)“ det F = div vdet F.
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LDi1’e|rencia| de um integral de volume dependente do tempo

Diferencial de um integral de volume dependente do tempo

Objetivo: Calcular

4 (;c(t) = /wt k:M(t)dx) ,Vwe C Qy,

onde ks € um campo tensorial de ordem k > 0.
Assumimos que ® € C*(Qp x I) e que v € CL( x I).
Lei de conservagao: forma geral

ilC(t):/ B(:c,t)d:c—i—/ s(z,t)dz,
dt wt Owy

onde B é a contribuigcdo de volume (bulk part) e s a de superficie.
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L Teorema do transporte de Reynolds

Teorema do transporte de Reynolds

Teorema do transporte de Reynolds

Seja kas(t) = k(x,t), com k € CL(Qy x I), e wy C .
Logo

[%(t) = [, k(. t)dx + [, div (k(z,1) © v(x,1)) dx, ]
ou seja (com N, a normal unitaria a 0€2),

(%(0) = [, Okl O + [, (k© v)(@, )N (@,1)dS(2), |

DEM.

& Seja J :=det F' = det V®. Mudanga de varidvel:

K(t) = [y (@ O = [, k(@YX t),t)JdX

& Pelo lema anterior: 2 (kJ) = JOk + J(Vk)v + kdyJ =
JOok+Jdiv (k®v)—Jkdiv v+kJ div v = (O:k + div (k@ v)) J.




Mecanica racional: Mecanica do continuo AUlAS teoricas
LMecénica do continuo: Leis de conservagdo

LLeis de conservagdo da massa-1-

Conservacao da massa

Seja p(x,t) a massa volumica (ou densidade) de um corpo.

Conservagdo da massa (forma global)
& m(w) = [, p(x,t)de = m(wo) = cste (Vwr C ).

Condigdo no Jacobiano (J =det F' = det V)
& m(wr) f p(® ), t)JdX = f po(X,0)dX, Yw; C Q.
Logo, a forma Iocal pJ 00, €

p = cste =

(incompressibilidade <> J = 1. |
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LLeis de conservagdo da massa-1-

Pequenas deformacdes

S F=Vxd=1+Vxu

& 6det F' = €j6pqr (I + Vxu)ip(I+ Vxu)jg(I+ Vxu)y =
(Vxu)ip€igrepgr + (VX ) jqepjrepgr + (VXU kr€pghepqr + €ijkcijk)
+O(|Vul?) = 6((Vxu)ii +1) + O(|Vul?). (Nota: epgrépgr = 20k)
& Em deformacdes linearizadas: J =det F' ~ div u + 1, i.e.:
p/po~1—divu (p < po em tracgdo = div u > 0).
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L Mecanica d inuo: Leis d 5

LLeis de conservagdo da massa-2-

Equacao de continuidade

Equagao de continuidade
Consideramos %m(wt) = 0. Logo, para cada (z,t) € {; x I temos

% + div (vp) = %’t) + pdiv o =0. (x).

& Para um fluido: se p for constante longo as linhas de flusso, i.e.,

g’t’ =0, ent3o o fluido tem div v = 0.

Densidade de massa de um campo
Seja C(z,t) uma densidade de volume de um campo. Entdo

a densidade de massa (ou “especifica”) é ¢(z,t) := f,gx’tg e portanto

& fﬂ (v, t)dx = 5 fQ x,t)p(z,t)dx = fQ Dcl()wtt) (z,t)dx. (*)J

& E como dizer que a massa dm = pdx do ponto material no
varia com o movimento do mesmo.
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LLeis de conservagdo da massa-3-

Centros de massas
Seja m :=m(§2;) a massa de ).

Centro de massa
& Centro de massa: [CM(Qt) = o, x(t)p(a:,t)dm}

& Pelo Lema, 4 Jo, c(@, t)p(z, t)dx = [q, %p(m,t)dm.
Tomando c(w t) = x(t),

z fﬂ plz,t)dr = fﬂt Dggt)p(x,t)dx = fﬂt v(z, t)p(x, t)dz.
Momentos
& Momento linear: [ = Jo, v p(z t)d:c}

& Momento cinetico: [Lo(Qt = Jo, = x v(z,t)p(z, t)dx j

sendo x := OP (Lo=0 momento relativo ao ponto O).
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LCinematica
Cinematica
Derivadas do centro de massa
LCM(Q) = o fo, v(@, t)p(a, t)de = = P(Q) = CMV ().
Centros de massa de veIoadade e acceleracao
LCMV(Q) = L th p(z,t)dx =
CMA(Qy) := L fQ p(z t)da:

Derivadas dos momentos= Resultante dinamica

RD() == L P(y) = m—zC’M = [, alz, t)p(z, t)dz.

d Dz Dv
—Lo(Q _— — t)dzx.
o o) == /Qt (Dt X v(x,t) +x X Dt)p(w, )dx

e | LLo() = Jo, @ % a(@,t)p(z, t)dz.
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L Forgas

Forcas-1-
Seja dois sistemas S e S’

& Em cada tempo t o sistema S’ atua uma forca no sistema S. A
mesma é representada por uma medida vectorial doy(z).

Os 4 tipos de forgas
» Forca de volume: doi(x) = f(x,t)dz
» Forca de superficie: doy(z) = fs(z,t)dS(x)
» Forca de linha: doy(z) = fr(z,t)dL(x)
» Forga pontual: doy(x) = fp(x)dy(t)

Lembrete: massa de Dirac: seja ¢ uma funcgdo continua com

suporte compato, entdo (d,, ) = p(z)
Forcas resultantes

ot() = [doy(x) fQ (x,t)dx ou
Jt Qt fd(ft fzt fs x t)dS( ), onde X; U Q) # 0, etc.
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L Leis fundamentais da dinamica

Leis fundamentais da dinamica

Propriedade de aditividade
& Seja 2,04,Q9 disjuntos mas nao mutuamente separados. Entao
Foos0,00,(1) = 0 (2 UQ2) = 0 () + 07 (Q2) =

Faa,(t) + Fasa,(t)

representa a forca atuada por €2 sobre 1 U {2s.

& Tambem: Fq,u0,—0(t) := QlUQQ(Q) = Uth Q)+ U?Q Q) =
Fo,a(t) + Fo,»alt)

representa a forca atuada por 27 U €y sobre 2.

Leis fundamentais da dinamica (Modelo de Newton)
Num referéncial inercial temOS'

ch dt fQ p(x,t)dr = RD(Qt)

fQ p(x, t)d:c = dat Oy) = fQ (x,t)dr = F_q,(t).
& dtLO(Qt> 5 fQ x x v(z, t)p(x, t)dx =

th x X a(x,t)p(z, t)de = fQ x X doy(x fQ x X f(x,t)dx
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L Terceira lei de Newton

Terceira lei de Newton
Principio de Accao-Reacao
Seja 21,2y disjuntos mas ndo mutuamente separados. Ent3o
Fo,-aq, (t) = —Fo,-0, (t)
& DEM. Seja 2 = Q1 U Q. Entdo
Fliq,(t) = Fa,»0,(t) + Facs,(t) €
FL0,(t) = Fo,»0, (1) + Facsa, ().
Pela aditividade e a segunda lei de Newton, RD(Q2) = F,q(t) =
Faea(t) = Facs0,00,(t) = Facso, () + Fae s, (t) =
Foq, (t) — Fo,-0, (t) + L, (t) — Fo,-0, (t) = RD(Ql U QQ) -
Fo,—a, (t) — Fo,»0, (t) = Fo,-0, (t) = —Fa,-0, (t)
Movimento do centro de massa (Modelo de Newton)
& O movimento do centro de massa de um corpo é o mesmo de o

de uma massa pontual, cuja massa é a massa total do corpo, e
sobre a qual atua uma forga igual a forga resultante (i.e., total) no

corpo: m AL CM(t) = RD(Q) = Foq,(t). (%)
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LO tensor de Cauchy -1-

O tensor de Cauchy -1-

& Seja 21,2 disjuntos mas ndo mutuamente separados, e
Q=01 UQ. Seja X := 001 NONs.

Forcas coesivas

& A forca atuada por €25 sobre £2; é uma forca de contacto em 3,
ou seja é representada por uma medida vectorial absolutamente
continua respeito a dS, cuja densidade é T'(z)dS(x) (no tempo t).
& O vector T so depende da posicdo x € ¥ e da normal N(x):

T =T(z,N).

& Fixado N, x — T'(z, N) é continuo.

T é chamado forga interna (ou coesiva, ou das tensdes internas)
em x na direc¢ao N.

Lemma 1
& Para todos os = € ) and todos os N € S§? (|N| = 1) temos:
T(z,N)=—-T(x,—N). (%)
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LO tensor de Cauchy -2-

O tensor de Cauchy -2-

Tomando z =0 e N = ¢;, o vector T'(0, ¢;) tem 3 componentes
0ji, 1 < j <3, ouseja: T(0,¢;) = 0jie;. Portanto Tj(0,¢;) = 0y
é a componente j da forca atuada pelo meio continuo em x num
faceta de normal e;.

Tetraedro de Cauchy

& Seja (1) C Q um tetraedro de cume a origem 0, e dado pelos 3
outros pontos A; no eixo ¢;. Portanto a base A; A3 A3 tem uma
normal N, enquanto 0A; Ay tem normal —es3, 0A2 A3 tem normal
—e9, 042 A3 tem normal —e;.

& Temos tambem N; = N - ¢; = o angulo entre A1 A3A3 e
0ALA; k1 # 1.

& Para alem, a equacio de A1 A>A3 é N;x; = h, onde h é a
distancia de A1 A543 a 0.
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LEquat;ﬁo do movimento de um continuo

Equacao do movimento de um continuo

Teorema de Cauchy (linearidade das tensdes)

Temos T'(z, N) = N;T'(x,¢;) = 05iNiej, ou Tj(0, N) = 0iN;. (%)
Equacdo do movimento, ou Conservacdo do momento linear
& Seja um continuo de massa volumica p(z,t) sobre o qual atua
um forc;a de densidade volumica f(z,t). Portanto

pa = th = pW f + div 0. As equagdes do corpo em
equilibrio sdo —div o = f.

& DEM. Toma wr C . Portanto

fwt a(z,t)p(x,t)de = faw t)dS(z +f fdz. Pelo
Teorema da dlvergenC|a eo teorema de Cauchy (T =oN):

L, oz, t)p(z, t)de = [, (f — div o)dz, Vw, = forma local.
Simetria do tensor de Cauchy, ou Conservacdo do momento
cinetico

O tensor de Cauchy é simmetrico: 0y = 0ji. (%)
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LConserva;éo da Energia cinética

Conservacao da Energia cinética

Poténcia das tensoes internas

Para qualquer sistema material wy; C €2, a poténcia das tensdes
internas € igual a P;(wy) := f%(a -d)dz, com d := Vv a taxa de
deformagdo associadas a velocidade v (ndo devem ser pequenas!).

Teorema: Conservacdo da Energia cinética

Para qualquer sistema material wy; C §2; e num qualquer referéncial
inercial, a derivada com o tempo da energia cinética é igual a suma
das poténcia das forcas externas de volume f e de contacto T’
atuadas no sistema, menos P;(w;).

Forma global (num referéncial inercial, Vw; C €))
i %ﬁdx:fwt(f'v—d'd)dx-i-fawt oN -vdS(x).

dt Juy
& DEM. Utilisa-se a equa¢do do movimento, e integracdes por
parte e o facto de o - Vv = o - d (pela simetria de o).
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LConserva;éo da Energia total

Conservacao da Energia total
Lei: Primeiro principio da termodinamica
V sistema material w; C €, existe uma func¢ido “energia interna”
especifica e (i.e., por unidade de massa) tal que a derivada com o
tempo da suma da energia interna e da energia cinética seja igual a
suma das poténcia das forcas externas de volume f e de contacto
T atuadas no sistema mais a suma das contribui¢cGes por unidade
de tempo de calor volumico (i.e. fonte de calor Q mais radiagdo r)
e da contribuicdo de calor x na superficie.
Lemma: 3 fluxo de Calor J t.q. x = —J - N. (Cf. Cauchy)
Forma global (num referéncial inercial, Vw, C €2;)
1L, ple+ 5 =
fm(f v+ Q +r)dr + fawt(o'N v —J-N)dS(x) (%).
Forma local (derivada material da energia interna)
pg—;j =0-d+Q+r— divJem (z,t) € Q x [0,T].
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LConserva;éo da Energia total

Conservacao da Energia total como principio primeiro

& DEM. Utilisa-se a eq. do movimento, e integragcdes por partes.

Pela conservacao da Energia, a conservacao da massa e do
momento linear

& A invarianca de Galileo ou inercial diz que a forma global deve
ser invariante por transformacdo v — v + vg one vg é uma
velocidade constante. Portanto substituimos v por v 4+ vy em (*).
Por 0yvg = Vug = 0 obtemos a forma local:

(Dp Dp

D
— Dt+pdivv)+p—vfffdiv0):0.

2
+ pdiv U)U?OJrvo(v( Dt

Dt
& Pela arbitrariedade de vy obtemos:

> Massa: % 4+ pdiv v =0,

> Momento linear: p% —f—dive=0.
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LSumario: as 3 leis de conservagdo

As 3 leis de conservacao: forma generica
& Seja Cjy uma quantidade extensiva do sistema no ponto
material M, de densidade especifica cpf(t) = c(x, t).
& A conservacdo de C'j; screve se como:

0 dr = ¢ dx — €. NdS
/w o s / R /M)g ().

onde (N é a normal exterior a w(t))
> 1 taxa de producgdo (> 0) ou destrui¢do (< 0) de Cys por
unidade de volume
» £¢ flusso de Oy atravez de Jw(t) por unidade de area e

tempo
As 3 leis
Quantidade(Cyy) Flusso :£¢  Fonte :n°
Massa(p) pU 0
Momento linear(pv) -0 + pv? f

Energia interna(pe) J+pev  Q+r+o-d
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LConserva(;ﬁo da Energia total

Equacao do Calor

Interpretacdo fisica da energia interna
A energia interna de um ponto material representa a suma de todas
a energias (cinética, potencial) das moleculas do ponto material.

Equacao do Calor

Tomando e = ¢T', com c o calor especifico, e T a temperatura,
temos pela Lei de Fourier J = —kVT e a forma local da
conservacgdo da Energia :

[pc%zo-d-l—@-l—r-i—kAT].
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LConservagéo da Energia total

Observa-se que

> % = 0T + VT - v (tomar conto do termo de transporte)

» o - d representa o aquecimento devido ao trabalho das tensdes

» Equacdo do Calor é acoplada com a do movimento.

Simplificagcdes usuais

Sistema no reposo: v = Vv =d = 0 e portanto %f = o0,T.
& Em deformacdes infinitesimais: % = O se

VT | ~ |Vv| ~ |Vu| < 1.
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Segunda Lei da termodinamica -1- Introduccdo

Preambulo

A 1% Lei da termodinamica é um principio em relagdo a
conservacdo da quantidade de energia. Por sua vez, a 2% Lei da
termodindmica nos diz algo sobre a qualidade da energia. O
principio é o seguinte: havendo a conservacdo da energia total de
um sistema pela primeira Lei, o 2° principio nos diz que a parte da
energia “utilizavél” diminui enquanto a parte “inutilizaél” aumenta.
& Em termos microscopicos, a 2% Lei da termodindmica nos diz
que um sistema tende a evoluir a mais desordem, disorganiza¢ao,
caos. Esta evolucdo ndo pode voltar atraz: chama-se a
irreversibilidade do processo.

& Portanto a 2 Lei da termodindmica da uma orientac3o ao
tempo (fora dos sistemas reversiveis, onde “ndo ha tempo”.)

& Exemplo: o Calor vai da parte quente a parte fria, e ndo o
oposto (sem outras forgas a atuar no sistema).
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LSegunda Lei da termodinamica -2-

Segunda Lei da termodinamica -2- Introduccdo

Energia “utilizavél”

E basicamente a energia que se transforme em trabalho
(tipicamente: ativar um pistdo) necessario para a producgdo,
crescimento, reparacio, etc., de subsistemas.

Energia “inutilizavél”

Os processos indicados acima n3o existem sem gastar energia
(tipicamente: por dissipagdo termica, atrito, etc.) Esta parte
consiste em energia perdida, por n3o ser transformavel.

Entropia

A entropia é uma medida da parte “inutilizavél” da energia de um
sistema. Portanto é uma quantidade escalar que aumenta com esta
ultima energia. Por isso, diz-se que a entropia mede o desordem de
um sistema.
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LSegunda Lei da termodinamica -3-

Segunda Lei da termodinamica -3-: Estados em equilibrio

Maquina de Carnot

Até meados do século XIX, acreditava-se ser possivel a construcdo
de uma maquina térmica ideal, que seria capaz de transformar toda
a energia fornecida em trabalho, obtendo um rendimento total
(100%). Para demonstrar que n3o seria possivel, o engenheiro N.
Carnot (1796-1832) propds uma maquina térmica tedrica que se
comportava como uma maquina de rendimento maximo.

a\ ] e
& i & " . .
33 2| =7 ¢ Este ciclo seria
Yolume - Valume T1-T2
Cngine sksorbs et et source isre- o composto de quatro
from source at e, (ool moued; gas continues
gas expands L to expand, conling
processos

Pressure

k & Consideramos o caso
o c

L ™=|| =w= | idal onde n3o ha atrito

Wq V3 Yolume
Valume
oo em nenhum dos quatros.
compressed; heat
qoes to sink at T2,

Pressure

Wvg
Yolume

Coul gas is isolated
and compressed,
heating back to T1,
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LSegunda Lei da termodinamica -4-

Segunda Lei da termodinamica -4-: Ciclo de Carnot

pd

A Q
Q= '0 J’ 4
%///

///// —
//////4 isoterma T,
Q=0
S Mol W .
Q‘ o

~——— isoterma T,

& Medimos que Q;
& Pela 1° Lei,
rendimento é W1 = Ql_
(partes util/fornecida da
energia em saida)= 1 — %
& 100% < T =0 ou

Ty = oo ( fisicamente
impossivel)

Q1
T
2

» A-B: Uma expans3o isotérmica

reversivel. O sistema recebe
calor da fonte de aquecimento

B-C: Uma expansao adiabatica
reversivel. O sistema n3o troca
calor com as fontes térmicas

C-D: Uma compressao
isotérmica reversivel. O sistema
cede calor para a fonte de
resfriamento

D-A: Uma compressdo
adiabatica reversivel. O sistema
ndo troca calor com as fontes
térmicas
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LSegunda Lei da termodinamica -5-

Segunda Lei da termodinamica -5-: Maquina de Carnot

Furnace

Reactor

REVERSIBLE
ADIABATIC

REVERSIBLE
TISOTHERMAL

P —r

Electric
generator REVERSIBLE
a ADIABATIC

Net work out, W'.gq=2W3—4W1

PRESSURE

Atmospheric air
or
cooling water
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Segunda Lei da termodinamica -6-: Consequéncias
Existéncia de energia “inutilizavél’
O ciclo ideal de Carnot mostre-nos que mesmo sem atrito, ou seja
no caso de uma mdquina perfeita nao é possivel transferir todo o
Calor fornecido em trabalho util, pelo que existera sempre uma
parte da energia “inutilizavél”.
Ciclo real (A,B,C,D em equilibrio)
Introduzimos a forma diferéncial %. Num ciclo de Carnot temos

0Q _ Q2 @1 _ <
j;ABCD T =% = 0. Sendo esta forma fechada, é exata, i.e

existe uma funcgdo escalar S (dita “de estado”) tal que dS = %#
& Num sistema real (con atrito) teriamos Q] > Q1 e Q5 < Q.
Q _ Q’g g’ <0

Portanto num sistema real, i.e., n3o reversivel: - <

& Logo num processo real do estado A ao estado B témos
fA 1rrev + fB 6Q rev - f)gA 1rreV < 0 VA B

{A <T dS) <0, VA BW Relacdo de Clausius-Plank.
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Segunda Lei da termodinamica -7- 2° Principio

& No ambito da Mecanica racional, assumimos a validade de
Clausius-Plank mesmo fora do equilibrio.

2° Principio da Termodinamica: 35 (a entropia) t.q dS > %

Para um qualquer sistema material wy C €4, existe uma func¢a
“entropia” especifica s tal que a derivada com o tempo da
entropia do sistema seja maior ou igual a suma das contribuicdes
por unidade de tempo de calor volumico e do fluxo de calor J
atuados no sistema, ambos divididos pela temperatura.

Forma global

d Q+r J-N
— > — —_— .
7 /Wt psdx / dx - dS(zx)

Forma local

& Pelo teorema de Transporte, [V(m,t) :p% > Q;T — div (%)}
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Segunda Lei da termodinamica 8- Energia livre

Desigualdade de Clausius-Duhem
Pela conservacdo da energia (forma local):
[ referéncial inercial, V(x, 1) : pT28 — pBe > —0 - d+.] - - |

t
(Nota: div (£) = #divJ —J - ¥F = 2div J + J - V1).

Energia livre de Helmholtz

Definida como .

2° Principio da Termodinamica em forma local
Pela desigualdade de Clausius-Duhem: em qualquer referéncial

inercial temos: | V(z,t): 0<o-d—p (B —s2L) — . YL

Dissipacdo mecanica
Definida como [ Di=c-d—p2t > OJ (T =constante em C.-D.).
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LSegunda Lei da termodinamica -8a-

Segunda Lei da termodinamica -7a- Irreversibilidade

Conservacdo da Entropia
Podemos tambem exprimir o segundo principio na forma seguinte:

D
pﬁi =n’ — div £,

onde

» 1°: fonte volumica de entropia (processo interno ao sistema),
ou taxa de producg¢do local (= dissipagdo local)

> &5 fluxo local de entropia (do ou para o exterior)
(tipicamente: £* = % em primeira aproximagdo)

- - . Q+
» Clausius-Plank / Duhem implica que: 7® > =%~
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Segunda Lei da termodinamica -9- Modelizacao

Regra de modelizacao

Uma lei constitutiva (ou de comportamento) de um modelo deve
sempre ser amissivel pelo 2° principio da Termodinamica, ou seja
deve satisfazer a desigualdade de Clausius-Duhem.

Exemplo

Assumimos que e = é(F, s) e que v = 0. Portanto C.-D. implica
que p%‘z(T gz) J - VT > 0. Portanto a escolha

J = —kVT (Fourler) , .

e é consistente.
T = %

0s

& Geralmente, para uma transformac3o isovolumica, a unica

maneira de garantir a desigualdade é de tomar

(pode ser visto como uma defini¢do da temperatura).
& Outra interpretacdo (Liu, 1972): T—! é um multiplicador de
Lagrange relativo a conservacao da energia.
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Segunda Lei da termodinamica -10- Principo de maxima
entropia maxima

& Seja a energia total £ := Ei,; + Epot + Ecin, onde

J e fw pedx, By = f% p%, Epot := fw —f - udz+

Jow, —9 - udS(x). A 17 Lei escreve-se como (i)

4g = J, (@ +7)dx — [5, J- NdS(x) e a 2% como (ii)

&8> [ QT o — o, ZF-dS(x), com a entropia S := [ psda.

Principo de maxima entropia maxima de Clausius (1822-1888)

Consideramos um sistema adiabatico (i.e., J = r = 0) sem fontes
de Calor volumicas (i.e., @ = 0). Portanto, a 1* Lei, (i), significa a
conservagdo no tempo de £. i.e., 4& = 0 enquanto a 27 Lei, (ii),
o crescimento no tempo de S, i.e., %S > 0.

& Esta observacido conduz Rudolf. E. Clausius a escrever:

“The energy of the universe is constant, and the entropy of the

universe tends to a maximum''.
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Segunda Lei da termodinamica -11- Principo de maxima
entropia/minima energia
Principo de maxima entropia/minima energia
Consideramos um sistema com @ + r = 0, de volume constante e
de temperatura constante 7' = Ty na fronteira (s6). Pela 2% Lei,
4(TpS) > — Joq, 7 - NdS(x), i.e. temos LA<0, A:=E-T,S:
» Minimiza-se £ (energia) a entropia constante, ou
» Maximiza-se S (entropia) a energia constante.
& Notamos:
>T—cstf,g—O:>A f ph+p2)dac dt.A<0and

L, % dr < 0= Dl < 0. (cf. fluido Newtoniano) .

» Pode-se maximizar S e minimizar £ simultaneamente.

> Existe sistemas onde maximizar S é contraditério com
minimizar £: neste caso, um principio sé é que ganha.

» N3o é preciso chegar aos valors minimos/maximos: é
suficiente ter £ a diminuir, enquanto S aumentar.
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LSegunda Lei da termodinamica -12-

Segunda Lei da termodinamica -12- Temperatura
& A relacdo T := £¢ vem do 2° Principio: é uma definic3o
macroscopica da temperatura, atravez a Lei de comportamento
s+ e(+,s). Portanto a no¢do de temperatura segue a de entropia
e de energia interna. Contudo, nem s nem e foram definidas a
escada macroscopica (foi sé postulada suas existéncias).

Vibration
an fernpera Liﬁiem”e'a‘“‘e & Ambos s e T tém uma definic3o a
I\' }*\ ’,» “ escada microscopica.
'\:5* -, Cadeia de decaimento da energia
e _t:: '*‘\ ‘\1 ) & Eing + Epot & Eein & D =
po cin

| Colective] dissipacdo de Calor
& A temperatura é a tendéncia Energias utilizaveis acabam por se
de um ponto material ceder transformar em dissipagcao termica,
energia espontaneamente a aumentando a entropia do sistema

propria vizinhanca.
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Segunda Lei da termodinamica -13- Abordagem axiomatico

& Devido a Elliott H.

Lieb e Jakob Yngvason = &= i

nnnnnnnn

(Phys. Today 53 (4), 32
(2000))

Transformacdo adiabatica
Definida como um processo termodinamico
de um estado X (de equilibrio) de um

sistema a um estado Y deste sistema, onde
» n3o existe transferéncia de Calor com

o0 exterior ao sistema (i.e., é isolado)

& O peso significa que sé foi
realizado trabalho (forca do
Gorilla considerada infinita)

» trabalho tem sido realizado (sobre o
sistema pelo exterior ou sobre o do
exterior sobre ou sistema).
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LSegunda Lei da termodinamica -14-

Segunda Lei da termodinamica -14- Abordagem axiomatica

Relacao logica entre dois estados: X <Y

Se existe uma transformacdo adiabatica que faz evoluir o sistema
do estado X ao estado Y, escrevemos que X < Y e digamos que
X precede Y.

(X, X
Estados conjuntos (combinados)
Seja X e X’ dois estados. Portanto
— — o estado conjunto é o par (X, X’).
Entropia

Sejam un conjunto de pares (X,Y) onde X < Y. Pela 2 Lei,
podemos codificar esta lista numa func¢do S definida sobre todos
o estados do sistema tal que [X <Y e SX)< S(Y)]

(temos = se a transformacio estiver reversivel).
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LSegunda Lei da termodinamica -15-

Segunda Lei da termodinamica -15- Additividade da

entropia

& Pelo 2° principio, a entropia S deve verificar a propriedade de

aditividade: S(X, X’) = S(X) + S(X').

& V(YY) tal que X <Y e X’ <Y’. Portanto (X, X’) < (Y,Y").

& O oposto é falso: I(X, X’) < (Y,Y’) sem que X <Y, X' <Y’

& Portanto S(X) + S(X') < S(Y)+ S(Y)

(mesmo se S(X) > S(Y)). Exemplos (precedéncia adiabatica)
®x) & Misturando (adiabatico!) pode-se

aquecer whiskey e fundir gelo
UU & Colocando os 2 copos em contacto
D - pode-se aquecer o gelo e arrefecer o
whiskey: o estado conjunto é dado
UD UD D por uma transformac3o adiabatica.
oY) . A

n3o é adiabatico (e S(X) > S(Y3)).



Mecanica racional: Mecanica do continuo Aulas teoricas
LSegunda Lei da termodinamica

LSegunda Lei da termodinamica -16-

Segunda Lei da termodinamica -16- Scaling da entropia

Grandeza intensiva ou extensiva

As propriedades intensivas sdo propriedades fisicas que ndo
dependem da extensdo do sistema (i.e., do scaling), isto é, sdo
independentes do tamanho ou da quantidade de matéria de um
dado sistema. Ja as propriedades extensivas, dependem da
extens3o do sistema, isto é, variam de forma proporcional com o
tamanho ou a quantidade de matéria existente num dado sistema.

» Propriedades intensivas: temperatura (T em K), pressdo (p
em Pa), massa voltimica (p em kg/m?), ponto de ebulicio.

» Propriedades extensivas: massa (m em kg), volume (V em
m?), energia interna (U em J), entropia (S em J/K),
capacidade calorifica (Cp ou CV em J/K)

A entropia é uma grandeza extensiva: S(AX) = AS(X).
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LSegunda Lei da termodinamica -17-

Segunda Lei da termodinamica -17- Propriedades

Sumario das propriedades basicas de <
P> Reflexividade: X < X
> Transitividade: X <Y andY < Z = X < Z
» Jungdo adiabatica: X <Y and X' <Y’ = (X, X') < (YY)
> Extencdo adiabatica: X <Y = AX < \Y
» Corte adiabatico: VO < A <1, X < ((1 - X)X, \X)
» Recombinagdo adiabatica: VO < A <1,((1 —A)X,AX) < X
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LSegunda Lei da termodinamica -18-

Segunda Lei da termodinamica -18- Hipdtese de
Comparacao

Hipotese de Comparacdo

Seja X e Y estados (em equilibrio) de um sistema (massa total e
composi¢do quimica dadas), simples ou combinados. Ent3o

(X <Y ouY <X]

& Sejam X, X e X1, 3 estados de um sistema. Pelas Hipdtese de
Comparacio e as propriedades de corte e de recombinacio, temos

VO< A<, X < ((1 — )\)Xo,)\Xl) ou ((1 — )\)Xo,)\Xl) < X.

& Seja X, X e X; estados (em equilibrio) de um sistema tal que
Xo < X < X, (exemplo: mesma massa de aqua no estados de
gelo, liquido, e vapor).
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LSegunda Lei da termodinamica -19-

Segunda Lei da termodinamica -19- Existéncia

Teorema de existéncia de um limite inferior a entropia
Existe pelo menos um 0 < A <1 tal que ((1 — )Xo, \X1) < X.

& Logo, (1 —X)S(Xp) +AS(X:1) < S(X). Tomando S(Xp) =0e
S(X1) =1 como entropias de referéncia dos estados de referéncia
Xo e Xi (equivale a dizer que S(Xy) e S(X1) sdo os valores
minimo e maximo da entropia para este sistema), temos A < S(X).

& Extraimos or introduzimos energia
- no sistema sob a forma de trabalho
@l s6, por exemplo com uma maquina
de Carnot reversivel que funciona

entre as parte do sistema com alta e
baixa temperaturas.
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Segunda Lei da termodinamica -20- Definicdo da entropia

Unicidade da entropia

S(X) := Amax = max{A: ((1 — A\) X0, AX1) < X} |

& Corollario (reversibilidade adiabatica):
X < ((1 = Amax) X0, AmaxX1) (visto que temos =).

Definicdo da entropia

Seja Xg < X < X1.

DEF: A entropia S(X) do estado X de um sistema é igual a
fragdo maxima de X7 necessaria par transformar X; em lkg de X
com ajuda de (1 — S(X)) de Xp.

& Nota-se que esta definicio é puramente derivada de principios
l6gicos. Em particular, ndo se fala nem de temperatura, nem de
energia ou de Ciclos de Carnot reversiveis.
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Mecanica dos fluidos -1- O fluido Newtoniano

Definicoes

» Um continuo é dito fluido se o tensor das tensdes é uma

funcgdo isotropa de d = V5v. i.e., o = &(d).

» Um fluido é dito Newtoniano se &(d) é afina em d.

» Um fluido é dito incompressivél se tr d = div v = 0.
& Pela estrutura de uma forma quadratica isotropa, um fluido
Newtoniano verifique o -d = —ptr d + A(tr d)? + Btr d?. Logo,
sua Lei constitutiva é [&(d) = —pl+2ud + Atr dl = —pl + Ad.}
Pressao
& p é chamada press3o hidrostatica: p = p(T, p)
& Para fluido incompressivél, a pressio é definida como menos um

terco do traco das tensoes, i.e. A partida, nao

existe uma lei constituiva entre p e d, pois que p = p(x,t) é
considerado um multiplicador de Lagrange pelo vinculo div v = 0.
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L Mecanica dos fluidos -2-

Mecanica dos fluidos -2- Estatica

& No reposo, i.e., se v =0, temos d = 0 e portanto o = —pl.

Lema 1

Seja um fluido no reposo e supomos que as forcas de volume
derivam de um potencial, i.e., f = —V'P. Portanto p + P = cste.
& DEM. Logo, pelo equilibrio —div o = f.

& Caso da gravidade: P = ppgz onde pg é a densidade constante
du fluido.

& Fluido no reposo com fronteira livre:

Do + P = cste = P = cste. Logo z = cste.

& Caso de um fluido em rotacdo mas com d = 0 numa base em
rotagdo (i.e. imovél com respeito ao suporte): acrescenta-se as
forcas centrifugas, P = pogz — p0w2§. Logo, z = powzg + cste:
perfil=paraboloide de revolugio.



Mecanica racional: Mecanica do continuo AUlAS teoricas
LMecénica dos fluidos -1-
LMecénica dos fluidos -3-

Mecanica dos fluidos -3- Estatica

Principio de Archimedes (287-212
BC. Syracusa (Sicilia), Alexandria

(Grecia))
A suma das forcas de contacto
Equilibrio entre 2 fluidos atuadas sobre um corpo inteiramente
Temos f = Vp and f = —pge,. ou parcialmente imerso num fluido
Logo, p = pq — pgz e portanto: no reposo é uma forca vertical igual
a menos o peso do volume de agua
ph=p'(h+ H). deslocado, e atuando no centro de

massa G do volume imerso.
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Mecanica dos fluidos -4- Principio de Archimedes

DEM. (Archimedes). Trata se de calcular
A= [o0,- BlﬂUI‘UNdS = Jo,o —PINdS(z)
- fr‘pa]le dS fa Q (pogz — pa)INdS(z) —

Jr pale,dS(x faQ pogz — pa)INdS(x), pois
que z =0 em F

Pelo teorema da divergéncia,
A= Jo, Vipogz)de = [o poge.dz =m()ge,

% Seja Para alem, [, _y qur G2 % (0N)dS(z) =
F'={z=0}NQ eN a
normal exterior & 0;1)

g T
(fﬂl Gwd:n) X poge, = 0, pela definicdo
intrinseca do centro de massa.
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L Mecanica dos fluidos -5-

Mecanica dos fluidos -5- Navier-Stokes
Equacdo de Navier-Stokes geral ou compressivel
Pela equacdo do movimento, temos
p%’ =divo+ f=-V(p+Atrd) —2udivd+ f.
Lembrando que tr d = div u e div Vv = Vdiv v, temos
a equacdo de Navier-Stokes compressivel:
[p% —pAv+V (p— A+ p)div o) = f,jp =p(p,T) = apT
= acoplado com
(i) (Massa) % +pdive=0e
(ii) (Energia/Calor) pc2L = o -d+ Q + r + kAT
Restricoes
A forma bilinear o - d que aparece na formulac3o fraca deve ser
fortemente elitica. E suficiente pedir estabilidade puntual. Isto
vale, pois que A > 0: P(d) := Ad-d >0, Vd (i.e., a parte
principal). Escrevendo d = d%¢V + d**" com d*P" := T tr d/3:

P(d) = 2ud?®¥ - d¥ + (A +2/3u)(tr d)? > 0 = m
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Mecanica dos fluidos -6- Navier-Stokes incompressivel
& Incégnitas: (v, p). (Caso compressivel: tambem 7" e p).
Equacdo de Navier-Stokes incompressivel: div v =0
:[po%—,uAv—i—Vp:f (divsz),]ondep:pozcst ep

obtido a partir de v e f como Ap = div f — pgVuv - V7.

(%(t) = %vE(q)(X, t),t) = ow(x,t) + (v(x,t) - V)v(z,t), onde
vF = v. Com indices: %1;;' = 0w; + v;0;v;).
ENS-i: propriedades

» Translacdo espacio-temporal: x - x4+a, t—t+ T

> Isometrias (rotagdo/reflexdo): » — Quz, QTQ =1

» Transformacado de Galileo:
x —x—vot, v—v(x—oot,t)+ vy

» Scaling v(x,t), p(z,t) solugdo = Av(, A%t), \2p(Ax, \%t)
tambem é solucao
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Mecanica dos fluidos -7- Navier-Stokes incompressivel
ENS-i: condices limites
Seja a velocidade relativa: v, = v — Vpgq,
» Fluido viscoso: v, = 0 em 0€);
» fluido perfeito: v, - N =0
» Condigdo inicial: (v(x,0),p(x,0)) = (vo(x), po(x)).

Adimensionalisacao, Numero de Reynolds
Define & =g:/L,f= t/T,0 =v/U (U= L/7),
p=p/U?, f = fr?/L: a ENS-c é re-escrita como (sem os A)
{ Bv 4 Vp—Re 'Av = f
div v = 0
& O escoamento n3o depende de py, L, U, i separadamente, mas

. . ~ _ L?po/u|_ tempo viscoso
sim do numero sem dimen¢des | Re = LJU |~ tempo cinetico"
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Mecanica dos fluidos -8- ENS-i-Conservacao da energia
& Termo ndo linear: B(u,v) = (v- V)u: 2% = 9,0 + B(v,v).
Lema 2: [, B(u,v)-udr =0sev=0em dQe divv=0em
Q

DEM. Temos [, vidiujujdr = [,qviNiuju;dS(z)
— fQ (viuj)ujde = fQ @-viu?dw — fQ v (Oyuy )ujdr =
2 [ vidiujujde = — [,(div v)u’dz = 0.

& Supomos v bastante regular. A energia cinética é igual a 5|[v[|3.

Lema 3: 41)v)|3 = —Re™!||V0||3 + (f,v)2 se u = 0 em 9.
DEM. Integramos, [ (0w + B(v,v)) - vdx = [, —Vp - vdx

+ [oRe ' Av+ f) - vdz = [, pdiv vdz — [, Re™'Vv - Voda
+fQ f -vdz. Pelo Lema 2 e a incompressibilidade, temos

dt2 o lvlPde = — [ Re || Vo|2dz + [, f - vda.
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Mecanica dos fluidos -9- Navier-Stokes incompressivel

Caso limite 1: Re — oo: fluido perfeito: Eq. de Euler

Fluido sem dissipagao viscosa, com turbuléncia...ndo linear:

(EE-i)
{ O+ (vV) - v+ Vp

div v =

O

Ty

ARD EULER 1707-1783

Caso limite 2: Re — 0: Eq. de Stokes

& e B

PRINCIPES GENERAUX
Y MOUVEMEN_T DES FLUIDES.
par M. EULER,

1

Avlm éuabli dans mon Mémoire précedent les principes de I'équili-
bre des fluides le plus généralement, tant 3 Pégard de la diverfe
Jité des fluides, que des forces qui y puiffent agir ; je me propo-
e de trsiter fur le méme pied I¢ mouvement des fludes, & de recher
cher les principes géncraux, fur lesquels toue la fcience du mouve-
‘ment des fluides eft fondée. On comprend aifément que cette matie-
re eft beaucoup plus difficile, & quelle renferme des recherches in-
comparablement plus profondes : cependant jefpére d'en venir sufl
heureufement i bout, de forte que sil y refte des difficultés, ce ne fera
pas du coré du ique, mais uni du céré de Panalyti
cette feience n'étant pas encore portée 4 ce degré de perfection, qui
feroit nécefliire. pour déveloper les formules analytiques, qui renker-
meat les principes du mouvement des Auides.

Velocidades e Re pequenos, fluido viscoso, linear:

Ov+Vp—Re 'Av = f

(ES-i) { div v = 0
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Mecanica dos fluidos -10- Stokes incompressivel e

estacionario (ES-i-est)
em R?
Re 'Av—-Vp = —f
(%) div v = 0
lv|,p — 0 as r=lz] >
Metodo 1: solucao canonica
Seja F' € R3. Consideramos (%) com f = F(SO e definimos

V= % (% + x®"”) Portanto v = VF,p = =—% é solugdo.

Lema 4: Re 'Av — Vp =0em R?\ {0}
& DEM. Faz-se a mano.
Lema 5: Re 'Av — Vp = —F6, em R3.

& DEM. Temos que ver se
Re 1(Vov, Vw)s — (p, div w)s = Fw(0), Yw € C°(Q)?
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Mecanica dos fluidos -11- Stokes incompressivel e
estacionario em R3
Demonstracao do Lema 5
Re 1(Vu, Vw)s — (p, div w)y = fBe(o) (Re™'Vu-Vw —pdiv w)dz
+ fBC(O)(Re_IVU -Vw — pdiv w)dr = I + J. Logo
|I| < Ce,C >0, pois v~ Lp~ 2 ede=ridrdw. Para alem,
T = Jpe(o)(Vp— §2) - wdz + fch BLwdS (@) + [yp pwNdS(z).
Por Lema 4, = fch (%2 — pN)wdS(a ) Logo z =re,, N = —e,
= ONv = 2% (]I+§T®6)F pN = =5 (e, ®e,) F. J3
Jope (B = pN)wdS(z) = O(e) + % (@) f52 I+ 3¢, ®e,)dwF
= O(e) + ué(??) (471 + 3%)F = O(e) + w(0)F (exprimir e, na base
Cartesiana para integrar). Deixar ¢ — 0.
Corollario: a solugdo de (k) év =V * f,p= 25 -%f

DEM. Imediato, pois que f = f x .
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Mecanica dos fluidos -12- ES-i-est em © C R? limitado.
Solugdo explicita no caso f = 0 (Papkovich—Neuber)

Seja o vector ¢ e o escalar x tais que A® = Ay = 0. Logo
v(z) = 2Re(V(z-®+ x)(z) —2®(x))
{ p(x) = div ®(x)
& Exemplo:y =0e z-9;® — ®; =0 em 99 implica v = 0 em 9.
& SejaV:i={ve H}Q): divv=0}e
L3(Q) :={pe L*: [,pdz = 0}.
Teorema de existéncia no caso v = 0 em 0f).
Seja ) conexo, Lipschitz, e f € H~1(Q). Portanto
J(v,p) € V x L3(R) solugdo de (ES-c) com v =0 em 9.
& DEM. Seja a(u,v) = (Vu,Vv)a e L: (L,w) = (f,w)H_l’Hé.
Sendo a uma norma para H& e L linear e continua em V,
Lax-Milgram implica existéncia de um unico (v,p) € V x L3(Q) tal
que a(v,w) = L(w). Logo (—Av — fiw)g-1 g1 =0, Vw € V.
Pelo teorema de de Rahm, 3p € L2(Q) : Vp = —Av — f.

é solucdo.
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Mecanica dos fluidos -13- ES-i-est em €2 C R? limitado.

Problema de minimizacao e multiplicador de Lagrange

A solug3o obtida e o unico minimo de J : H}(Q) — R :

J(w) = [o|Vw|?dz — [, f - wdz, Yw € V. O gradiente de J em
v é Grad J(v) := —Av— f € H (). Visto que v minimza J no
sub-espaco V' de vectores com divergéncia nula, o vinculo é a
mapa linear div : H}(Q) — L3(f), pelo que o teorema dos
multiplicadores de Lagrange implica que Grad J(v) =1l o div ,
com IT € (L3(Q))" = L3(Q). Logo, Ip :

Grad J(v)[w] = (Ilo div , w) -1 g1

= (p, div w)y = <—Vp,w>H71’H3 e portanto a pressdo pode ser
vista como um multiplicador de Lagrange para o vinculo div v = 0.
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Mecanica dos fluidos -14- ES-i-td em  C R? limitado.

dv+Vp—Re'Av = f Q
div v = 0 Q
() v = 0 00 °
v(0) =

Formulagdo fraca (J.-L. Lions: 1928-2001)
Seja v(+,t) € V. Multiplicando () por w € V, temos

pn Qv(x,t)w(x)dx +a(v,w) = /Qf(a:,t) ~w(x)dz,

onde a(v,w) := Re™! [, Vu(z) - Vw(z)dx

& A mesma reescreve-se como uma ODE: procura-se v(t) uma

funcg¢do em ]0, 7 com valores em V' tal que

@) E(t),w) 20 +a(v(t),w) = (f(t),w)2q),
v(0) =

YVw e V,0<t<T, eondewv é continua em 0.
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Mecanica dos fluidos -15- ES-i-td em Q C R? limitado.

& Seja
VAW:={veL*Q): divv=0¢cD(Q),y90(v)N = 0}.
Introduzimos EYY := L2(]0,T[; V) N C([0,T}; W).

Teorema de existéncia de uma solucdo fraca; formulacdo geral

Seja V' C W, dois espagos de Hilbert. Seja a(u,v) uma forma
simetrica, bilinear, continua e coercivaem V x V. Seja T > 0,
vo € We f € L*]0,T[;W). Portanto o problema ((J) tem uma
solucdo unica em EVY, e existe uma constante C' > 0 tal que

[oll L2 go,rpvy + 10lleqo,rpmy < C (lvollw + Il L2go,rpwy)-

& Assumindo bastante regularidade, (9;v + Re 1 Av — f,w)s = 0,
Vw € V e portanto temos (M) pelo teorema de de Rahm.
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Mecanica dos fluidos -16- ES-i-td em Q C R? limitado.

Syt WD cyvw eV (B Wy =T0(t) € D/([0,T)),
onde II(t) := (v(t),w)2(0) € L*(0,T[). Temos

I'(t) € Der C((0,T])) : (I'(t), () p = — [y T(H)p ( )dt.
Geralmente, I1'(t) ¢ L'(]0, T[), pois Der C([0,T])) € W1(]0, T]).
& Se v(t) for solucdo de (OJ), vé-se logo que I € Ll( T]), pois
que (f(t) )L2(Q) - a( (t)7w) € Ll(}O7TD LOgO < >

€ L'(]0, T), pelo que (v(t),w)yy = (v(t),w )LQ(Q)

e WH1(]0,T[) ~ C([0,T))) = v é %-fraco continuo com valores
em V' = tomar vy € V', pois v(t) — v(0) =vg em V', t — 0.

& Formulacdo fraca com funcdes test que dependem do tempo:

(<>)v¢ €C.(0,T[;V): 0=
/0 <<dv( ),¢( v +a(v(t), ¥(t)) — (f(t),w(t»Hl’Hé(Q)) dt.
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Mecanica dos fluidos -17- EE-i-td em Q C R? limitado.

oww+ B(v,v)+Vp = f=-VP
Consideramos (%) div v = 0
Yoo (v)N 0

Lema 6: ,
B(v,v) := (vV)-v=div (v®0v) = V% + (Curlv) xve
div B(v,v) = Vo - VT,

DEM. Imediato por célculo indicial.

Equacao da vorticidade: w := Curl v.

(cf. o vetor rotagdo infinitesimal em elasticidade).

& Tomando o curl de (%), temos

w+ Curl (wxv) = Gw+(v-V)w—(w-V)v = 2¢ (- V)v = 0.
& A 2D, temos w -V =0 e portanto % = 0. Logo

Jow(z,t)dz = [w(x,0)dr = [,,v-dL(x), por Stokes.

= Ha de resolver o sistema acoplado completo: = 3lv = ¥(w).



Mecanica racional: Mecanica do continuo AUlAS teoricas
LMecénica dos fluidos -1-
LMecénica dos fluidos -18-

Mecanica dos fluidos -18- EE-i-td em Q C R? limitado.

& Lembrando-se de

W= {v e L*Q): divv=0¢€ D (Q),v90a(v)N = 0}.

Leray decomposition

L2Q)=WPRWH Wt ={uecL*Q):3p € H(Q),u = Vy}.
& Pois que Vp e Wi, a projecdo de (%) sobre IV ¢

veEW C HQ) : v + B(v,v) =0, onde B é a projeccio de B
sobre . Depois: p € W+ : Ap = div f — poVov - V0.

Lema 7: Conservacdo da energia cinética Egy, = 3 [, [|v]|?dz

DEM. Temos L Ecin = [o 00 - vdx =
— Jo(B(w,v) +V(p+P)) - vdx = — [, div (bv)dz = 0, onde
b= % + p + P pelo Lema 1, pelo teorema de Gauss e vN = 0.
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Mecanica dos fluidos -19- EE-i-td em Q C R? limitado.

Problema de Cauchy: d,v + B(v,v) = 0, v(0) = vy,

onde a forma bilinear B é tal que: (B(u,v),u = 0.
L2(Q)

Existéncia em tempos curtos (Lichtenstein ~ 1925)

Seja vg € H*(Q) (s > 1+ d/2). Existe um tempo 0 < T < oo e
uma solugdo unica v € C([0, T[; H*(Q)) N C*([0, T[; H*~1(2)) do
problema de Cauchy.

& Pois que H*(2) ~ CH(Q) e H*~1(Q) ~ C() temos uma unica
solugdo classica v € C1(2 x [0, T), pois |[v(t,-) —v(tg,")||cr — O e
|Owu(t, ) — Opv(to, -)|lc — 0 quando t — 0.
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Mecanica dos fluidos -20- EE-i-td em Q C R? limitado.

& Pela formulacdo em rotor, temos: fOT ||lw(t)||=0cc onde T": tempo
maximo de existéncia. Portanto

Extensdo temporal (Beale-Kato—Majda, 1984)

A mesma solucdo pode ser extendida de modo unico e regular ao
intervalo [T, T + 6[,6 > 0 se w € L1(]0, T[; L>(Q)).

& Fisicamente: existe uma instabilidade em ¢t = T se a vorticidade
nao estiver limitada.

Problema:

Gostariamos de haver um resultado de existéncia num intervalo I
independente da condicdo inicial, e para condicdes iniciais ndo tao
regulares como C!.

& Fisicamente temos que haver a energia cinética limitada, ou seja
7 llv]|3dt < oo, dar um sentido fraco a div (v®v) e Vp. Para
alem temos vy € D’(Rd) e v deve ser pelo menos continua para
darmos um sentido 4 condic3o inical.
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Mecanica dos fluidos -21- EE-i-td em Q C R? limitado.

Solucdo fraca

O par (v, p) é solugdo no sentido das distribuices de (¥) se

v e C(I;D'(RY))N LE (I x R4, p € Ll (I x RY) .

& Nota-se que nesta definicdo, n3o é exigido a conservacdo da
energia: n3o resulta automaticamente, pois que d;v € D’ (sentido

de [ v - Opvdx?)

Paradoxo de Scheffer-Schnirelman (1993, 1997))

Seja f = 0. Existe uma solu¢3o fraca de (%) n3o nula e com
suporte compato em I x R%.

& Soluc3o n3o ¢ fisica, visto que existe um campo de velocidades
nao nulo, sem forcagem e com uma C.I. nula, e que volta a ser
nulo num instante.
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Mecanica dos fluidos -22- EE-i-td em Q) C R? limitado.

Teorema de De Lellis e Székelyhidi (2009)

Seja  C R? aberto, T > 0, e €:]0, T[x — R, uniformemente
continua e tal que € € L°°(]0, T'[; L'(2)). Para f = 0 e qualquer
1 > existe uma solucdo fraca tal que

(iyvelClR (Rd fraco)),

(ii) ( ) se (1) ¢]0, T[x,

(|||) ) —dp(t,z) = e(t,z), Vt €]0,T[e qt. x € Q,
(iv) Sup0<t<T ||U( M1 ey <.

& Nota se que (iii)= velocidade pode ser localmente grandes
quanto quizer num dominio pequeno quanto quizer, e a pressao
constante (€ = cste =sem interac¢des entre particulas); (iv) =
velocidade macroscopica quase invisivel, com oscilacdes rapidas
(8,51) ~ Vé)
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Mecanica dos fluidos -23- ENS-i-td em ) C R? limitado.

Formulacdo forte

v+ (v-Vv+Vp—Re tAv = f Q
div v = 0 Q

() v — 0 09
v(0) = vy 0

Formulagao fraca 1: funcgoes test independente do tempo
Procura-se v € L%(]0,T[; V) tal que Yw € V :

()0 =

(), 0) 2() + a(v(t), w) + (B(v,v),w)2 — {f(t), w) -1 3
vale em D'(]0,T7), e v(0) = vy vale em V'

(i.e., continuidade fraca-%: (v(t), ©)v'.v — (vo, ©)v/ v).
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Mecanica dos fluidos -24- ENS-i-td em € C R? limitado.

Formulac3o fraca 2: funccdes test dependente do tempo

Procura-se v € L2(]0, T[; V) tal que & € L1(]0,T[; V'), que
verifique Vi € C.(]0, T[; V):

@) /O (<d”( ) )+ a(w(®),0(0) + (B, o(®), (b))
_<f(t)v¢(t)>H—1,Hé(Q)dt = 0.

Lema 8: Equivaléncia das formulagoes

Seja v € L2(]0, T[ V) e f € L'Y(]0,T[;V'). Sdo equivalentes (i) v
solucdo de (0) e & € L1(J0,T[; V'), (ii) v solugdo de (D), e (iii)
v(t) é solucdo de (CJM) em V' para quase todos os t.
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Mecanica dos fluidos -25- ENS-i-td em € C R? limitado.

Teorema (Leray ~ 1930)

Seja © C R Lipschitziano, Re > 0, f € L (]0,00[; H1(Q)), e
vp € W. Portanto existe v € L>(]0,T[, W) N L2(]0,T[; V) e
p e W=te(]0, T[; L&(Q) solugdo de (0JO) t.q

v e L4310, T V') (i.e., v € C([0,T); V'), pela imersdo de
Morrey: |[v[|co.a < [[v]lwrp com v =1— 7 =1/4).
& Temos a desigualdade de energia:

Lol3(0) +Re [ [Voll3(s)ds < SvI300)+ fE(f.vh 1 pa()ds
& Em 2d temos uma unica v € C([0,7]; W) e vale a conserva(,:e"\o
da energia:

Lwl3(6) +Re™ [ [Vol3(s)ds = LIvl300)+ [ (f, 0) o s (s)dls
& Nota que se quisessemos falar de um valor puntual de v(t) com
0<t<Tentdouv(t) eV
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Mecanica dos fluidos -26- ENS-i-td em € C R? limitado.

Relacao com a 1¢ Lei
Temos sempre % (Eint + Epot + Ecin) = Contribuicoes de Calor.
Pelo teorema 4 ( int — Re™ 1f0 Vv||3(s)d ) = Calor.

& Escrevemos: Re™!||Vv||3(t) = & Eyn(t) — Calor, i.e.,
interpretar Re™!||Vv||2 como uma dissipagdo viscosa (fonte de
calor intrinseca).

& Interpretagdo: em 2d, Eiy = fot Re™1||Vvl|3(s)ds 4 Calor
(Energia interna= energia criada pelo fluido sobre si mesmo mais o
calor externo=fornecido), enquanto em 3d, pelo teorema,

Einy > fg Re™1||Vwl||3(s)ds 4 Calor. = Parece que em 3d a
energia interna (i.e., das moleculas do fluido) tem comportamento
mais complexo (| e, existe formas de dissipag3o...).

YT"'
I
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Mecanica dos fluidos -27- ENS-i-td em € C R? limitado.

& A solucdo fraca é que da existéncia global no tempo.

Extencdo ao intervalo [0, 00[ a 2d e 3d.

Visto que v(T') € V' em vez de W n&o se pode considerar o
teorema num intervalo [T, T + J].

& Em 2d: define v, solugdo em [0, n]. Pela unicidade temos

Up, = Uy, em [0, 1] se n < m e portanto v(t) := v, (t) se t € [0,n].
Em 3d ndo se pode proceder desta forma, pela falta de unicidade
(mas vale o mesmo).

Duvida: com uma condic¢3o inicial mais forte, serd que existe

uma solucdo forte que seja unica?
SIM: f e L _(]0,00[; L%(2)), e vg € V = v € C([0,T*[; V), para
1

o unico T* : T* = (20Re3(||v0ug +CRe [I ||f||§(s)ds))7
Nota-se que T* — oo se os dados forem pequenos (vg, f — 0).
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Mecanica dos fluidos -28- ENS-i-td em € C R? limitado.

Extencdo ao intervalo [0, +oo[?

Visto que v(T™*) € V pode-se considerar existéncia num intervalo
[T, T + d]. Mas, quem nos garante que pode-se chegar a +00?
(Pois que ¢ depende de T7).

& Temos T* = oo se ||V ||3 < (i;(e%), |]fH%OO(R+;L2(Q)) < %.

& Voltamos 3 solucdo fraca: V0 < ¢g < 0o, sé temos continuidade
fraca para v, ou seja Vw € W : (v(t) — v(tp), w)2 — 0, t — tp.

Sabemos tambem que V1" > 0: sup |[v(t)]]2 < oo.
t€]0,T']
& Em particular, ndo sabemos nada em termos de limite puntual.

Nota-se que a velocidade sé é definida em quase todos os pontos.

Conjunto singular (Solugdo com blow-up.)
Definimos S(v) := {(t,z) : V6 > 0:v ¢ L™ (Bs(t,z))}.
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Mecanica dos fluidos -29- ENS-i-td em € C R? limitado.

Teoremas (Serrin ~ 1962, 63, Caffarelli-Kohn-Nirenberg
~ 1982)
Se (t,x) ¢ S(v) =Vk v e C’“’a(B(;/Q(t,x)),a > 0.
Temos
> HY(S) =0=dy(S) <1.
> H/2(1S) = 0= dy(nS) < 1/2, onde 7S é o conjunto dos
tempos singulares.

» uma solugdo fraca sé pode bifurcar nos tempos singulares.

& O blow-up significa fisicamente transferéncia de energia as
escadas sempre mais pequenas, pois no final trata-se de energia
concentrada num conjunto fractal.
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Mecanica dos fluidos -30- ENS-c-td. Conclusao.

Solucdo com blow-up.

» N3o sdo fisicas: as ENS ndo estdo validas se tiverem lugar.

» Argomento mais forte: a velocidade de um fluido n3o pode
ser superior a velocidade do som.

» O matematico italiano Giovanni Prouse demostrou no 1979
que existe uma unica solu¢do continua com este vincilo.

» O problema é a condicdo div v = 0 que é uma aproximacao
que torna as equadese eliticas (i.e., com propagacdo infinita).
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