
Théorème de Cauhy-Lipshitz global

Référene : [Rou09℄ p.180-184.

On munit R
m

d'une norme ‖.‖.

Théorème 0.1 (de Cauhy-Lipshitz global) Soit I un intervalle de R. Soit f : I×R
m −→ R

m

une appliation ontinue et globalement lipshitzienne en y, ie ∀K ompat inlus dans I, il existe
une onstante k > 0 telle que ∀t ∈ K et ∀y, z ∈ R

m
:

‖f(t, y)− f(t, z)‖ ≤ k‖y − z‖

On onsidère le système di�érentiel :

{

y′ = f(t, y)

y(t0) = x

ave t0 ∈ I et x ∈ R
m

donnés.

Alors e système admet une solution unique t 7−→ y(t) qui est dé�nie sur I tout entier.

Démonstration

Cas 1 : on suppose I ompat.

On note E l'espae des fontions t 7−→ y(t) ontinue de I dans R
m
. Pour y ∈ E et t ∈ I, on dé�nit :

F (y)(t) = x+

∫ t

t0

f(s, y(s))ds

 Montrons que le système di�érentiel équivaut à y ∈ E et F (y) = y.
• Dire que y est solution du système di�érentiel sur l'intervalle ompat I signi�e que t 7−→ y(t)
est une fontion dérivable sur I (don ontinue) et que :

y′(t) = f(t, y(t)) pour tout t ∈ I et y(t0) = x

Comme f est ontinue, ela entraîne que y′ est ontinue, d'où en utilisant le théorème fondamental

de l'intégration :

∫ t

t0

y′(s)ds = y(t)− x =

∫ t

t0

f(s, y(s))ds

D'où :

y(t) = x+

∫ t

t0

f(s, y(s))ds = F (y)(t)

• Réiproquement, si y est ontinue sur I et véri�e l'équation intégrale (ie F (y) = y), alors y est

dérivable sur I et solution du système di�érentiel (en dérivant l'équation intégrale).

• Le problème équivaut don à la reherhe d'un point �xe y ∈ E de l'appliation F .

 Soit k la onstante de Lipshitz assoiée à l'intervalle ompat K = I. Soit l la longueur

de I. On munit E de la norme :

‖y‖k = max
t∈I

(e−k|t−t0|‖y(t)‖)

Montrons que les hypothèses du théorème de point �xe sont véri�ées pour F et E.

• Montrons que E est omplet pour ‖.‖k.
Soit ‖y‖∞ = maxt∈I ‖y(t)‖ la norme lassique sur E. On a pour tout t ∈ I :

e−kl‖y(t)‖ ≤ e−k|t−t0|‖y(t)‖ ≤ ‖y(t)‖
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Don en passant au sup pour t ∈ I, on obtient :

e−kl‖y‖∞ ≤ ‖y‖k ≤ ‖y‖∞

e qui nous donne l'équivalene des normes ‖.‖∞ et ‖.‖k. Comme l'espae E est omplet pour la

norme ‖.‖∞ alors il est également omplet pour la norme ‖.‖k.
• Montrons que F va de E dans E.

Soit y ∈ E, ie y est ontinue. On a pour tout t ∈ I :

F (y)(t) = x+

∫ t

t0

f(s, y(s))ds

Alors par ontinuité de f , on obtient la ontinuité de F . D'où F (y) ∈ E.

• Montrons que F est ontratante.

Soient y, z ∈ E, soit t ∈ I et t ≥ t0, on a :

F (y)(t) − F (z)(t) =

∫ t

t0

(f(s, y(s))− f(s, z(s)))ds

D'où :

e−k(t−t0)‖F (y)(t)− F (z)(t)‖ ≤ e−k(t−t0)

∫ t

t0

‖f(s, y(s))− f(s, z(s))‖ds

≤ e−k(t−t0)

∫ t

t0

k‖y(s)− z(s)‖ds

≤ e−k(t−t0)

∫ t

t0

kek(s−t0)e−k(s−t0)‖y(s)− z(s)‖ds

≤ e−k(t−t0)

∫ t

t0

kek(s−t0)ds‖y − z‖k

= e−k(t−t0)ke−kt0

∫ t

t0

eksds‖y − z‖k

= e−ktk

[

eks

k

]t

t0

‖y − z‖k

= e−kt(ekt − ekt0)‖y − z‖k

= (1− e−k(t−t0))‖y − z‖k

Pour tout t ∈ I et t ≤ t0, on obtient de la même façon, en prenant soin d'érire

∫ t0

t
à la plae de

∫ t

t0
, la majoration :

ek(t−t0)‖F (y)(t)− F (z)(t)‖ ≤ (1 − ek(t−t0))‖y − z‖k

Don pour tout t ∈ I, on a :

e−k|t−t0|‖F (y)(t)− F (z)(t)‖ ≤ (1 − e−k|t−t0|)‖y − z‖k

D'où en passant au max sur I :

‖F (y)− F (z)‖k ≤ (1− e−k|t−t0|)‖y − z‖k

• Ainsi F est ontratante, va de E dans E, sur E munit de la norme ‖.‖k qui est omplet, don

d'après le théorème du point �xe, le problème posé admet une solution unique.

Cas 2 : I est un intervalle quelonque.

 Un intervalle quelonque I peut s'érire sous la forme d'une réunion roissante d'intervalles

ompats ontenant t0, ie :

I =
⋃

j

Ij ave I0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ Ij ⊂ . . .
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(en e�et si I =]a, b[, on peut érire I = ∪n[a− 1/n, b+ 1/n]).
 Soit yj la solution (donnée par l'étape préédente) du problème sur Ij :

y′j = f(t, yj) pour t ∈ Ij et yj(t0) = x

Si y(t) est une solution du problème sur I :

y′ = f(t, y) pour t ∈ I et y(t0) = x

alors la restrition de y à Ij oïnide néessairement ave yj par l'uniité sur Ij .
 Inversement les yj se raordent. La fontion dé�nie par :

y(t) = yj(t) pour tout j tel que t ∈ Ij

est bien dé�nie (enore grâe à l'uniité sur Ij) et donne une solution sur I.
 Le problème sur un intervalle quelonque I admet don une solution unique dé�nie sur I tout

entier.

Lemmes utilisés

Théorème 0.2 (du point �xe) Soit X un espae métrique omplet (non vide). Soit d la distane

sur X. Soit F une appliation de X dans X. On suppose que F est ontratante, ie il existe une

onstante k ≥ 0 et inférieure strite à 1 telle que pour tous x, y ∈ X :

d(F (x), F (y)) ≤ kd(x, y)

Alors il existe un unique point a ∈ X tel que F (a) = a (point �xe de F ). De plus, e point

peut s'obtenir omme limite de la suite (xn)n des itérés, dé�nie par réurrene à partir d'un point

quelonque x0 ∈ X selon xn+1 = F (xn). On a plus préisément :

d(xn, a) ≤
kn

1− k
d(x0, x1)

Démonstration Pour n ≥ 1, on a :

d(xn, xn+1) = d(F (xn−1), F (xn)) ≤ kd(xn−1, xn)

Par réurrene sur n, on a don :

d(xn+1, xn) ≤ knd(x0, x1)

Et d'après l'inégalité triangulaire sur la distane, on a pour n ≥ 0 et p ≥ 1 :

d(xn, xn+p) ≤ (kn + kn+1 + . . .+ kn+p−1)d(x0, x1) ≤
kn

1− k
d(x0, x1)

On a don d(xn, xn+p) ≤ ǫ pour n assez grand et p ≥ 1 ; e qui signi�e que (xn) est une suite de

Cauhy de X , qui onverge vers un point a puisque X est omplet.

En faisant p −→ +∞ dans l'inégalité i-dessus, on obtient :

d(xn, a) ≤
kn

1− k
d(x0, x1)

En�n, omme xn+1 = F (xn), alors en passant à la limite, on obtient (par ontinuité de F ) que

a = F (a), don a est un point �xe de F .

S'il y avait un autre point �xe b, on aurait :

d(a, b) = d(F (a), F (b)) ≤ kd(a, b)

et k < 1, d'où d(a, b) = 0, ie a = b.
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