
Théorème de Fisher-Riesz

Référene : [Bre05℄ p.57-58.

Théorème 0.1 Soit Ω un ouvert de R
n
. Alors Lp(Ω) est un espae de Banah pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.

Démonstration

Cas 1 : p = +∞. Soit (fn)n une suite de Cauhy dans L∞(Ω), alors par dé�nition de suite

de Cauhy, on a, étant donné un entier k ≥ 0,

∃Nk ∈ N; ∀n,m ≥ Nk; ‖ fm − fn ‖L∞≤
1

k

Don il existe Ek négligeable tel que ∀n,m ≥ Nk, ∀x ∈ Ω \ Ek :

|fm(x) − fn(x)| ≤
1

k
(1)

par dé�nition de la norme ‖ . ‖L∞
.

Ainsi en posant E = ∪kEk (E est don négligeable), on voit que ∀x ∈ Ω \ E, la suite (fn(x))n est

de Cauhy dans R.

Or R est un espae omplet, il existe don une fontion f telle que fn(x) −→ f(x) pour tout

x ∈ Ω \ E.

Ainsi en passant à la limite dans (1) quand m −→ +∞, on obtient que ∀n ≥ Nk, ∀x ∈ Ω \ E :

|f(x) − fn(x)| ≤
1

k

Par onséquent, on en déduit que f ∈ L∞(Ω), en e�et :

|f(x)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ ‖ fn ‖L∞

Et don ∀n ≥ Nk :

‖ f − fn ‖L∞≤
1

k

Par onséquent ‖ f − fn ‖L∞−→ 0 quand n −→ +∞.

Cas 2 : 1 ≤ p < +∞. Soit (fn)n une suite de Cauhy dans Lp(Ω). Pour démontrer que Lp(Ω)
est omplet, il su�t d'exhiber une sous-suite onvergente dans Lp(Ω).
Extrayons alors une sous-suite (fnk

)k de (fn)n telle que ∀k ≥ 1 :

‖ fnk+1
− fnk

‖Lp≤
1

2k

Pour onstruire une telle sous-suite, on proède par réurrene de la façon suivante :

� on hoisit n1 ∈ N tel que ∀n,m ≥ n1 :

‖ fm − fn ‖Lp≤
1

2

(on sait qu'il existe un tel indie ar la suite (fn)n est de Cauhy).

� on hoisit ensuite n2 ≥ n1 tel que ∀n,m ≥ n2 :

‖ fm − fn ‖Lp≤
1
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� et ainsi de suite.

Montrons maintenant que la suite (fnk
)k onverge dans Lp(Ω).

On pose pour e faire :

gm(x) =
m
∑

k=1

|fnk+1
(x)− fnk

(x)|

Alors on a gm ∈ Lp(Ω) (ar somme de fontions dans Lp(Ω)) et ‖ gm ‖Lp≤ 1, en e�et :

‖ gm ‖Lp≤

m
∑

k=1

‖ fnk+1
− fnk

‖Lp≤

m
∑

k=1

1

2k
=

1− (1
2
)m+1

1− 1

2

− 1 = 1− 2

(

1

2

)m+1

≤ 1

par inégalité triangulaire de la norme ‖ . ‖Lp
et par l'inégalité sur la sous-suite.

On en déduit, omme (gm)m est une suite roissante de fontions Lp
et que ‖ gm ‖Lp< +∞ d'après

le théorème de onvergene monotone (ou de Beppo-Lévy) que gm(x) onverge presque partout

vers une limite �nie g(x) ave g ∈ Lp(Ω) et telle que ‖ gm − g ‖Lp−→ 0.
D'autre part, on a pour tout p, q ≥ 2 :

|fnp
(x)− fnq

(x)| ≤ |fnp
(x)− fnp−1

(x)| + . . .+ |fnq+1
(x)− fnq

(x)| ≤ g(x)− gq−1(x)

Don presque partout sur Ω, la suite (fnk
(x))k est de Cauhy dans R, et R étant omplet, elle

onverge don vers une limite que l'on notera f(x).
On a si on fait tendre p vers l'in�ni dans la relation préédente, que pour tout q ≥ 2 :

|f(x)− fnq
(x)| ≤ g(x)

(ar gm(x) est positive puisque somme de valeurs absolues).

Ainsi pour tout q ≥ 2 :

|f(x)| ≤ |f(x)− fnq
(x)| + |fnq

(x)|

Et |f(x)− fnq
(x)| −→ 0 d'où |f(x)| ≤ |fnq

(x)|, don ‖ f ‖Lp≤‖ fnq
‖Lp

, don f ∈ Lp(Ω).
En�n pour presque tout x, on sait que :

|f(x)− fnq
(x)|p −→ 0

et que :

|fnq
(x)| ≤ |f(x)− fnq

(x)| + |f(x)| ≤ g(x) + |f(x)|

qui fournit un majorant intégrable (puisque somme de deux fontions Lp
), don d'après le théorème

de onvergene dominée (ou théorème de Lebesgue), on sait que ‖ f − fnp
‖Lp−→ 0.

Lemmes utilisés et rappels

Dé�nition 0.1 (Espae Lp
pour p < +∞) Soit p ∈ R tel que 1 ≤ p < ∞. On pose :

Lp(Ω) = {f : Ω −→ R; f mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)}

On note :

‖ f ‖Lp=

(
∫

Ω

|f(x)|pdx

)
1
p

la norme sur l'espae Lp(Ω).

Dé�nition 0.2 (Espae L∞
) On pose :

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R; f mesurable et il existe une onstante C telle que |f(x)| ≤ C presque partout sur Ω}

On note :

‖ f ‖L∞= inf{C; |f(x)| ≤ C presque partout sur Ω}

la norme assoiée à l'espae L∞(Ω).

Lemme 0.1 (Théorème de onvergene monotone ou de Beppo-Lévi) Soit (fn)n une suite

roissante de fontions L1
telle que supn

∫

fn < +∞.

Alors fn(x) onverge presque partout sur Ω vers une limite �nie notée f(x) ; de plus f ∈ L1(Ω) et

‖ fn − f ‖L1−→ 0.
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Lemme 0.2 (Théorème de onvergene dominée) Soit (fn)n une suite de fontion L1
. On

suppose que :

1. fn(x) −→ f(x) presque partout sur Ω ;

2. il existe une fontion g ∈ L1
telle que pour haque n, |fn(x)| ≤ g(x) presque partout sur Ω.

Alors f ∈ L1(Ω) et ‖ fn − f ‖L1−→ 0.

Lemme 0.3 Une suite de Cauhy admettant une valeur d'adhérene onverge vers ette unique

valeur d'adhérene.
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