Equation de Hill-Mathieu

Référence : [ 1 ( D-
On s’intéresse aux propriétés qualitatives des solutions de ’équation (E) :
y'+aqy=0

ol ¢ : R — R est une fonction continue, m-périodique et paire.
On note (y1, y2) un systéme fondamental de solutions de ’équation associé aux conditions initiales :

y1(0 =1 yg(O :0
¥1(0) =0 y5(0) =1

((y1,y2) forme bien une base car le wronskien en 0, w # 0, il est donc non nul en tout point pour
(y1,y2), ainsi la famille (y1,y2) est libre).
On note A I'endomorphisme :

AW —W
yr—y(.+m)

ou W désigne ’espace vectoriel des solutions complexes de ’équation (E).
On note encore A la matrice de ’endomorphisme A dans la base (y1,y2) qui s’écrit :

a c
=5 3)
Déterminons au préalable les coefficients de cette matrice.
Par définition de la matrice A, on a :

Ay (x) = ayr(x) + bya(x) = y1(x + )
Si on dérive cette expression, on obtient :
yi(z +7) = ay; (z) + bys ()

Evaluons maintenant ces deux équations en O :

(d’apres les conditions initiales sur y; et y2).
De la méme facon, on montre que ¢ = yo(m) et d = y5(w), donc :

On pose également T = tr(A) = a+ d = y1(7) + yb(m).

Proposition 0.1 1. Si|T| < 2, alors toutes les solutions de (E) sont bornées ;
2. Si|T| =2, alors (E) posséde une solution non nulle bornée ;
3. |T| =2 si et seulement si bc=0;

4. Si|T| > 2, alors toutes les solutions non nulles de (E) sont non bornées.



Démonstration

Préliminaire : détermination du polynome caractéristique de A
Le polynéme caractéristique de A s’écrit : x4 = X? — Tr(A)X + det A.
Déterminons alors le déterminant de A, pour ce faire nous allons montrer que y; est paire et yo
est impaire.
~» On pose z(z) = y1(—x). Montrons que z vérifie ’équation (F) avec les mémes conditions initiales
que y;.

2'(@) + q(2)z(2) = ¥ (—2) + q(2)y1 (—7) = v (—2) + ¢(~2)y1(—2) =0

car ¢ est paire et y; vérifie ’équation (F).
De plus z(0) = y1(—0) = 1 et 2/(0) = —y}(—0) = 0. Donc d’apreés 'unicité du théoréme de Cauchy-
Lipschitz, on a y; = z. Ainsi g; est bien une solution paire.
~+ De la méme facon, on montre que y, est une solution impaire en considérant z(x) = —ya(—2).
~» Considérons maintenant le wronskien de (y1,y2), il s’écrit :

w(z) = y1(x)ys(x) — vy (2)y2(x)

On a donc en dérivant :

w'(z) =y (2)ys (2)+y1 (2)ys (2) =y (2)y2 (2) =1 (2)ys () = —q(@)y1 (2)y2(2) —(—q(z)y1 (2)y2(x)) = 0

Donc w est constant et on a w = 1 (en I’évaluant en 0 grace & la connaissance des conditions
initiales sur y; et y2).

Or det(A) = w(r) donc det(A) = 1. Donc x4 = X?—TX +1 et son discriminant vaut A = T2 — 4,
on voit donc apparaitre la distinction de cas de la proposition.

Premiére assertion
Si |T| < 2, alors A < 0, donc x4 admet deux racines complexes conjuguées, notons-les p et p.
Ces racines sont de module 1, car p x p = det(4) =1 = |p|?.
Soient (u1,us) une base de W formée des vecteurs propres de A associés aux valeurs propres p et
P, par définition des ces vecteurs propres, on peut écrire :

Auq(z) = ur(z + 7) = pur(a)

Aug(z) = ug(x 4+ m) = pus(x)

Ainsi en passant au module, conne |p| = [p| = 1, on obtient :

—~

ur(z + )| = |ua (2)]|

us(x + )| = |ua()]

Donc les fonctions |u;| et |uz| sont continues (car la valeur absolue ’est) et m-périodiques (d’aprés
les égalités ci-dessus), elles sont donc bornées.

Or toute solution de (E) s’écrit sous la forme au;(x) + Buz(z) avec o et B des constantes, donc
toutes les solutions de (F) sont bornées (puisque |u1| et |uz| le sont).

Deuxiéme assertion
Si T = 42, alors A = 0 et x4 posséde une racine, notons-la A, qui s’écrit :

)\:—z::tl
2

On a |A| = 1. Notons u un vecteur propre associé a la valeur propre A. Alors par définition de ce
qu’est un vecteur propre pour A, on a :

Au(z) = u(z 4+ m) = du(z) = tu(x)

Donc en passant au module, on a : |u(z + 7)| = |u(x)|, ainsi |u| est continue et 7-périodique donc
bornée, or u € W, car A: W — W, donc on a bien trouvé une solution non nulle bornée.



Troisiéme assertion
~» Montrons tout d’abord que a = d, ie y1(7) = y5 (7).
Comme det(A) = 1, on peut considérer 'inverse de A, qui est donné par :

AL W — W
y»—>y(.—7‘r)

(en effet Vo € R, on a A(A™1y(z)) = A(y(z — 7)) = y(z) = A~ (Ay(z))).
Donc si on détermine la matrice de A~! de la méme facon que celle de A, on obtient :

Al (yl(ﬂ) y2(7T)) _ (yl(ﬂ) yz(ﬂ)) _ (a 0>
yi(=m) ya(=m) —yi(m) () —b d
(car y; est paire et yo est impaire).
Or le théoréme de Cayley-Hamilton, nous dit que ya(A) = 0, ie A2 — TA + Id = 0, donc en
multipliant par A1 cette expression, on obtient :

A-TId+ A =0 ie: A+A'=TId

Ce qui se réécrit matriciellement :
20 0\ (T 0\ [(a+d 0
0 24/ \0 T) 0 a+d
Donc a = d.

~» Montrons maintenant I’assertion (3). D’aprés ce qu’on vient de faire, on sait donc que :

a=d==1
(car T = £2).
Or det(A) =1 =ad — bc =1 — be, donc be = 0.
Inversement si bc = 0, alors det(A) = 1 = ad et comme a = d, alors a = d = +£1, d’ou

T=a+d==+2

Derniére assertion
Si |T| > 2, alors A > 0, donc x4 admet deux racines réelles, notons-les p; et po.
Comme p; X py = det(A) = 1, alors py = p; ' Supposons désormais que |py| > 1.
Soient w1 et us les vecteurs propres associées aux valeurs propres p; et ps.
Soit y une solution non nulle de (E), alors il existe des constantes a et S telles que :

y(v) = aui (z) + Puz ()

Comme y # 0, alors nécessairement o # 0 ou 8 # 0.
— Si a # 0, soit = tel que ui(x) # 0 (un tel x existe car uy étant vecteur propre, u; est non
identiquement nul). On peut monter par récurrence sur n > 1 que :

y(a+ nm) = apfun(e) + Bofua(e) = apiur(x) + 8 (pi) Un(@) ~ns 00 apur (1)

Donc y n’est pas borné.
- Si B # 0, soit x tel que ug(x) # 0, de méme, on a :

1 n
ylo 1) = aptun(a) + Bpuata) = a () (o) + Bpfuale) ~n s Brfun(e)
2
Donc y n’est pas borné.
D’ou le résultat.

Lemmes utilisés On considére le probléme de Cauchy :

yl(t) = f(tay(t))



Théoréme 0.2 (de Cauchy-Lipschitz global) Soit f : U — R™ une application continue sur
un ouvert produit U = J x R™, ot J C R est un intervalle ouvert. On suppose de plus que f est
globalement lipschitzienne par rapport 4 sa deuziéeme variable. Alors il existe une unique solution
globale pour ’équation & condition initiale fizée.

Ce théoréme s’applique ici & notre probléme car on peut le réécrire sous la forme :

(2) = (L ) () =

La fonction f(¢,Y(t)) = M(t)Y (t) est bien continue et lipschitzienne en Y de rapport |||M(t)]|]-

Y'(t)

On considére le probléme de Cauchy (Ep) :

ou M : I CR— M,(K) est une matrice m x m sur K a coefficients continus.

Proposition 0.3 L’ensemble des solutions (S) de (Ep) est un K-espace vectoriel de dimension m.

Démonstration On considére ’application :

¢:S — K™
Yl—)Y(to)

est un isomorphisme, la surjectivité provenant du théoréme d’existence et 'injectivité du théoréme
d’unicité relatif au probléme de Cauchy.

Définition 0.1 (Wronskien) Le wronskien d’un systéme de m solutions Y1,...,Y,, de I’équation
(Ep) est :
w(t) = det(Y1(t),...,Yn(t))

Proposition 0.4

w(t) = w(ty) exp < / t TrM(u)du)

to
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