
Formule d'inversion de Fourier

Référenes : [QZ06℄ p.331-332 ([Gou08℄ et [Bre05℄).

On onsidère l'espae de Shwartz :

S(R) = {f ∈ C∞(R) : ∀p, q ∈ N, ∃Cp,q > 0 : |xpf (q)(x)| ≤ Cp,q, ∀x ∈ R}

Théorème 0.1 Soit f ∈ S(R), alors on a pour tout x ∈ R :

f(x) =
1

2π

∫

R

eitxf̂(t)dt

où pour tout t ∈ R :

f̂(t) =

∫

R

e−itxf(x)dx

Démonstration Soit ǫ > 0, on remarque que :

1

2π

∫

R

eitxf̂(t)dt =
1

2π

∫

R

eitxf̂(t) lim
ǫ−→0

e−ǫt2dt

Comme :

� la fontion gǫ : t 7−→ eitxe−ǫt2 f̂(t) est dans L1(R), en e�et :

∫

R

|eitxe−ǫt2 f̂(t)|dt =
∫

R

e−ǫt2 |f̂(t)|dt

et omme f̂ ∈ S(R), alors on a bien l'intégrabilité de gǫ.

� la fontion gǫ onverge quand ǫ −→ 0 vers la fontion g : t 7−→ eitxf̂(t).
� on a la majoration pour tout t ∈ R et pour tout x ∈ R :

|eitxe−ǫt2 f̂(t)| ≤ |f̂(t)| ∈ L1(R)

Alors d'après le théorème de onvergene dominée, on a :

1

2π

∫

R

eitxf̂(t)dt =
1

2π

∫

R

eitxf̂(t) lim
ǫ−→0

e−ǫt2dt =
1

2π
lim
ǫ−→0

∫

R

eitxe−ǫt2 f̂(t)dt

Ainsi par dé�nition de la fontion f̂ , on a :

1

2π

∫

R

eitx−ǫt2 f̂(t)dt =
1

2π

∫

R

eitx−ǫt2
(∫

R

e−ityf(y)dy

)
dt

Comme :

� pour presque tout t ∈ R, on a :

∫

R

|eitx−ǫt2e−ityf(y)|dy ≤
∫

R

e−ǫt2 |f(y)|dy < +∞

ar f ∈ S(R).
� et : ∫

R

(∫

R

|eitx−ǫt2e−ityf(y)|dy
)
dt ≤

∫

R

e−ǫt2
∫

R

|f(y)|dydt < +∞

ar f ∈ S(R) et la fontion e−ǫt2
est intégrable.
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Alors d'après le théorème de Fubini-Tonelli, on sait que la fontion F : (t, y) 7−→ eitx−ǫt2e−ityf(y)
est intégrable par rapport à la mesure produit et qu'on a l'interversion :

1

2π

∫

R

eitx−ǫt2 f̂(t)dt =
1

2π

∫

R

f(y)

(∫

R

e−it(y−x)e−ǫt2dt

)
dy

Déterminons alors pour x ∈ R, l'intégrale suivante :

I(x) =

∫

R

e−itxe−ǫt2dt

Comme :

� la fontion t 7−→ e−itxe−ǫt2
est intégrable pour tout x ∈ R.

� la fontion x 7−→ e−itxe−ǫt
2

est dérivable de dérivée : x 7−→ −ite−itxe−ǫt
2

pour tout t ∈ R ;

� pour tout x ∈ R, on a :

| − ite−itxe−ǫt
2 | ≤ |t||e−ǫt

2 | ∈ L1(R)

Alors d'après le théorème de dérivation sous le signe intégral, on a :

I ′(x) =

∫

R

−ite−itxe−ǫt2dt

On e�etue une intégration par parties ave les fontions :

u : R −→ R

t 7−→ e−itx

v : R −→ R

t 7−→ e−ǫt2

2ǫ

Alors, on a :

I ′(x) = −i

[
e−itx e

−ǫt2

2ǫ

]

R

+ i

∫

R

−ixe−itx e
−ǫt2

2ǫ
=

1

2ǫ

∫

R

xe−itxe−ǫt2dt =
x

2ǫ
I(x)

Ainsi l'intégrale I véri�e l'équation di�érentielle y′(x) =
x

2ǫ
y(x), dont les solutions sont de la

forme :

y(x) = λe
x
2

4ǫ

De plus, omme :

I(0) =

∫

R

e−ǫt2dt =
1√
ǫ

∫

R

e−t2dt =

√
π√
ǫ

D'où

I(x) =

√
π√
ǫ
e

x
2

4ǫ

Ainsi, si on remplae ette expression dans l'intégrale, on trouve :

1

2π

∫

R

eitx−ǫt2 f̂(t)dt =
1

2π

√
π√
ǫ

∫

R

f(y)e−
(y−x)2

4ǫ dy

On e�etue maintenant le hangement de variable :

φ : R −→ R

y 7−→ x+ 2
√
ǫy

alors on obtient :

1

2π

∫

R

eitx−ǫt2 f̂(t)dt =
1√
π

∫

R

f(x+ 2
√
ǫy)e−y2

dy

Ré-appliquons le théorème de onvergene dominée, omme :

� la fontion gǫ : y 7−→ e−y2

f(x+ 2
√
ǫy) est intégrable ar f ∈ S(R) ;

� la fontion gǫ onverge simplement vers la fontion g : y 7−→ e−y2

f(x) ;
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� pour tout t ∈ R, on a :

|e−y2

f(x+ 2
√
ǫy)| ≤ ‖f‖∞|e−y2 | ∈ L1(R)

ar f ∈ C∞(R), ar f ∈ S(R).
Alors d'après le théorème de onvergene dominée, on a :

lim
ǫ−→0

1

2π

∫

R

eitx−ǫt2 f̂(t)dt = f(x)
1√
π

∫

R

e−y2

dy = f(x)

D'où :

f(x) =
1

2π

∫

R

eitxf̂(t)dt

Lemmes utilisés

Théorème 0.2 (de onvergene dominée) Soit (fn)n∈N une suite de fontions sur Ω ⊂ R
n
à

valeurs dans R. On suppose que :

� les fn appartiennent à L1(Ω) ;
� fn(x) −→ f(x) presque partout sur Ω ;

� il existe une fontion g ∈ L1(Ω) telle que pour haque n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) presque partout

sur Ω.

Alors f ∈ L1(Ω), ‖fn − f‖L1 −→ 0 et on a l'interversion :

lim
n−→+∞

∫

Ω

fn(x)dx =

∫

Ω

f(x)dx

Théorème 0.3 (de Fubini-Tonelli) On suppose que :

� pour presque tout x ∈ Ω1 : ∫

Ω2

|F (x, y)|dy < +∞

� et que : ∫

Ω1

∫

Ω2

|F (x, y)|dydx < +∞

Alors F ∈ L1(Ω1 × Ω2) et on a l'interversion :

∫

Ω1

∫

Ω2

F (x, y)dydx =

∫

Ω2

∫

Ω1

F (x, y)dxdy

Théorème 0.4 (de dérivation sous le signe intégral) Soit E une espae vetoriel normé om-

plet. Soit I, A deux intervalles de R. Soit f : (x, t) ∈ A× I 7−→ f(x, t) ∈ E. On suppose que :

� pour tout x ∈ A, l'appliation t 7−→ f(x, t) est ontinue par moreaux et intégrable sur I ;

� f admet une dérivée partielle selon x, notée
∂f

∂x
véri�ant :

� pour tout x ∈ A, l'appliation t 7−→ ∂f

∂x
(x, t) est ontinue par moreaux sur I ;

� pour tout t ∈ I, l'appliation x 7−→ ∂f

∂x
(x, t) est ontinue sur A ;

� il existe une fontion positive φ, ontinue par moreaux et intégrable sur I, telle que∥∥∥∥
∂f

∂x
(x, t)

∥∥∥∥ ≤ φ(t) pour tout x ∈ A.

Alors l'appliation :

Φ : A −→ E

x 7−→
∫

I

f(x, t)dt

est C1
sur A et on a pour tout x ∈ A :

Φ′(x) =

∫

I

∂f

∂x
(x, t)dt

Proposition 0.5 Si f ∈ S(R), alors f̂ ∈ S(R).
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Démonstration En utilisant le théorème de dérivation sous le signe intégral pour montrer

que f̂ est C∞
, puis en montrant par réurrene sur p qu'il existe une fontion gp,q ∈ S(R) telle

que :

tpf̂ (q)(t) =

∫

R

e−itxgp,q(x)dx

Proposition 0.6 (Intégrale de Gauss)

∫ +∞

0

e−t2dt =

√
π

2

Démonstration On pose :

g : [0,+∞[ −→ R

x 7−→
∫ 1

0

e−(t2+1)x2

t2 + 1
dt

On onsidère la fontion :

[0,+∞]× [0, 1] −→ R

(x, t) 7−→ e−(t2+1)x2

t2 + 1

Cette fontion admet une dérivée partielle par rapport à x ontinue, d'après le théorème de dériv-

abilité sous le signe intégral (on peut véri�er toutes les hypothèses), on a que g est dérivable et

que pour tout x ≥ 0 :

g′(x) = −2x

∫ 1

0

e−(t2+1)x2

dt = −2xe−x2

∫ 1

0

e−(tx)2dt

Ainsi, en e�etuant le hangement de variable t 7−→ t

x
, on obtient :

g′(x) = −2e−x2

∫ x

0

e−t2dt = −2f ′(x)f(x)

où :

f(x) =

∫ x

0

e−t2dt

En intégrant la relation préédente, on en déduit que pour tout x ≥ 0 :

g(x)− g(0) = −(f(x)2 − f(0)2)

Don g(x) =
π

4
− (f(x))2 ar g(0) =

π

4
et f(0) = 0.

Or les inégalités :

0 ≤ g(x) ≤ e−x2

∫ 1

0

dt

1 + t2

entraînent que g(x) −→ 0 quand x −→ +∞ et la fontion f étant positive, on en déduit que :

lim
x−→+∞

f(x) =

√
π

4
=

√
π

2

Don ∫ +∞

0

e−t2dt =

√
π

2

Par parité, on en déduit que : ∫

R

e−t2dt =
√
π
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