Théoréme de Molien

Références : [Lei] ([ I [ | et [ D-

Théoréme 0.1 Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie n. Soit G un sous-groupe fini de
GL( ). On fize (e1,...,e,) une base de V. On note A = C[Xq,...,X,]. A tout g € G, on associe
: A — A définie par : si pour 1 < h <mn, g(ey) = 2?21 uj ne; alors on pose :

pe(P)(X1,.. ., Xn) =P | Y wjn Xy, .., > ujnX
j=1 j=1

Pour tout k € N, on pose Ay ’espace des polyndomes homogénes a n variables de A de degré k.
On note a = dim Ay, et ar(G) = dim Af ol Af est l'ensemble des P € Ay, tels que py(P) = P.
Alors :

1. p: G — Aut(A) est un morphisme de groupes (ie une représentation linéaire) et pour tout
k €N, pour tout g € G, pg induit un automorphisme de Aj, qu’on notera pg, .

2. Yz €C tels que |z| <1, on a :

3. Vg € G,VzeC tels que |2| <1, on a :

trace
det(I — zg) kzo (Pgi)2

De plus, on en déduit que Vg € G, Vz € C tels que |z| <1, on a :
|G| Z det(I — zg) kzoak

Démonstration

Etape 1 : démontrons un lemme général sur les représentations.

Lemme 0.1 Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie n. Soit G un groupe fini. Soit
p: G — GL(V) une représentation linéaire de G. On pose V¢ = Ny ker(p(g) — id). Alors :

1
dim V¢ = al Z xel9) = 157 > tracep(g)

geG geG

On pose :
PG = oy G| > nlg
geG
c’est un endomorphisme de V.
~~ Montrons que pg(V) = VE.
(C) Soit v € V, soit h € G, on a :

(h)(pc(v) (v) (v) pc(v)
P |G| 2; |G| 2; |G| ZG

car p est un morphisme de groupes par définition de représentation linéaire et car ’application
1 1 g — hg est une bijection de G.
Donc pg(V) Cc VE.



(D) Soit v € V¢, on a:

1

geG

par définition de VE.

Donc pg(V) =V,
~» Conclusion.
L’égalité p(h)pe = pe pour tout h € G, montre que pg o p¢ = pg. Donc pg est un pro-
jecteur d’image V. On a donc V = kerpg @ V@ et par propriété des projecteurs, on sait que
rang(pg) = dim V¢ = trace(pg). Donc :

dim VY = e Z tracep(g
1G] 24
par linéarité de la trace.
Etape 2 : démonstration du (1).
On considére I"application :
p: G — Aut(A)
g pg: Pr— py(P)

~ Montrons que p est un morphisme de groupes.
Soient g, g’ € G tels que pour tout 1 < h < n, on ait :

n

n
en) = Zuj,hej et g'(en) = Z'Uj,hej
j=1

j=1
Soit P € A, on a :

94 0 0 (P)(X1,..., Xa) = py (g (P)(X1,..., X))

= pyg P Z’l}jlej,...,Z'Uj,an
j=1 Jj=1

po(P) (Xl, . Xn)

n n
P <Z uiﬁlXi, ooy Z Uz,an>
i=1 i=1
n
Ui,lzvj,iX Zuznzvjz [

=P
i= j=1 j=1
On remarque également que :
n n n
gog'(en) =g Z vinei | =Y vingles) =Y vin Y uijei
j=1 j=1 i=1

Donc pour tout P € A :

Paog (P)(X1,.. 0 Xa) = PN 00 Y i iXiy )Y v D wig X

j=1 i=1 j=1 i=1

3

[

D’ou p morphisme de groupes.

~» Montrons que p est & valeurs dans Aut(A).

On a p;q = id donc pour tout g € G, (pg) ™' = py-1 et py-1 € Aut(A).

~+ Montrons que p, induit un automorphisme de Ay.

Pour tout & € N, pour tout g € G, on a py(Ax) C Ay par définition de p, et comme Ay est de
dimension finie et p, injective (car p, est un automorphisme), alors p, induit un isomorphisme sur
Ag.



Etape 3 : démonstration du (2).
Ay admet pour base { X, ..., Xt5d1,...,in € N et i3 +...+4, =k}. On a donc :

ar = dim Ay, = card{(i1,...,i,) € R™; 41 + ... + i, = k}

Pour z € C tel que |z| < 1,0on a:

<§Zk> B (112)”: (ljz)”

car on reconnait la série géométrique qui est de rayon de convergence 1.

Le produit de ces n séries entiéres montre que ay, est le coefficient de z* dans le développement de
1

(1—2)"

donc pour z € C tel que |z| < 1,on a:

Etape 4 : démonstration du (3).
On a A = {P € Ay,Yg € G, py(P) = P} C Ay, et ai(G) = dim A§.
Comme 0 < ax(G) < ay, alors la série Y, ax(G)z" converge pour z € C tel que |z| < 1 par
comparaison.
D’aprés le théoréme de Lagrange, on sait que ¢/ = id donc le polynéme X!l —1 est un polynéme
annulateur de g qui est scindé & racines simples, donc g est diagonalisable, il va donc exister
u € L(V) tel que ugu~! soit une matrice diagonale, notons-la d dans la base (e1,...,e,). On a
alors :

e}

pla, (ugu™) = p, (Wp, (9o, (W) =pp, (9)
car p|, = pg, est un automorphisme d’aprés le (1) (en notant p|, (u) = p, restreinte & A).
D’ou :
trace(p‘Ak (9)) = trace(pg, (9)) = trace(pg, (d))

De plus comme gl¢! = id alors dI¢! = (ugu=")I¢ = ulGlgl&l(4,=1)IGl = id donc les valeurs propres

G|

vérifient )\‘Z— =1, ie qu’elles sont de module 1, donc pour tout z € C tel que |z] < 1,on a:

n

1 n —+oo
_ )\k k) _— D
det(I — zg) H lfz/\ H Z vaz

i=1 i=1 p=0

ou :
v, = > AR AEn

ki,..o,kn€Nsk1+...+kn=p

On a également p, (X Xy = (AN X X on en déduit alors que v, = trace(pg, )

(si on la calcule dans la base de A mentionnée ci-dessus) donc :
trace(
det(I — zg) Z (Pgi)

Etape 5 : conclusion.
Posons pour tout £ € N :

¢: G — GL(Ag)
g = Pg
c’est une représentation linéaire et le lemme nous donne :

|G| Z trace(pg, )

geG

dim Ag = ak

Donc pour tout z € C tel que |z| < 1, 0n a :

|G| Z det(Id—zg Zak

k=0



Trucs utilisés
Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie n. Soit G un sous-groupe fini de GL(V'). On fixe
(e1,...,en) une base de V.

Définition 0.1 (Projecteur) Un endomorphisme p € L(V') est appelé un projecteur si pop = p.

Proposition 0.2 Soit p € L(V). p est un projecteur si et seulement si p est la projection sur
Im(p) parallélement a ker(p). On a alors V = Im(p) & ker(p).

Proposition 0.3 Soit V un K-espace vectoriel de dimension finien. Soitp € L(V'). Alors trace(p) = rang(p)1lk.

Démonstration Comme p est un projecteur, on a V = I'm(p) @ ker(p). Soit r = rang(p).
Soit (e, ...,e,) une base de Im(p) et (ey+1,...,ey,) une base de ker(p), alors (eq,...,e,) est une
base de V' et la matrice de p dans cette base s’écrit :

i

Définition 0.2 (Degré d’un polynoéme) On appelle degré total d’un mondme non nul de A[X, ..., X,],

Donc trace(p) = rang(p)lx.

la somme de ses degrés partiels en X1, ..., X,, ie le degré total de aXli1 c X est iy g,
On appelle degré total d’un polynoéme non nul de A[X1, ..., X,], le mazimum des degrés totauz des

monoémes dont il est la somme.

Définition 0.3 (Polynéme homogéne) Un polynéme f non nul dans A[X1,...,X,] est dit ho-
mogeéne de degré d s’il est somme de mondmes de méme degré total d > 0.

Définition 0.4 (Représentation linéaire) Une représentation linéaire de G dans V' est un mor-
phisme p : G — GL(V), ie pour tout s € G, p(s) € GL(V) et pour tous s,t € G, p(st) = p(s)op(t).

Définition 0.5 (Trace) Soit a € L(V) de matrice (a; ;)1<i j<n- On appelle trace de a le scalaire :
trace(a) = Z a;
i=1

Remarque : La somme des valeurs propres de a (comptées avec leurs multiplicités) ne dépend
pas de la base choisie (e;).

Définition 0.6 (Caractére) Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire du groupe G dans
V. Pour tout s € G, on pose :

Xp(s) = trace(p(s))

On appelle x, : G — C le caractére de la représentation linéaire p.
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