
Théorème de Molien

Référen
es : [Lei℄ ([Gou94℄, [Cal06℄ et [Ser98℄).

Théorème 0.1 Soit V un C-espa
e ve
toriel de dimension �nie n. Soit G un sous-groupe �ni de

GL(V ). On �xe (e1, . . . , en) une base de V . On note A = C[X1, . . . , Xn]. À tout g ∈ G, on asso
ie

ρg : A −→ A dé�nie par : si pour 1 ≤ h ≤ n, g(eh) =
∑n

j=1
uj,hej alors on pose :

ρg(P )(X1, . . . , Xn) = P





n
∑

j=1

uj,1Xj , . . . ,

n
∑

j=1

uj,nXj





Pour tout k ∈ N, on pose Ak l'espa
e des polyn�mes homogènes à n variables de A de degré k.

On note ak = dimAk et ak(G) = dimAG
k où AG

k est l'ensemble des P ∈ Ak tels que ρg(P ) = P .

Alors :

1. ρ : G −→ Aut(A) est un morphisme de groupes (ie une représentation linéaire) et pour tout

k ∈ N, pour tout g ∈ G, ρg induit un automorphisme de Ak qu'on notera ρgk .

2. ∀z ∈ C tels que |z| < 1, on a :

1

(1− z)n
=

+∞
∑

k=0

akz
k

3. ∀g ∈ G, ∀z ∈ C tels que |z| < 1, on a :

1

det(I − zg)
=

+∞
∑

k=0

trace(ρgk )z
k

De plus, on en déduit que ∀g ∈ G, ∀z ∈ C tels que |z| < 1, on a :

1

|G|

∑

g∈G

1

det(I − zg)
=

+∞
∑

k=0

ak(G)z
k

Démonstration

Étape 1 : démontrons un lemme général sur les représentations.

Lemme 0.1 Soit V un C-espa
e ve
toriel de dimension �nie n. Soit G un groupe �ni. Soit

ρ : G −→ GL(V ) une représentation linéaire de G. On pose V G = ∩g∈G ker(ρ(g)− id). Alors :

dimV G =
1

|G|

∑

g∈G

χρ(g) =
1

|G|

∑

g∈G

traceρ(g)

On pose :

pG =
1

|G|

∑

g∈G

ρ(g)


'est un endomorphisme de V .

 Montrons que pG(V ) = V G
.

(⊂) Soit v ∈ V , soit h ∈ G, on a :

ρ(h)(pG(v)) =
1

|G|

∑

g∈G

ρ(h)ρ(g)(v) =
1

|G|

∑

g∈G

ρ(hg)(v) =
1

|G|

∑

g′∈G

ρ(g′)(v) = pG(v)


ar ρ est un morphisme de groupes par dé�nition de représentation linéaire et 
ar l'appli
ation

ψ : g 7−→ hg est une bije
tion de G.

Don
 pG(V ) ⊂ V G
.
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(⊃) Soit v ∈ V G
, on a :

pG(v) =
1

|G|

∑

g∈G

ρ(g)(v) =
1

|G|

∑

g∈G

id(v) =
1

|G|
|G|v = v

par dé�nition de V G
.

Don
 pG(V ) = V G
.

 Con
lusion.

L'égalité ρ(h)pG = pG pour tout h ∈ G, montre que pG ◦ pG = pG. Don
 pG est un pro-

je
teur d'image V G
. On a don
 V = ker pG ⊕ V G

et par propriété des proje
teurs, on sait que

rang(pG) = dim V G = trace(pG). Don
 :

dim V G =
1

|G|

∑

g∈G

traceρ(g)

par linéarité de la tra
e.

Étape 2 : démonstration du (1).
On 
onsidère l'appli
ation :

ρ : G −→ Aut(A)

g 7−→ ρg : P 7−→ ρg(P )

 Montrons que ρ est un morphisme de groupes.

Soient g, g′ ∈ G tels que pour tout 1 ≤ h ≤ n, on ait :

g(eh) =

n
∑

j=1

uj,hej et g′(eh) =

n
∑

j=1

vj,hej

Soit P ∈ A, on a :

ρg ◦ ρg′(P )(X1, . . . , Xn) = ρg (ρg′(P )(X1, . . . , Xn))

= ρg



P





n
∑

j=1

vj,1Xj, . . . ,

n
∑

j=1

vj,nXj









= ρg(P )
(

X̃1, . . . , X̃n

)

= P

(

n
∑

i=1

ui,1X̃i, . . . ,

n
∑

i=1

ui,nX̃i

)

= P





n
∑

i=1

ui,1

n
∑

j=1

vj,iXi, . . . ,

n
∑

i=1

ui,n

n
∑

j=1

vj,iXi





On remarque également que :

g ◦ g′(eh) = g





n
∑

j=1

vj,hej



 =

n
∑

j=1

vj,hg(ej) =

n
∑

j=1

vj,h

n
∑

i=1

ui,jei

Don
 pour tout P ∈ A :

ρg◦g′ (P )(X1, . . . , Xn) = P





n
∑

j=1

vj,1

n
∑

i=1

ui,jXi, . . . ,

n
∑

j=1

vj,n

n
∑

i=1

ui,jXi





D'où ρ morphisme de groupes.

 Montrons que ρ est à valeurs dans Aut(A).
On a ρid = id don
 pour tout g ∈ G, (ρg)

−1 = ρg−1
et ρg−1 ∈ Aut(A).

 Montrons que ρg induit un automorphisme de Ak.

Pour tout k ∈ N, pour tout g ∈ G, on a ρg(Ak) ⊂ Ak par dé�nition de ρg et 
omme Ak est de

dimension �nie et ρg inje
tive (
ar ρg est un automorphisme), alors ρg induit un isomorphisme sur

Ak.
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Étape 3 : démonstration du (2).
Ak admet pour base {X i1

1 , . . . , X
in
n ; i1, . . . , in ∈ N et i1 + . . .+ in = k}. On a don
 :

ak = dimAk = 
ard{(i1, . . . , in) ∈ R
n; i1 + . . .+ in = k}

Pour z ∈ C tel que |z| < 1, on a :

(

+∞
∑

k=0

zk

)n

=

(

1

1− z

)n

=
1

(1− z)n


ar on re
onnaît la série géométrique qui est de rayon de 
onvergen
e 1.
Le produit de 
es n séries entières montre que ak est le 
oe�
ient de zk dans le développement de

1

(1− z)n
, don
 pour z ∈ C tel que |z| < 1, on a :

+∞
∑

k=0

akz
k =

1

(1 − z)n

Étape 4 : démonstration du (3).
On a AG

k = {P ∈ Ak, ∀g ∈ G, ρg(P ) = P} ⊂ Ak et ak(G) = dimAG
k .

Comme 0 ≤ ak(G) ≤ ak alors la série

∑

k ak(G)z
k

onverge pour z ∈ C tel que |z| < 1 par


omparaison.

D'après le théorème de Lagrange, on sait que g|G| = id don
 le polyn�me X |G|−1 est un polyn�me

annulateur de g qui est s
indé à ra
ines simples, don
 g est diagonalisable, il va don
 exister

u ∈ L(V ) tel que ugu−1
soit une matri
e diagonale, notons-la d dans la base (e1, . . . , en). On a

alors :

ρ|Ak
(ugu−1) = ρ|Ak

(u)ρ|Ak
(g)ρ|Ak

(u−1) = ρ|Ak
(g)


ar ρ|Ak
= ρgk est un automorphisme d'après le (1) (en notant ρ|Ak

(u) = ρu restreinte à Ak).

D'où :

trace(ρ|Ak
(g)) = trace(ρgk (g)) = trace(ρgk(d))

De plus 
omme g|G| = id alors d|G| = (ugu−1)|G| = u|G|g|G|(u−1)|G| = id don
 les valeurs propres

véri�ent λ
|G|
i = 1, ie qu'elles sont de module 1, don
 pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, on a :

1

det(I − zg)
=

n
∏

i=1

1

1− zλi
=

n
∏

i=1

(

+∞
∑

k=0

λki z
k

)

=

+∞
∑

p=0

vpz
p

où :

vp =
∑

k1,...,kn∈N;k1+...+kn=p

λk1

1 . . . λkn
n

On a également ρgp(X
k1

1 , . . . , Xkn
n ) = (λk1

1 . . . λkn
n )Xk1

1 . . .Xkn
n , on en déduit alors que vp = trace(ρgp)

(si on la 
al
ule dans la base de Ak mentionnée 
i-dessus) don
 :

1

det(I − zg)
=

+∞
∑

k=0

trace(ρgk)z
k

Étape 5 : 
on
lusion.

Posons pour tout k ∈ N :

φ : G −→ GL(Ak)

g 7−→ ρgk


'est une représentation linéaire et le lemme nous donne :

dimAG
k = ak(G) =

1

|G|

∑

g∈G

trace(ρgk)

Don
 pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, on a :

1

|G|

∑

g∈G

1

det(Id− zg)
=

+∞
∑

k=0

ak(G)z
k
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Tru
s utilisés

Soit V un C-espa
e ve
toriel de dimension �nie n. Soit G un sous-groupe �ni de GL(V ). On �xe

(e1, . . . , en) une base de V .

Dé�nition 0.1 (Proje
teur) Un endomorphisme p ∈ L(V ) est appelé un proje
teur si p ◦ p = p.

Proposition 0.2 Soit p ∈ L(V ). p est un proje
teur si et seulement si p est la proje
tion sur

Im(p) parallèlement à ker(p). On a alors V = Im(p)⊕ ker(p).

Proposition 0.3 Soit V un K-espa
e ve
toriel de dimension �nie n. Soit p ∈ L(V ). Alors trace(p) = rang(p)1K.

Démonstration Comme p est un proje
teur, on a V = Im(p) ⊕ ker(p). Soit r = rang(p).
Soit (e, . . . , er) une base de Im(p) et (er+1, . . . , en) une base de ker(p), alors (e1, . . . , en) est une
base de V et la matri
e de p dans 
ette base s'é
rit :

(

Ir 0
0 0

)

Don
 trace(p) = rang(p)1K.

Dé�nition 0.2 (Degré d'un polyn�me) On appelle degré total d'un mon�me non nul de A[X1, . . . , Xn],
la somme de ses degrés partiels en X1, . . . , Xn, ie le degré total de αX i1

1 . . . X in
n est i1 + . . .+ in.

On appelle degré total d'un polyn�me non nul de A[X1, . . . , Xn], le maximum des degrés totaux des

mon�mes dont il est la somme.

Dé�nition 0.3 (Polyn�me homogène) Un polyn�me f non nul dans A[X1, . . . , Xn] est dit ho-
mogène de degré d s'il est somme de mon�mes de même degré total d ≥ 0.

Dé�nition 0.4 (Représentation linéaire) Une représentation linéaire de G dans V est un mor-

phisme ρ : G −→ GL(V ), ie pour tout s ∈ G, ρ(s) ∈ GL(V ) et pour tous s, t ∈ G, ρ(st) = ρ(s)◦ρ(t).

Dé�nition 0.5 (Tra
e) Soit a ∈ L(V ) de matri
e (ai,j)1≤i,j≤n. On appelle tra
e de a le s
alaire :

trace(a) =

n
∑

i=1

aii

Remarque : La somme des valeurs propres de a (
omptées ave
 leurs multipli
ités) ne dépend

pas de la base 
hoisie (ei).

Dé�nition 0.6 (Cara
tère) Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation linéaire du groupe G dans

V . Pour tout s ∈ G, on pose :

χρ(s) = trace(ρ(s))

On appelle χρ : G −→ C le 
ara
tère de la représentation linéaire ρ.
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