
Théorème de Borel

Référen
e : [Rou09℄ p.359-360.

Théorème 0.1 (de Borel) Soit (ak)k∈N une suite de réels quel
onque. Alors il existe une fon
tion

u ∈ C∞(R) telle que u(k)(0) = ak pour tout k.

Corollaire 0.1.1 Toute fon
tion C∞
sur un intervalle 
ompa
t [a, b] (ave
 dérivée à tous ordres

à droite en a et à gau
he en b) peut être prolongée en une fon
tion C∞
sur R.

Démonstration

Étape 1 : le théorème.

Constru
tion d'une fon
tion plateau. On souhaite 
onstruire une fon
tion f ∈ C∞(R) telle

que :

f(x) =







1 si |x| ≤
1

2
;

0 si |x| ≥ 1.

On 
onsidère pour 
e faire la fon
tion ψ dé�nie par :

ψ(t) =

{

e−1/t
si t > 0 ;

0 si t ≤ 0.

Montrons que ψ est une fon
tion de 
lasse C∞
.

� ψ est de 
lasse C∞
sur R \ {0} et toutes ses dérivées sont nulles pour t < 0.

� Pour t > 0 et pour k ∈ N, on a :

ψ(k)(t) = Pk

(

1

t

)

e−1/t

où P0(X) = 1 et Pk+1(X) = X2(Pk(X)− P ′

k(X)).
Ainsi Pk est un polyn�me de degré 2k (par ré
urren
e).

� Par ré
urren
e sur k, on peut alors montrer que ψ est k fois dérivable sur R ave
 ψ(k)(t) = 0
pour t ≤ 0. En e�et :

� Si k = 0, le résultat est immédiat.

� Supposons le résultat vrai au rang k, on a :

1

t
(ψk(t)− ψk(0)) =











1

t

(

Pk

(

1

t

)

e−1/t

)

si t > 0 ;

0 si t < 0.

qui tend vers 0 ave
 t. Don
 ψ(k+1)(0) = 0 et la propriété est vraie au rang k + 1.
Don
 ψ est indé�niment dérivable, don
 de 
lasse C∞

.

Posons maintenant trois fon
tions :

α(t) = ψ(t)ψ(1 − t)

β(t) =

∫ t

0 α(s)ds
∫ 1

0
α(s)ds

f(t) = β

(

x− a

b− a

)

β

(

d− x

d− c

)

Montrons que f ∈ C∞(R) et véri�e f = 1 sur [b, c] et est de support [a, d].
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� D'après 
e qu'on vient de montrer sur ψ, on sait que α est de 
lasse C∞
sur R, positive et

de support [0, 1].

� Comme l'intégrale

∫ 1

0
α(s)ds > 0 alors β est bien dé�nie et β ∈ C∞(R), de plus, on a :

β(t) = 0 pour t ≤ 0 ;

β(t) = 1 pour t ≥ 1 ;

et β est stri
tement 
roissante sur [0, 1] et véri�e β(t) > 0 si et seulement si t > 0.
� Don
 f est de 
lasse C∞

sur R, 
omprise entre 0 et 1 et égale à 1 si b ≤ x ≤ c et non nulle

si et seulement si a < x et x < d, ie le support de f est [a, d].

Ainsi en posant b = −
1

2
, c =

1

2
, a = −1 et d = 1, on obtient bien la fon
tion f voulue.

Démonstration du théorème de Borel

On vient don
 de 
onstruire une fon
tion f ∈ C∞(R) telle que :

f(x) =







1 si |x| ≤
1

2
;

0 si |x| ≥ 1 ;

On pose :

fk(x) = f(λkx)
akx

k

k!
Montrons que l'on peut 
hoisir les λk > 0 pour assurer la 
onvergen
e uniforme sur R de la série

u =
∑

k fk et de 
haque série dérivée.

Pour k ≥ m, on a, d'après la formule de Leibniz de dérivation d'un produit :

f
(m)
k (x) = ak

m
∑

p=0

Cp
mf

(m−p)(λkx)λ
m−p
k

xk−p

(k − p)!

Soit Mm un majorant uniforme sur R de f et de toutes ses dérivées d'ordre au plus m.

Comme f est nulle en dehors de [−1, 1], il su�t d'e�e
tuer les majorations lorsque |x| ≤
1

λk
, 
e

qui donne :

|f
(m)
k (x)| ≤Mm|ak|

m
∑

p=0

Cp
mλ

m−p
k

λ
p−k
k

(k − p)!

=Mm|ak|

m
∑

p=0

Cp
m

λm−k
k

(k − p)!

≤Mm|ak|λ
m−k
k

2m

(k −m)!

valable pour k ≥ m ≥ 0 et x ∈ R.

Prenons λk = max(1, |ak|) alors λ
k−m
k ≥ λk ≥ |ak| pour k −m ≥ 1, d'où :

|f
(m)
k (x)| ≤

Mm2m

(k −m)!

pour x ∈ R et k ≥ m+ 1.

D'autre part, pour k = 0, . . . ,m, les fon
tions f
(m)
k sont 
ontinues sur R et nulles en dehors de

[

−
1

λk
,
1

λk

]

, on peut don
 les bornées uniformément.

Par suite, la série des dérivées d'ordre m :

∞
∑

k=0

f
(m)
k =

m
∑

k=0

f
(m)
k +

∞
∑

k=m+1

f
(m)
k

est normalement 
onvergente sur R pour tout m ∈ N.

La fon
tion u =
∑

k fk est don
 de 
lasse C∞
sur R et ses dérivées se 
al
ulent terme à terme. En

parti
ulier u(m)(0) =
∑

k f
(m)
k (0) = am pour tout m ≥ 0 puisque fk(x) 
oïn
ide ave
 ak

xk

k!
sur le

voisinage de l'origine dé�ni par |x| ≤
1

2λk
.
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Étape 2 : le 
orollaire. Soit f une fon
tion de 
lasse C∞
sur [a, b]. D'après le théorème de

Borel, on sait qu'il existe u ∈ C∞(R) et v ∈ C∞(R) telles que pour tout k :

u(k)(a) = f (k)(a+) et v(k)(b) = f (k)(b−)

La fon
tion f̃ dé�nie par :

f̃(x) =











u(x) si x < a ;

f(x) si a ≤ x ≤ b ;

v(x) si x > b.

donne un prolongement C∞
de f .
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