Théoréme de Borel

Référence : | | p-359-360.

Théoréme 0.1 (de Borel) Soit (ar)ken une suite de réels quelconque. Alors il existe une fonction
u € C(R) telle que u® (0) = ay, pour tout k.

Corollaire 0.1.1 Toute fonction C* sur un intervalle compact [a,b] (avec dérivée a tous ordres
a droite en a et a gauche en b) peut étre prolongée en une fonction C> sur R.

Démonstration

Etape 1 : le théoréme.
Construction d’une fonction plateau. On souhaite construire une fonction f € C°(R) telle
que :

1
1 stz < =
fx) = 2

0 siz|>1.

On considére pour ce faire la fonction 1 définie par :

{el/t sit>0;

=9, sit<0.

Montrons que 1 est une fonction de classe C'*°.
— 1 est de classe C™ sur R\ {0} et toutes ses dérivées sont nulles pour ¢ < 0.
— Pour t > 0 et pour k€ N, on a:

ot Py(X) =1 et Py1(X) = X2(Pe(X) — PL(X)).
Ainsi Py, est un polynome de degré 2k (par récurrence).
— Par récurrence sur k, on peut alors montrer que 1) est k fois dérivable sur R avec ¢(*)(t) =0
pour t < 0. En effet :
— Si k =0, le résultat est immédiat.
— Supposons le résultat vrai au rang k, on a :

2 (Wn(t) = () = (e (@)er) ween
0

sit<O.

qui tend vers 0 avec ¢t. Donc 1/)(’”‘1)(0) = 0 et la propriété est vraie au rang k + 1.
Donc 9 est indéfiniment dérivable, donc de classe C'*°.
Posons maintenant trois fonctions :

aft) = ¢(t)p(1 —1t)

fg a(s)ds
$) = L0
A) fol a(s)ds

ﬂozﬁ(i‘j)ﬁ(j‘ﬁ)

Montrons que f € C*°(R) et vérifie f =1 sur [b, c] et est de support [a, d].




— D’aprés ce qu’on vient de montrer sur 1, on sait que « est de classe C*° sur R, positive et
de support [0, 1].

— Comme l'intégrale fo s)ds > 0 alors 3 est bien définie et 5 € C°°(R), de plus, on a :

B(t)=0 pourt<O0;
B(t)=1 pourt>1;

et  est strictement croissante sur [0, 1] et vérifie 5(t) > 0 si et seulement si ¢ > 0.
— Donc f est de classe C*° sur R, comprise entre 0 et 1 et égale & 1 si b < x < ¢ et non nulle

si et seulement si a < x et & < d, ie le support de f est [a,d].

1 1
Ainsi en posant b = —=, ¢ = 2’

5 a = —1 et d =1, on obtient bien la fonction f voulue.

Démonstration du théoréme de Borel
On vient donc de construire une fonction f € C*°(R) telle que :

1
1 stz < =
fz) = 2
0 siz|>1;
On pose :
akxk

(@) = fnz)—

Montrons que ’on peut choisir les A\ > 0 pour assurer la convergence uniforme sur R de la série
u =, fr et de chaque série dérivée.
Pour k > m, on a, d’aprés la formule de Leibniz de dérivation d’un produit :

kP

(k —p)!

Soit M,,, un majorant uniforme sur R de f et de toutes ses dérivées d’ordre au plus m.

(@) = ar S OB D () AP

p=0

1
Comme f est nulle en dehors de [—1,1], il suffit d’effectuer les majorations lorsque |z| < oo e

k
qui donne :
p—k
A (@) € Minlax] > CoATP
pzo (k —p)!
)\m k
== m|ak|ch
2m
< Mm )\’ﬁ’b*ki
< Mnlarl N 50,

valable pour £ > m >0 et x € R.
Prenons A\, = max(1, |ag|) alors \f=™ > A, > |ag| pour k —m > 1, d’ot :

(m) < M, 2™
@<
pourx € Ret k> m+ 1.
D’autre part, pour k = 0,...,m, les fonctions f,gm) sont continues sur R et nulles en dehors de

1 1
[ VbW ] on peut donc les bornées uniformément.

Par suite, la série des dérivées d’ordre m :

k=0 k=0 k=m+1

est normalement convergente sur R pour tout m € N.
La fonction u = ), fi est donc de classe C* sur R et ses dérivées se calculent terme a terme. En
k
x
particulier u(™(0) = 3", f(m)( 0) = ay, pour tout m > 0 puisque fi(x) coincide avec @y Sur le
) !

voisinage de l'origine défini par |z| < CIVE
k



Etape 2 : le corollaire. Soit f une fonction de classe C™ sur [a, b]. D’aprés le théoréme de
Borel, on sait qu'il existe u € C*(R) et v € C*°(R) telles que pour tout k :

u®(a) = D a*) et v ()= FOB7)

La fonction f définie par :
u(z) siz<a;
fl@)=1 f(z) sia<z<b;
v(x) siz>b.

donne un prolongement C'° de f.
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