
Composantes onnexes des formes quadratiques

Référenes : [FGN10℄ p.214-215 ([MT09℄).

Proposition 0.1 Soit (E, ‖.‖) un R-espae vetoriel de dimension n ≥ 1. On note Q(E) l'ensemble

des formes quadratiques sur E et Ω(E) le sous-ensemble des formes quadratiques non dégénérées.

Alors les omposantes onnexes de Ω(E) sont les Ωk(E), ie les formes quadratiques non dégénérées

de signature (k, n− k).

Démonstration

Étape 1 Montrons que Ω(E) est un ouvert de Q(E).
On hoisit une base de E. Alors Q(E) s'identi�e à Sn(R) l'espae des matries symétriques réelles

(via la forme polaire assoiée à une forme quadratique) et Ω(E) au sous-ensemble formé des matries

symétriques inversibles (ar une forme quadratique est non dégénérée si et seulement si la matrie

de sa forme polaire a un noyau réduit à {0}, e qui est équivalent en dimension �nie à la bijetivité

de la dite forme polaire).

Comme la fontion déterminant est ontinue et que GLn(R) = det−1(R∗) alors GLn(R) est un

ouvert et don Sn(R) ∩ GLn(R) est don un ouvert de Sn(R) par dé�nition d'un ouvert pour la

topologie induite de Mn(R) sur Sn(R).

Étape 2 Soit q ∈ Ω(E). Montrons qu'il existe deux sous-espaes vetoriels supplémentaires

F et G de E et qu'il existe k > 0 (réel) tels que :

∀x ∈ F, q(x) ≥ k‖x‖2 et ∀x ∈ G, q(x) ≤ −k‖x‖2

Notons (r, s) la signature de q. Comme q est non dégénérée, on a r + s = n.
Ainsi en se plaçant dans une base q-orthogonale pour E (ie orthogonale pour la forme polaire

assoiée à q), il existe deux sous-espaes supplémentaires F et G de dimensions respetives r et s
tels que q soit dé�nie positive sur F et dé�nie négative sur G.

Montrons maintenant que es sous-espaes onviennent.

La restrition de q à F étant dé�nie positive, la fontion

√
q est une norme sur F (on peut véri�er les

axiomes de la norme). Comme F est de dimension �nie, ette norme est équivalente à la restrition

de la norme de E sur F . Ce qui signi�e, en partiulier, qu'il existe k1 > 0 tel que pour tout x ∈ F :

√

q(x) ≥ k1‖x‖

Ainsi pour tout x ∈ F :

q(x) ≥ k21‖x‖2

De la même façon, on dé�nit sur G une norme équivalente à la restrition à G de elle sur E, don

il existe k2 > 0 tel que pour tout x ∈ G :

√

−q(x) ≥ k2‖x‖

Ainsi pour tout x ∈ G :

q(x) ≤ −k22‖x‖2

On pose alors k = min(k21 , k
2
2) pour onlure ette étape.
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Étape 3 Montrons qu'il existe une norme N sur Q(E) telle que si q′ ∈ Q(E) est tel que

N(q − q′) < k alors q′ a la même signature que q.
Nous allons montrer que si q′ est assez prohe de q, elle va rester dé�nie positive sur F et dé�nie

négative sur G et don sera de même signature que q.
Pour q′ ∈ Q(E), posons :

N(q′) = sup
‖x‖=1

|q′(x)|

Cei dé�ni une norme sur Q(E). Par homogénéité, on a pour tout x ∈ E :

|q′(x)| ≤ N(q′)‖x‖2

Soit alors q′ ∈ Q(E) telle que N(q − q′) < k. On a don pour tout x 6= 0 :

|q(x)− q′(x)| < k‖x‖2

Par onséquent, on a pour tout x ∈ E :

q(x) − q′(x) < k‖x‖2 et q′(x) − q(x) < k‖x‖2

Ainsi si x ∈ F \ {0}, on a par la première inégalité et d'après l'étape 2 :

q′(x) > q(x)− k‖x‖2 ≥ 0

Et si x ∈ G \ {0}, d'après la deuxième inégalité et l'étape 2 on a :

q′(x) < q(x) + k‖x‖2 ≤ 0

Don q′ est dé�nie positive sur F et dé�nie négative sur G. Sa signature est don la même que

elle de q.

Conlusion Déduisons-en les omposantes onnexes de Ω(E).
Pour k ∈ {0, 1, . . . , n}, notons Ωk(E) l'ensemble des formes quadratiques non dégénérées de signa-

tures (k, n− k).
D'après l'étape 3, on sait que les Ωk(E) sont ouverts (par dé�nition d'un ouvert, ie ontient une

boule ouverte). Ils forment par ailleurs une partition de Ω(E).
Montrons que les Ωk(E) sont onnexes matriiellement.

Soient A,B ∈ Sn(R) ∩ GLn(R) de signatures (k, n − k). Alors omme A et B appartiennent à

Sn(R), on sait qu'il existe P,Q ∈ GLn(R) tels que :

A = tPDkP et B = tQDkQ

où Dk est la matrie diagonale ontenant k oe�ients 1 et n− k oe�ients −1.
Supposons que P et Q sont de déterminant stritement positif (quitte à hanger en son opposée la

première ligne de P ou Q).

Comme l'ensemble des matries inversibles réelles de déterminant positif est onnexe par ar,

on peut trouver un hemin ontinue t ∈ [0, 1] 7−→ γ(t) tel que γ(0) = P et γ(1) = Q. Ainsi

l'appliation t ∈ [0, 1] 7−→ tγ(t)Dkγ(t) est un hemin ontinue formé des matries symétriques de

signature (k, n− k) et joignant A à B. D'où la onnexité de Ωk(E).
Pour �nir, on a don obtenue une partition de ω(E) en ouverts onnexes, es ouverts onnexes sont

don les omposantes onnexes de Ω(E) (la réunion de deux de es ensembles onnexes ne peut

pas être une omposante onnexe par dé�nition de la onnexité).

Résultats utilisés

Proposition 0.2 Soit q ∈ Q(E). Soit B = (e1, . . . , en) une base q-orthogonale de E. On note

q(x) =
∑n

i=1
aix

2
i
où x =

∑n

i=1
xiei et on note r le nombre de ai > 0 et s elui de ai < 0.

Alors r est la dimension maximale d'un sous-espae vetoriel de E sur lequel q est dé�nie positive

et s elui où q est dé�nie négative. De plus (r, s) ne dépend pas de la base hoisie.
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Démonstration Quitte à permuter les veteur de la baseB, on peut supposer que a1, . . . , ar > 0
et ar+1, . . . , ar+s < 0 et que les autres ai sont nuls.
Il est lair que la restrition de q au sous-espae vetoriel V ect(e1, . . . , er) est dé�nie positive. La

dimension maximale d'un tel sous-espae est don au moins égale à r.
Inversement, soit F un sous-espae de E sur lequel q est dé�nie positive. Comme q est dé�nie

négative sur le sous-espae V ect(er+1, . . . , en), on est ertain que F et G sont en somme direte,

par onséquent dimF ≤ n− dimG = r, d'où le résultat.

On raisonne de la même manière pour montrer que s est la dimension maximale du sous-espae

sur lequel q est dé�nie négative.

Ces dimensions sont intrinsèquement assoiées à q et ne dépendent don pas de la base B orthog-

onale hoisie.

Proposition 0.3 GL+
n
(R) est onnexe.

Démonstration On proède par réurrene sur la dimension.

� Si n = 1, omme GL+

1 (R) est homéomorphe à R
∗
+ qui est onnexe, on obtient la onnexité

de GL+

1 (R).
� Supposons que GL+

n−1(R) soit onnexe et montrons que GL+
n
(R) est onnexe.

CommeGL+

n−1(R)×R
n−1

est onnexe (omme produit de onnexes) et le quotientGL+
n
(R)/(GL+

n−1(R)×R
n−1)

est homéomorphe à R
n \ {0} qui est onnexe que n ≥ 2, alors GL+

n (R) est onnexe.
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