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Théorème 0.1 Soit G = GLn(K). Soit TS le sous-groupe de G formé des matri
es triangulaires

supérieures inversibles. Soit A ∈ G.

Alors il existe T1, T2 ∈ TS et Pσ une matri
e de permutation, ie P = (δi,σ(j))1≤i,j≤n ave
 σ ∈ Sn

telles que A = T1PσT2.

De plus σ est unique et la partition G = ∪σ∈Sn
T1PσT2 de GLn(K) ainsi obtenue est appelée

dé
omposition de Bruhat.

Pour e�e
tuer la démonstration, on va utiliser les matri
es 
orrespondant aux opérations élé-

mentaires sur les lignes et les 
olonnes mais en se limitant à 
elles qui sont dans TS . On va

déterminer un algorithme semblable à 
elui du pivot de Gauss. E�e
tuons quelques rappels.

On pose (Eij)1≤i,j≤n la base 
anonique de Mn(K).

Dé�nition 0.1 On appelle matri
e de transve
tion, toute matri
e de la forme :

Tij(λ) = Id+ λEij

ave
 i 6= j et λ ∈ K.

Proposition 0.2 1. Multiplier une matri
e A à gau
he par Tij(λ) revient à rajouter à la i-ième

ligne de A, la j-ième ligne multipliée par λ.

2. Multiplier une matri
e A à droite par Tij(λ) revient à rajouter à la j-ième 
olonne de A, la

i-ième 
olonne multipliée par λ.

Démonstration Cal
ul dire
t en posant les 
oe�
ients de A = (aij).

Dé�nition 0.2 On appelle matri
e de dilatation, toute matri
e de la forme :

Di(α) = Id+ (α− 1)Eii

où α ∈ K
∗
.

Proposition 0.3 1. Multiplier A à gau
he par Di(α) revient à multiplier la i-ième ligne de A

par α.

2. Multiplier A à droite par Di(α) revient à multiplier la i-ième 
olonne de A par α.

Démonstration Cal
ul dire
t en posant les 
oe�
ients de A.

Proposition 0.4 1. Toute matri
e de dilatation est triangulaire supérieure et appartient à TS

(
ar α 6= 0).

2. Une matri
e Tij(λ) est triangulaire supérieure pour i < j et appartient dans 
e 
as à TS.

Démonstration É
rire à quoi 
orrespondent les matri
es de dilatation et de transve
tion.

Démonstration du théorème

Soit A ∈ G. Construisons un algorithme permettant de transformer A en une matri
e de permu-

tation, en la multipliant par des matri
es de transve
tions ou de dilatations.

D'après les rappels que nous venons d'e�e
tuer, on peut ajouter à toute ligne une 
ombinaison

linéaire des lignes d'indi
es supérieurs et à toute 
olonne, une 
ombinaison linéaire des 
olonnes

d'indi
es inférieurs.
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Étape 1 :

� La première 
olonne de A est non nulle, 
ar A ∈ G.

� Posons alors i1 le plus grand indi
e k tel que ak1 6= 0.
� En multipliant A par des matri
es Tk1(λ), on peut annuler tous les 
oe�
ients ak1 pour

k < i1.

� À l'aide d'une matri
e de dilatation, on peut rempla
er le 
oe�
ient en position (i1, 1) par
1.

� Puis on peut annuler tous les 
oe�
ients de la ligne i1 en e�e
tuant des opérations sur les


olonnes.

Notons A1 la matri
e obtenue.

Étape 2 :

� Comme A1 ∈ G, la se
onde 
olonne de A1 n'est pas nulle.

� On pose i2 le plus grand indi
e k tel que le 
oe�
ient en position (k, 2) de A1 soit non nul.

� Comme pré
édemment, on peut égaler 
e 
oe�
ient à 1 et mettre des 0 sur la ligne i2 et

toute la 
olonne 2.
� On peut véri�er que 
es opérations ne modi�ent pas les termes de la ligne i1 et de la 
olonne

1.
On pose A2 la matri
e obtenue.

Étape 3 : On 
ontinue l'algorithme de même ave
 la matri
e A2.

On 
onstruit ainsi une suite inje
tive i1, i2, . . . , in d'entiers entre 1 et n et en notant σ la bije
tion

qui envoie k sur ik, la matri
e obtenue à la �n de l'algorithme est la matri
e de permutation Pσ.

La matri
e A a été multipliée à gau
he et à droite par un produit d'éléments de TS, qui est en
ore

dans TS.

Ainsi en 
onsidérant l'inverse de 
es matri
es, qui sont dans TS, on peut é
rire : T−1
1 AT−1

2 = Pσ,

ie A = T1PσT2.

Étape 4 : Uni
ité de σ Montrons que si σ et σ′ ∈ Sn et si T, T ′ ∈ TS, l'égalité TPσ = Pσ′T ′

implique que σ = σ′
.

� On remarque que la matri
e TPσ s'obtient en permutant les 
olonnes de T (la j-ième 
olonne

de TPσ est la σ(j)-ième 
olonne de T ) et que Pσ′T ′
s'obtient en permutant les lignes de T ′

(la i-ième ligne de Pσ′T ′
est la σ−1(i)-ième ligne de T ′

).

� Pour tout indi
e j, les 
oe�
ients d'indi
e (i, j) de TPσ sont non nuls pour i > σ(j).
� Le 
oe�
ient d'indi
e (σ′(j), j) de Pσ′T ′

, ie le 
oe�
ient (j, j) de T ′
, n'est pas nul, 
ar T ′

est triangulaire supérieure inversible.

� On en déduit que σ′(j) ≥ σ(j).
� Par symétrie, on obtient que σ′(j) ≤ σ(j). D'où σ = σ′

.

Con
lusion :

GLn(K) =
⋃

σ∈Sn

T1PσT2

où la réunion est disjointe.
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