
Ellipse de Steiner

Référenes : il n'y en a pas ! ([Aud06℄ et [FGN07℄).

Dé�nition 0.1 La bissetrie extérieure d'un angle est la droite perpendiulaire à la bissetrie

intérieure de l'angle (la bissetrie intérieure étant la droite qui oupe l'angle en deux angles égaux).

Théorème 0.1 Soient M1, M2 et M3 trois points non alignés dans le plan omplexe d'a�xes

respetives z1, z2 et z3.

Soit P (X) = (X − z1)(X − z2)(X − z3).
Alors les raines de P ′

sont les foyers d'une ellipse tangente aux trois �tés du triangle M1M2M3

en leurs milieux.

Démonstration

Étape 1 : Lemme de Ponelet.

Lemme 0.1 (de Ponelet) Soit E une ellipse de foyers F1, F2.

Soit P un point extérieur à E.

Soient PT1 et PT2 les deux tangentes à E passant par le point P , où T1 et T2 sont les points de

tangene appartenant à E.

Alors les angles (
−−→
PT1,

−−→
PF1) et (

−−→
PT2,

−−→
PF2) sont égaux.
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Démontrons e lemme. On utilise pour ela une propriété de l'ellipse : la tangente PT1 est la

bissetrie extérieure de l'angle (
−−−→
T1F1,

−−−→
T1F2).

Autrement dit si F ′
1
est le symétrique orthogonal de F1 par rapport à la tangente PT1, alors F2,

T1 et F ′
1
sont alignés et on a :

d(F2, F
′
1
) = d(F2, T1) + d(T1, F

′
1
) = d(F2, T1) + d(T1, F1) = 2a

où a est le demi-grand axe de l'ellipse (par dé�nition de l'ellipse).

De même si F ′′
1

est le symétrique orthogonal de F1 par rapport à PT2, alors F2, T2 et F ′′
1

sont

alignés et on a :

d(F2, F
′′
1
) = 2a
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Notons RD la symétrie orthogonale par rapport à une droite D. On rappelle que si D et D′
se

oupent en O, alors RD′ ◦ RD est la rotation de entre O et d'angle deux fois l'angle des droites

D et D′
modulo π.
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Ainsi pour montrer le théorème de Ponelet, il su�t de montrer que RPF1
◦RPT1

et RPT2
◦RPF2

sont la même rotation de entre P .

Pour ela on détermine l'image de F ′
1
par es deux transformations :

� RPT1
(F ′

1
) = F1 et RPF1

(RPT1
(F ′

1
)) = RPF1

(F1) = F1 ;

� on a vu que d(F2, F
′
1
) = d(F2, F

′′
1
) = 2a et on a aussi d(P, F1) = d(P, F ′

1
) = d(P, F ′′

1
) par

onstrution de F ′
1
et de F ′′

1
, don (PF2) est la médiatrie de (F ′

1
F ′′
1
) et RPF2

(F ′
1
) = F ′′

1
,

d'où RPT2
(RPF2

(F ′
1
)) = F1.

Don les deux transformations ont même entre et envoient F ′
1
sur F1. Ce sont don les mêmes

rotations.

On a don démontré le lemme de Ponelet !

Étape 2 : C÷ur de la démonstration Soient ω1 et ω2 les raines de P ′
et soient F1 et F2

les points d'a�xes respetives ω1 et ω2.

Lemme 0.2 (Théorème de Gauss-Luas) Soit P un polyn�me à oe�ients omplexes.

Alors dans C, les raines de P ′
sont dans l'enveloppe onvexe des raines de P .

D'après e lemme, les points F1 et F2 sont don à l'intérieur du triangle M1M2M3.

 Montrons que (
−−−−→
M1M2,

−−−→
M1F1) = (

−−−→
M1F2,

−−−−→
M1M3).

Pour ela on érit P ′
de deux manières di�érentes. Comme P (X) = (X−z1)(X−z2)(X−z3) alors

en dérivant, on obtient :

P ′(X) = (X − z2)(X − z3) + (X − z1)(X − z2) + (X − z1)(X − z3)

Si on développe le polyn�me P , on obtient P = X3−(z1+z2+z3)X
2+(z3z1+z3z2+z1z2)X−z1z2z3,

d'où en dérivant :

P ′(X) = 3(X − ω1)(X − ω2)

En faisant X = z1 dans les deux expression de P ′
, on obtient :

3(z1 − ω1)(z1 − ω2) = (z1 − z2)(z1 − z3)

z2 − z1

ω1 − z1
= 3

ω2 − z1

z3 − z1

Ainsi en passant à l'argument, on a :

arg

(

z2 − z1

ω1 − z1

)

= arg

(

3
ω2 − z1

z3 − z1

)

= arg(3) + arg

(

ω2 − z1

z3 − z1

)

= arg

(

ω2 − z1

z3 − z1

)

e qui signi�e que (
−−−−→
M1M2,

−−−→
M1F1) = (

−−−→
M1F2,

−−−−→
M1M3).

 Construisons maintenant l'ellipse E de foyers F1, F2, qui est tangente au �téM1M2 du triangle.

Pour ela, on va de nouveau utiliser la propriété de la bissetrie extérieure.

On prend M1 omme point extérieur (ie = P ). Une des tangentes à E est don (M1M2). Don le

point de tangene T1 ∈ (M1M2).
On onstruit F ′

1
le symétrique orthogonal de F1 par rapport à (M1T1) = (M1M2) et d'après la

propriété T1 est l'intersetion de (M1M2) ave (F ′
1
F2). On trouve ainsi T1 expliitement.

D'après la dé�nition bifoale :

E = {Q, d(F1, Q) + d(F2, Q) = d(F1, T1) + d(F2, T1)}
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 Soit T2 le point de tangene de la deuxième tangente issue de M1. D'après le lemme de Ponelet,

(
−−−−→
M1M2,

−−−→
M1F1) = (

−−−→
M1F2,

−−−→
M1T2). Don (M1T2) oïnide ave (M1M3) et T2 ∈ (M1M3), don E

est tangente à (M1M3).
 Il ne reste plus qu'à montrer que les points de tangene sont les milieux des �tés. Montrons-

le pour I milieu de [M1M2] d'a�xe

z1 + z2

2
. Il su�t de montrer que (

−−→
IM1,

−−→
IF1) = (

−−→
IF2,

−−→
IM2)

(toujours en utilisant la propriété de la bissetrie extérieure). En faisant X =
z1 + z2

2
dans les

deux expressions de P ′
, on obtient :

3

(

z1 + z2

2
− ω1

)(

z1 + z2

2
− ω2

)

=

(

z1 + z2

2
− z1

)(

z1 + z2

2
− z2

)

+

(

z1 + z2

2
− z1

)(

z1 + z2

2
− z3

)

+

(

z1 + z2

2
− z2

)(

z1 + z2

2
− z3

)

=

(

z2 − z1

2

)(

z1 − z2

2

)

D'où

12
ω1 −

z1 + z2

2
z1 − z2

=
z2 − z1

ω2 −
z1 + z2

2

Ainsi en passant à l'argument, on obtient (
−−→
IF1,

−−−−→
M2M1) = (

−−−−→
M1M2,

−−→
IF2), ie (

−−→
IF1,

−−→
IM1) = (

−−→
IM2,

−−→
IF2).

D'où le résultat.

On proède de même pour montrer que les autres tangentes passent par les milieux de [M1M3] et
[M2M3] respetivement.
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Lemmes utilisés

Lemme 0.3 (Théorème de Gauss-Luas) Soit P un polyn�me à oe�ients omplexes.

Alors dans C, les raines de P ′
sont dans l'enveloppe onvexe des raines de P .

Démonstration On érit :

P = λ

r
∏

k=1

(X − λk)
nk

où r ≥ 1, λ ∈ C∗
, λ1, . . . , λr ∈ C sont les raines deux à deux distintes de P et n1, . . . , nr leur

ordre de multipliité respetif.

Comme :

P ′ = λ

r
∑

k=1

nk(X − λk)
nk−1

∏

l 6=k

(X − λl)
nl
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On a :

P ′

P
=

λ
∑

r

k=1
nk(X − λk)

nk−1
∏

l 6=k
(X − λl)

nl

λ
∏

r

k=1
(X − λk)nk

=
n1(X − λ1)

n1−1
∏

k 6=1
(X − λk)

nk + . . .+ nr(X − λr)
nr−1

∏

l 6=r
(X − λl)

nl

∏

r

k=1
(X − λk)nk

=
n1

∏

r

k=1
(X − λk)

nk−1
∏

l 6=1
(X − λl) + . . .+ nr

∏

r

k=1
(X − λk)

nk−1
∏

l 6=r
(X − λl)

∏

r

k=1
(X − λk)nk−1

∏

r

k=1
(X − λk)

=
n1

∏

l 6=1
(X − λl) + . . .+ nr

∏

l 6=r
(X − λl)

∏r

k=1
(X − λk)

=
r

∑

k=1

nk

X − λk

Soit z une raine de P ′
.

 Si z est l'une des raines λk, elle est évidemment dans l'enveloppe onvexe des raines de P .

 Sinon, on peut érire :

P ′(z)

P (z)
= 0 =

r
∑

k=1

nk

z − λk

=

r
∑

k=1

nkz − λk

|z − λk|2

e qui donne en passant au onjugué :

r
∑

k=1

nk(z − λk)

|z − λk|2
= 0

On en déduit que :

r
∑

k=1

nkz

|z − λk|2
=

r
∑

k=1

nkλk

|z − λk|2

z =

∑

r

k=1

nkλk

|z − λk|2
∑

r

k=1

nk

|z − λk|2

Comme haque

nk

|z − λk|2
est stritement positif, ette formule exprime le fait que z est un baryen-

tre à oe�ients stritement positifs des λk.

La raine z de P ′
est don dans l'enveloppe onvexe des raines de P .

Lemme 0.4 (Propriété de la bissetrie extérieure) Soit E une ellipse de foyers F et F ′
.

Alors la tangente à E en M est la bissetrie extérieure de l'angle (
−−→
MF,

−−−→
MF ′).

Démonstration Soient D et D′
les diretries assoiées aux foyers F et F ′

. Soient P et P ′

les points d'intersetions de la tangente en M ave D et D′
et soient m et m′

les projetions de M

sur D et D′
.

On sait que MF et PF sont orthogonales, ainsi que MF ′
et P ′F ′

. De plus :

MF ′

MF
=

Mm′

Mm
=

MP ′

MP

de sorte que les triangles retangles MFP et MF ′P ′
sont semblables d'où l'égalité des angles.

L'ellipse est ontenue dans l'un des demi-plans fermés dé�nis par la tangente. Le segment [FF ′]
est ontenu à l'intérieur de l'ellipse et la tangente ne peut le renontrer, 'est don la bissetrie

extérieure.
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