
Enveloppe onvexe de O(E)

Référenes : [FGN10℄ p.130-131 ([Tau05℄).

Théorème 0.1 Soit E un espae eulidien. Soit B = {u ∈ E, ‖ u ‖≤ 1}.
Alors Conv(O(E)) = B.

Dé�nition 0.1 Soit E un espae eulidien.

O(E) = {u ∈ L(E); ∀x, y ∈ E,< u(x), u(y) >=< x, y >}

Dé�nition 0.2 Soit E un espae a�ne eulidien. Soit A un onvexe de E. On dit que M ∈ A est

un point extrémal de A ou que M est extrémal, si toute égalité M = tP + (1 − t)Q ave t ∈ [0, 1]
et P,Q ∈ A implique M = P ou M = Q (don si P 6= Q, on a t = 0 ou t = 1).

Notation : Extr(A) désigne l'ensemble des points extrémaux de A.

Proposition 0.2 Soit A un onvexe de E. Soit M ∈ A. Alors les propositions suivantes sont

équivalentes :

1. M ∈ Extr(A) ;

2. A \ {M} est onvexe.

Démonstration

(i) ⇒ (ii) Montrons que A \ {M} est onvexe.

Soient P,Q ∈ A \ {M} et soit t ∈ [0, 1]. Alors tP + (1− t)Q ∈ A puisque A est onvexe.

Montrons maintenant que tP+(1−t)Q /∈ {M}, pour e faire, on suppose le ontraire, ie tP+(1−t)Q ∈ {M}.
Alors M = tP + (1− t)Q, or M est extrémal don ela implique que P = M ou Q = M e qui est

impossible ar P,Q ∈ A \ {M}.
(ii) ⇒ (i) Montrons que M est extrémal.

Soient P,Q ∈ A et soit t ∈ [0, 1] tels que M = tP + (1 − t)Q (on peut érire une telle égalité

puisque A est onvexe).

Supposons de plus que P,Q 6= M . Alors P,Q ∈ A\ {M}, d'où M ombinaison onvexe d'éléments

de A \ {M} qui est onvexe, ie M ∈ A \ {M}. D'où une ontradition, par onséquent M = P ou

M = Q, e qui signi�e que M est extrémal.

Proposition 0.3 Soit A un onvexe de E. Alors A \ {M} est onvexe si et seulement si si

M =
1

2
(P +Q) ave P,Q ∈ A implique M = P = Q.

Démonstration

La première impliation est évidente d'après la proposition que l'on vient de démontrer.

Réiproquement, il su�t de se rendre ompte que M peut toujours s'érire omme le milieu de

deux points de A \ {M}, puisque A \ {M} est onvexe.

Démonstration du théorème
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Étape 1 : Montrons que les points extrémaux de B sont exatement les éléments

de O(E).
 Montrons qu'un élément u ∈ O(E) est extrémal.

Tout d'abord u ∈ B ar u ∈ O(E), ie ∀x ∈ E, < u(x), u(x) >=< x, x > d'où :

‖ u ‖= sup
‖x‖=1

‖ u(x) ‖= sup
‖x‖=1

‖ x ‖= 1

Ainsi ‖ u ‖≤ 1 don u ∈ B.

Supposons de plus, puisque B est onvexe, que u =
1

2
(v + w) ave v, w ∈ B. Soit x ∈ E unitaire.

On a :

‖ x ‖= 1 =‖ u(x) ‖ =
1

2
‖ v(x) + w(x) ‖

≤ 1

2
‖ v(x) ‖ +

1

2
‖ w(x) ‖

≤ 1

2
(‖ v ‖ + ‖ w ‖) ≤ 1

en utilisant l'inégalité triangulaire, la dé�nition de la norme subordonnée, le fait que x est unitaire

et que v, w ∈ B.

Don toutes es inégalités sont en fait des égalités, en partiulier ‖ v ‖ + ‖ w ‖= 2, or ‖ v ‖≤ 1 et

‖ w ‖≤ 1, don néessairement ‖ v ‖=‖ w ‖= 1 et via le même raisonnement (ar ‖ v(x) ‖≤‖ v ‖≤ 1)
on obtient ‖ v(x) ‖=‖ w(x) ‖= 1.
De plus, on est dans le as d'égalité dans l'inégalité triangulaire, ie que v(x) et w(x) sont positive-
ment liés, ie ∃λ ≥ 0 tel que v(x) = λw(x) pour x ∈ E unitaire. Ainsi, on en déduit que v(x) = w(x)
pour x ∈ E unitaire (ar puisque ‖ v(x) ‖=‖ w(x) ‖= λ ‖ v(x) ‖= 1, alors λ = 1). Si maintenant

on onsidère y ∈ E non nul, alors

y

‖ y ‖ est unitaire et v(y) = w(y) par linéarité. Don v = w.

Ainsi u =
1

2
(2v), ie v = u = w don u est bien extrémal.

 Inversement, soit u ∈ B et u /∈ O(E), montrons que u n'est pas extrémal.

On onsidère A la matrie de u dans une base orthonormée de E et on onsidère sa déomposition

polaire, ie A = OS ave O ∈ On(R) et S ∈ S+
n (R).

Comme S est symétrique positive, alors ∃P ∈ On(R) et il existe D = diag(d1, . . . , dn) une matrie

diagonale telles que S = tPDP .
Supposons les valeurs propres rangées dans l'ordre roissant, ie d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn.
Déterminons la norme de A.
On a A = OS ave O ∈ On(R), ie ∀X ∈ R

n
, < OX,OX >=< X,X > don :

‖ AX ‖=‖ OSX ‖=‖ SX ‖

Don ette égalité implique que ‖ A ‖≤‖ S ‖, mais aussi que ‖ S ‖≤‖ A ‖, don ‖ A ‖=‖ S ‖.
De plus pour la même raison, on a ‖ S ‖=‖ D ‖. Par onséquent puisque A ∈ B, alors ‖ A ‖=‖ D ‖≤ 1,
don les di ∈ [0, 1].
Par hypothèse A n'est pas orthogonale (ar u /∈ O(E)) don d1 < 1, en e�et sinon ela signi�erait

que D = Id, don que S = Id et que A = O ave O orthogonale.

Comme d1 < 1, on peut alors érire d1 sous la forme d1 =
α+ β

2
ave −1 ≤ α < β ≤ 1 (ar d1

n'est pas un point extrémal du segment [−1, 1]).
Posons alors D′ = diag(α, d2, . . . , dn) et D

′′ = diag(β, d2, . . . , dn) (on a D′ 6= D′′
), on a :

D =
1

2
(D′ +D′′)

Don :

A =
1

2
(O tPD′P +O tPD′′P )

Les matries O tPD′P et O tPD′′P sont de normes inférieures ou égales à 1, en e�et ∀X ∈ R
n
de

norme 1 :

‖ O tPD′PX ‖2= tX tPD′P tOO tPD′PX = t(PX)D′2(PX) ≤ 1
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ar ‖ PX ‖=‖ X ‖= 1 et les oe�ients de D′2
sont ompris entre 0 et 1.

Don ‖ O tPD′P ‖≤ 1.
De même, on obtient ‖ O tPD′′P ‖≤ 1.
Ainsi en repassant aux endomorphismes, on a érit u omme milieu de deux points distints de B,

don u n'est pas extrémal.

Étape 2 : Conlusion.

On a don montré que l'ensemble des points extrémaux de B sont exatement les éléments de

O(E).
Par onséquent Conv(O(E)) = Conv(Extr(B)).
Or B étant onvexe, ompate et non vide, d'après le théorème de Krein-Millman, on sait que

B = Conv(Extr(B)), don l'enveloppe onvexe de O(E) est la boule unité fermée B.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Théorème de Krein-Millman) Pour tout onvexe ompat non vide A de E (es-

pae a�ne eulidien), on a A = Conv(Extr(A)).

Remarque : Ce résultat se démontre via une réurrene sur la dimension.

Lemme 0.2 Les endomorphismes symétriques dé�nis positifs sont diagonalisable en base orthonor-

mée.

Démonstration : f le développement sur la rédution des endomorphismes auto-adjoints (ie

symétrique !).

Lemme 0.3 (Déomposition polaire) Soit A ∈ GLn(R). Alors il existe des uniques P ∈ On(R)
et S ∈ S++

n (R) telles que A = OS.
De plus, si A ∈ Mn(R), alors il existe O ∈ On(R) et S ∈ S+

n (R) telles que A = OS.

Démonstration

Soit A ∈ GLn(R).
Uniité Supposons que le ouple (O,S) réponde au problème. Alors on a :

tAA = t(OS)(OS) = tS tOOS = tSS = S2

Ainsi S est déterminée omme étant l'unique raine arrée de la matrie symétrique dé�nie positive

tAA. Par onséquent l'uniité de O en déoule.

Existene On pose S omme étant l'unique raine arré de la matrie symétrique dé�nie posi-

tive

tAA et on pose O = AS−1
. Par dé�nition S ∈ S++

n (R), don il reste à véri�er que O est

orthogonale :

tOO = tS−1 tAAS−1 = S−1S2S−1 = Id

Don le ouple (O,S) répond au problème.

Remarque : Véri�ons que

tAA est bien symétrique dé�nie positive.

Soit X ∈ R
n
,

< tAAX,X >=< AX,AX >=‖ AX ‖2≥ 0

De plus A étant inversible, si X 6= 0, alors AX 6= 0 et don ‖ AX ‖2 6= 0.
Don

tAA est bien une matrie symétrique dé�nie positive.

Remarque : Véri�ons l'uniité de S.
Soit B = (e1, . . . , en) une base de veteurs propres de

tAA, λi ∈ R+ étant la valeur propre assoiée

à ei.
On dé�nit s dans la base B en posant s(ei) =

√
λiei. L'endomorphisme s est symétrique ar diag-

onalisable dans une base orthonormale, positif et véri�e lairement S2 = tAA.
Soit k un endomorphisme symétrique positif véri�ant K2 = tAA, alors K ommute ave

tAA,
don laisse invariant les sous-espaes propres de

tAA. La restrition de k à Eλ, espae propre de

tAA relatif à la valeur propre λ, est un endomorphisme symétrique positif dont le arré est λidEλ
.

Sa seule valeur propre (positive) possible est

√
λ. Comme il est diagonalisable, 'est

√
λidEλ

. Ainsi

pour tout i, k(ei) =
√
λiei = s(ei) don s = k.
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Soit A ∈ Mn(R).
Existene Comme GLn(R) est dense dans Mn(R), on peut onsidérer une suite (Ap)p de matries

inversibles qui onverge vers A.
D'après e qu'on vient de faire, on peut érire ∀p, Ap = OpSp ave Op ∈ On(R) et Sp ∈ S++

n (R).
Comme la suite (Op)p est ontenue dans le ompat On(R), on peut en extraire une sous-suite

onvergente qui onverge vers O ∈ On(R). Quitte à onsidérer ette extration, on peut onsidérer

que Op onverge vers O.
Par onséquent la suite Sp = O−1

p Ap onverge vers une matrie S. Ainsi par passage à la limite S
est symétrique et S = O−1A. De plus S est également positive ar ∀X ∈ R

n
:

0 ≤< SpX,X >−→< SX,X >

par ontinuité du produit salaire.

On obtient don que A = OS ave O orthogonale et S symétrique positive.
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