Espace H* ()

Référence : | | p-121-123 et p.129.

Définition 0.1 Soit I =]a,b[ un intervalle ouvert borné de R. On définit ’espace de Sobolev H'(I)
par :
HY(I)={ue L*(I); « € L*I)}

On munit H*(I) du produit scalaire :
< U, v >mpm=<u,v >r2 + < u/,v' >r2

et de la norme : )
[ullg=(lulZz + [l [72)2

Théoréme 0.1
1. HY(I) est un espace de Hilbert ;
2. H'(I) s’injecte de fagon compacte dans C°(I).

Démonstration

Montrons ’assertion (1). Il est clair que (H*(I),< .,. >p1) est un espace préhilbertien,
car < .,. > défini un produit scalaire sur H'(I) puisqu’il est défini comme la somme de deux
produits scalaires.

Soit (uy, ), une suite de Cauchy de H'(I), ie :

Ve>0,3IN e N;Vp,n > N; || ungp — un ||[< €
Autrement dit par définition de la norme sur H*([) :
Ve > 0,3N € N;Vp,n > N; (|| untp — un 172 + | u’/n,-i-p — Uy, ||%2)% <e€

Ainsi (u,), et (ul,), sont de Cauchy dans L?(I). Or (L?(I),]|| . ||z2) est complet donc il existe
u,g € L3(I) tels que || up —u |[p2— 0 et || ul), — g ||r2— 0 quand n — +oo0.
Or par définition de la dérivée au sens des distributions, on a V¢ € C°(I) :

upd— [ Wl == [ ungd + [ ug’
I I I I
s/f|¢>’||unfu|

<l un = w2l ¢ ||z

—0

(car si ¢ € C=(I), alors ¢ € L*(I)).
D'ou [;ul,¢ — [u'¢, Vo € CZ(I).
De la méme fagon, on a V¢ € C°(1) :

\/u;as/gas\ < [ = gll6) <l —g ol 6 i —> 0
I I I

D'ou [;un¢ — [, 9¢, Yo € CZ(I).
Ainsi par unicité de la limite, on a :

/1 (g— )b =0, VoeCx()



Donc g = u’ presque partout (d’aprés le lemme 1), donc g = v’ dans L?(I) (par définition de L*([)
comme le quotient de £2(I) par la relation d’équivalence : 1’égalité presque partout).
Ainsi .

lun == (| un —wlfe + |l u, — ' 72)7 — 0

Donc (uy), converge dans H(I) vers u € H*(I) (car u € L*(I) et v’ € L(I)).

Montrons ’assertion (2). Etape 1 : Montrons que u € H'(I) admet un représentant
continu.
Soit u € H'(I), montrons qu’il existe alors une fonction @& € C°(I) telle que :

— w = u presque partout sur [ ;

- a(x) —aly) = f; u'(t)dt, Va,y € 1.
On fixe yo € I et on pose u(z) = f;o o' (t)dt.
D’aprés le lemme 3, comme v’ € L} (I) (car w € L*(I) et L*(I) C L*(I) car I est compact) , alors
e COI) et :

/Im;s’ = 7/I’u,/¢ Vo € C°(1)

Et comme u est dérivable au sens des distributions, on a [, u'¢ = — [, u¢’ d’ou :

/(a—wzo Vo € C(1)

I

1

Donc d’apres le lemme 2, puisque v —u € Lj,,,

(I), on a l'existence d’une constante C' telle que :
u—u=C presque partout sur [

Ainsi la fonction @(z) = u(z) + C correspond & la fonction recherchée car 4 € C°(I) puisque
7 € COI) et elle vérifie :

— w = u presque partout sur [ et;

— pour tout z,y € T:

T Yy T
a(z) —u(y) =u(z)+C —a(y) — C = / o' (t)dt — / o' (t)dt = / o' (t)dt
Yo Yo Y
Etape 2 : montrons que P’injection H'(I) ¢ C°(T) est compacte.
Autrement dit montrons que ’application :

T:HYI)— C°(I)
U —> U

vérifie que si B est la boule unité de H*(I), alors T'(B) est relativement compact.
Pour ce faire, nous allons utiliser le théoréme d’Ascoli. Vérifions alors ses hypothéses.
— T compact;
~ Soit B la boule unité de H'(I). Soit v € B, alors (en utilisant le représentant continue de u
et en le notant u) :

1

x x x 5) 1 1
[ o] < [Tt <o e ([7ae) <l lo-olt < oo
Y Y Y

(car || u’ [|L2<[| u ||z par définition de || . [[z1).
Ainsi B est uniformément équicontinue dans C°(7).

u(e) —u(y)| =




— Soit u € B, soit x € I :

1 b

u(@)| =

ﬁ/@b (/ylu'(t)dt—i—u(y)) dy
_a// dtdy+b% b u(y)dy

1
"(t)|dtdy + —— d
) y+bfa/alu<y>ly

IN

| N

1 b
()ldtdy + / fu(y)|dy

/|u |dt+—/ |u(y)|dy

<lb—alz || u || +b—|b—a|2 |z

<lb—al? |ullm<|b—al

D'ou || u |0 < C, ainsi B est bien borné. B
Donc d’aprés le théoréme d’Ascoli, B est relativement compacte dans C°(T).
Donc 'opérateur :

T:HYI) — C°(T)
uUr—> U

rend T'(B) relativement compact ; et c’est justement la définition d’injection compacte.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Nullité sous le signe intégral) Soit f € L} .(Q) telle que :

/fu =0 Yuell(Q)
Alors f = 0 presque partout sur ).

Démonstration On procéde en deux étapes.

1. Supposons que 'on ait, de plus, f € L}(Q) et la mesure de 2 finie.
Etant donné € > 0, il existe f; € C2(Q) telle que || f — f1 |1 < € car les fonctions continues
a support compact sont denses dans les fonctions L!.
Or [ fu=0,Vue C2(Q). Donc :

=‘/(f1—f)U+/fu

d’aprés l'inégalité de Holder.

On pose K1 = {z € Q; fi(z) > e} et Ko = {z € Q; fi(xr) < —e}. D’apreés le théoréme
de Tietze-Urysohn, on sait qu’il existe une fonction (comme K; et Ky sont des compacts
disjoints) ug € C.(2) telle que up(z) = 1 si @ € Ky et up(x) = —1 si € Ka, de plus

luo(z)| <1 pour tout z € €.
/fl'uO: f1uo+/ Jiuo
Q O\K K

Posons K = K; U Ky, on a :
Or d’apreés l'inégalité montrée précédemment, on a :

/ | fil :/ f1u0§€+/ | fiuol §€+/ | f1]
K K O\K O\K

/Qflu S/Ifl—fIIUISGIIUIloo




par définition de wug.
Par conséquent :

/|f1|=/ |f1|+/ |f1|§e+2/ If1] < e+ 2|9
Q K O\K Q\K

puisque |f1] < esur Q\ K.
Donc
I o<l f = fulloe + 1 fo o< 26+ 2¢[9)]

Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, on en conclut que f = 0 presque partout sur €.

2. Cas général. On écrit Q = U,Q, avec les Q, ouvert et Q, compact inclus dans Q (par
1

exemple, on peut choisir Q,, = {z € Q;d(z,Q°) > —et |z| < n}). On applique ensuite ce qui
n

précede avec (2, et f, et on voit que f = 0 presque partout sur {2, et on conclut que f =0
presque partout sur €.

Lemme 0.2 (Dérivée nulle implique que la fonction est constante) Soit f € L} (I) telle
que :

/f¢>’ —0 VoecCl
I

Alors il existe une constante C telle que f = C presque partout sur I.

Démonstration On fixe une fonction ¢ € C2(I) telle que [ = 1.
Pour toute fonction w € C2(I), il existe une fonction ¢ € C}(I) telle que :

oeu ([)s

En effet, la fonction h = w — ([, w) ¢ est continue, & support compact inclus dans I et comme
f ;h =0, h admet une primitive (unique) a support compact.
On déduit de ’hypothése du lemme que :

[1(e([+)¢) - swecto
/I(f— (/Ifzﬁ))w:o v € CO(I)

Ainsi d’aprés le lemme 1, f — (f] fz/;) = 0 presque partout, ie f = C presque partout avec
¢ = f[ fy.

Lemme 0.3 Soit g € L}, (I); pour yo € I firé, on pose pour x € I :

loc

v(x) = /Ig(t)dt

Yo

Alors v € C°(I) et :
[ == [0 voeciw
I I

Démonstration On a:

/quﬁ' = /ab (/yj g(t)dt) ¢ (z)dx = — /j dx /:O g(t)¢' (x)dt + /: dx /yj g(t)e' (x)dt

En appliquant le théoréme de Fubini sur un pavé, on en déduit que :

Joo == " g(tyar / (@) + / :’g@)dt / (@i = - [ sotrar

car ¢(a) = ¢(b) = 0.



Lemme 0.4 (Théoréme d’Ascoli) Soit K un espace métrique compact. Soit H un sous-ensemble
de C°(K). On suppose que :

1. H est borné;

2. H est uniformément équicontinu, ie :
Ve > 0,30 > 0,d(z1,22) <6 = |f(z1) — f(z2)| < e,VfEH
Alors H est relativement compact dans C°(K).

Lemme 0.5 (Inclusion de L? dans L') Soit Q) un espace de mesure finie. Alors L?(2) C L*(Q).

Démonstration Soit f € L?(Q), montrons que f € L'(f2), pour ce faire, on considére :

/Q|f|dM§ </Q|f|2du)% </Qdﬂ>2 =l £ ez (2)F < 400

(d’aprés l'inégalité de Holder). Donc f € L1(Q).
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