
Espae H
1(I)

Référene : [Bre05℄ p.121-123 et p.129.

Dé�nition 0.1 Soit I =]a, b[ un intervalle ouvert borné de R. On dé�nit l'espae de Sobolev H1(I)
par :

H1(I) = {u ∈ L2(I); u′ ∈ L2(I)}

On munit H1(I) du produit salaire :

< u, v >H1=< u, v >L2 + < u′, v′ >L2

et de la norme :

‖ u ‖H1= (‖ u ‖2L2 + ‖ u′ ‖2L2)
1

2

Théorème 0.1

1. H1(I) est un espae de Hilbert ;

2. H1(I) s'injete de façon ompate dans C0(I).

Démonstration

Montrons l'assertion (1). Il est lair que (H1(I), < ., . >H1) est un espae préhilbertien,

ar < ., . >H1
dé�ni un produit salaire sur H1(I) puisqu'il est dé�ni omme la somme de deux

produits salaires.

Soit (un)n une suite de Cauhy de H1(I), ie :

∀ǫ > 0, ∃N ∈ N; ∀p, n ≥ N ; ‖ un+p − un ‖< ǫ

Autrement dit par dé�nition de la norme sur H1(I) :

∀ǫ > 0, ∃N ∈ N; ∀p, n ≥ N ; (‖ un+p − un ‖2L2 + ‖ u′n+p − u′n ‖2L2)
1

2 < ǫ

Ainsi (un)n et (u′n)n sont de Cauhy dans L2(I). Or (L2(I), ‖ . ‖L2) est omplet don il existe

u, g ∈ L2(I) tels que ‖ un − u ‖L2−→ 0 et ‖ u′n − g ‖L2−→ 0 quand n −→ +∞.

Or par dé�nition de la dérivée au sens des distributions, on a ∀φ ∈ C∞
c (I) :

∣

∣

∣

∣

∫

I

u′nφ−

∫

I

u′φ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

−

∫

I

unφ
′ +

∫

I

uφ′
∣

∣

∣

∣

≤

∫

I

|φ′||un − u|

≤‖ un − u ‖L2‖ φ′ ‖L2

−→ 0

(ar si φ ∈ C∞
c (I), alors φ ∈ L2(I)).

D'où

∫

I
u′nφ −→

∫

I
u′φ, ∀φ ∈ C∞

c (I).
De la même façon, on a ∀φ ∈ C∞

c (I) :
∣

∣

∣

∣

∫

I

u′nφ−

∫

I

gφ

∣

∣

∣

∣

≤

∫

I

|u′n − g||φ| ≤‖ u′n − g ‖L2‖ φ ‖L2−→ 0

D'où

∫

I
u′nφ −→

∫

I
gφ, ∀φ ∈ C∞

c (I).
Ainsi par uniité de la limite, on a :

∫

I

(g − u′)φ = 0, ∀φ ∈ C∞
c (I)
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Don g = u′ presque partout (d'après le lemme 1), don g = u′ dans L2(I) (par dé�nition de L2(I)
omme le quotient de L2(I) par la relation d'équivalene : l'égalité presque partout).

Ainsi

‖ un − u ‖H1= (‖ un − u ‖2L2 + ‖ u′n − u′ ‖2L2)
1

2 −→ 0

Don (un)n onverge dans H1(I) vers u ∈ H1(I) (ar u ∈ L2(I) et u′ ∈ L2(I)).

Montrons l'assertion (2). Étape 1 : Montrons que u ∈ H1(I) admet un représentant

ontinu.

Soit u ∈ H1(I), montrons qu'il existe alors une fontion ũ ∈ C0(I) telle que :

� u = ũ presque partout sur I ;

� ũ(x)− ũ(y) =
∫ x

y
u′(t)dt, ∀x, y ∈ I.

On �xe y0 ∈ I et on pose u(x) =
∫ x

y0
u′(t)dt.

D'après le lemme 3, omme u′ ∈ L1
loc(I) (ar u ∈ L2(I) et L2(I) ⊂ L1(I) ar I est ompat) , alors

u ∈ C0(I) et :
∫

I

uφ′ = −

∫

I

u′φ ∀φ ∈ C∞
c (I)

Et omme u est dérivable au sens des distributions, on a

∫

I
u′φ = −

∫

I
uφ′ d'où :

∫

I

(u− u)φ′ = 0 ∀φ ∈ C∞
c (I)

Don d'après le lemme 2, puisque u− u ∈ L1
loc(I), on a l'existene d'une onstante C telle que :

u− u = C presque partout sur I

Ainsi la fontion ũ(x) = u(x) + C orrespond à la fontion reherhée ar ũ ∈ C0(I) puisque

u ∈ C0(I) et elle véri�e :

� u = ũ presque partout sur I et ;

� pour tout x, y ∈ I :

ũ(x) − ũ(y) = u(x) + C − u(y)− C =

∫ x

y0

u′(t)dt−

∫ y

y0

u′(t)dt =

∫ x

y

u′(t)dt

Étape 2 : montrons que l'injetion H1(I) ⊂ C0(I) est ompate.

Autrement dit montrons que l'appliation :

T : H1(I) −→ C0(I)

u 7−→ ũ

véri�e que si B est la boule unité de H1(I), alors T (B) est relativement ompat.

Pour e faire, nous allons utiliser le théorème d'Asoli. Véri�ons alors ses hypothèses.

� I ompat ;

� Soit B la boule unité de H1(I). Soit u ∈ B, alors (en utilisant le représentant ontinue de u

et en le notant u) :

|u(x)−u(y)| =

∣

∣

∣

∣

∫ x

y

u′(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤

∫ x

y

|u′(t)|dt ≤‖ u′ ‖L2

(
∫ x

y

dt

)
1

2

≤‖ u ‖H1 |x−y|
1

2 ≤ |x−y|
1

2

(ar ‖ u′ ‖L2≤‖ u ‖H1
par dé�nition de ‖ . ‖H1

).

Ainsi B est uniformément équiontinue dans C0(I).
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� Soit u ∈ B, soit x ∈ I :

|u(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

1

b− a

∫ b

a

u(x)dy

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

1

b− a

∫ b

a

(
∫ x

y

u′(t)dt+ u(y)

)

dy

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

1

b− a

∫ b

a

∫ x

y

u′(t)dtdy +
1

b− a

∫ b

a

u(y)dy

∣

∣

∣

∣

∣

≤
1

b− a

∫ b

a

∫ x

y

|u′(t)|dtdy +
1

b− a

∫ b

a

|u(y)|dy

≤
1

b− a

∫ b

a

∫ b

a

|u′(t)|dtdy +
1

b− a

∫ b

a

|u(y)|dy

=

∫ b

a

|u′(t)|dt+
1

b− a

∫ b

a

|u(y)|dy

≤ |b− a|
1

2 ‖ u′ ‖L2 +
1

b− a
|b− a|

1

2 ‖ u ‖L2

≤ |b− a|
1

2 ‖ u ‖H1≤ |b− a|
1

2

D'où ‖ u ‖∞≤ C, ainsi B est bien borné.

Don d'après le théorème d'Asoli, B est relativement ompate dans C0(I).
Don l'opérateur :

T : H1(I) −→ C0(I)

u 7−→ ũ

rend T (B) relativement ompat ; et 'est justement la dé�nition d'injetion ompate.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Nullité sous le signe intégral) Soit f ∈ L1
loc(Ω) telle que :

∫

fu = 0 ∀u ∈ C0
c (Ω)

Alors f = 0 presque partout sur Ω.

Démonstration On proède en deux étapes.

1. Supposons que l'on ait, de plus, f ∈ L1(Ω) et la mesure de Ω �nie.

Étant donné ǫ > 0, il existe f1 ∈ C0
c (Ω) telle que ‖ f − f1 ‖L1< ǫ ar les fontions ontinues

à support ompat sont denses dans les fontions L1
.

Or

∫

fu = 0, ∀u ∈ C0
c (Ω). Don :

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

f1u

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

(f1 − f)u+

∫

fu

∣

∣

∣

∣

≤

∫

|f1 − f ||u| ≤ ǫ ‖ u ‖∞

d'après l'inégalité de Hölder.

On pose K1 = {x ∈ Ω; f1(x) > ǫ} et K2 = {x ∈ Ω; f1(x) ≤ −ǫ}. D'après le théorème

de Tietze-Urysohn, on sait qu'il existe une fontion (omme K1 et K2 sont des ompats

disjoints) u0 ∈ Cc(Ω) telle que u0(x) = 1 si x ∈ K1 et u0(x) = −1 si x ∈ K2, de plus

|u0(x)| ≤ 1 pour tout x ∈ Ω.
Posons K = K1 ∪K2, on a :

∫

Ω

f1u0 =

∫

Ω\K

f1u0 +

∫

K

f1u0

Or d'après l'inégalité montrée préédemment, on a :

∫

K

|f1| =

∫

K

f1u0 ≤ ǫ+

∫

Ω\K

|f1u0| ≤ ǫ+

∫

Ω\K

|f1|
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par dé�nition de u0.

Par onséquent :

∫

Ω

|f1| =

∫

K

|f1|+

∫

Ω\K

|f1| ≤ ǫ+ 2

∫

Ω\K

|f1| ≤ ǫ+ 2ǫ|Ω|

puisque |f1| ≤ ǫ sur Ω \K.

Don

‖ f ‖L1≤‖ f − f1 ‖L1 + ‖ f1 ‖L1≤ 2ǫ+ 2ǫ|Ω|

Cette inégalité étant vraie pour tout ǫ > 0, on en onlut que f = 0 presque partout sur Ω.

2. Cas général. On érit Ω = ∪nΩn ave les Ωn ouvert et Ωn ompat inlus dans Ω (par

exemple, on peut hoisir Ωn = {x ∈ Ω; d(x,Ωc) >
1

n
et |x| < n}). On applique ensuite e qui

préède ave Ωn et f|Ωn

et on voit que f = 0 presque partout sur Ωn et on onlut que f = 0
presque partout sur Ω.

Lemme 0.2 (Dérivée nulle implique que la fontion est onstante) Soit f ∈ L1
loc(I) telle

que :

∫

I

fφ′ = 0 ∀φ ∈ C1
c (I)

Alors il existe une onstante C telle que f = C presque partout sur I.

Démonstration On �xe une fontion ψ ∈ C0
c (I) telle que

∫

ψ = 1.
Pour toute fontion w ∈ C0

c (I), il existe une fontion φ ∈ C1
c (I) telle que :

φ′ = w −

(
∫

I

w

)

ψ

En e�et, la fontion h = w −
(∫

I
w
)

ψ est ontinue, à support ompat inlus dans I et omme

∫

I
h = 0, h admet une primitive (unique) à support ompat.

On déduit de l'hypothèse du lemme que :

∫

I

f

(

w −

(
∫

I

w

)

ψ

)

= 0 ∀w ∈ C0
c (I)

ie

∫

I

(

f −

(
∫

I

fψ

))

w = 0 ∀w ∈ C0
c (I)

Ainsi d'après le lemme 1, f −
(∫

I
fψ

)

= 0 presque partout, ie f = C presque partout ave

C =
∫

I
fψ.

Lemme 0.3 Soit g ∈ L1
loc(I) ; pour y0 ∈ I �xé, on pose pour x ∈ I :

v(x) =

∫ x

y0

g(t)dt

Alors v ∈ C0(I) et :

∫

I

vφ′ = −

∫

I

gφ ∀φ ∈ C1
c (I)

Démonstration On a :

∫

I

vφ′ =

∫ b

a

(
∫ x

y0

g(t)dt

)

φ′(x)dx = −

∫ x

a

dx

∫ y0

x

g(t)φ′(x)dt +

∫ b

x

dx

∫ x

y0

g(t)φ′(x)dt

En appliquant le théorème de Fubini sur un pavé, on en déduit que :

∫

I

vφ′ = −

∫ y0

a

g(t)dt

∫ t

a

φ′(x)dx +

∫ b

y0

g(t)dt

∫ b

t

φ′(x)dx = −

∫

I

g(t)φ(t)dt

ar φ(a) = φ(b) = 0.
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Lemme 0.4 (Théorème d'Asoli) SoitK un espae métrique ompat. Soit H un sous-ensemble

de C0(K). On suppose que :

1. H est borné ;

2. H est uniformément équiontinu, ie :

∀ǫ > 0, ∃δ > 0, d(x1, x2) < δ =⇒ |f(x1)− f(x2)| < ǫ, ∀f ∈ H

Alors H est relativement ompat dans C0(K).

Lemme 0.5 (Inlusion de L2
dans L1

) Soit Ω un espae de mesure �nie. Alors L2(Ω) ⊂ L1(Ω).

Démonstration Soit f ∈ L2(Ω), montrons que f ∈ L1(Ω), pour e faire, on onsidère :

∫

Ω

|f |dµ ≤

(
∫

Ω

|f |2dµ

)
1

2
(
∫

Ω

dµ

)
1

2

=‖ f ‖L2 µ(Ω)
1

2 < +∞

(d'après l'inégalité de Hölder). Don f ∈ L1(Ω).
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