
Estimation des grands éarts

Référenes : [Les01℄ p.16-20 ([Ouv07℄ et [Gou08℄).

Théorème 0.1 Soit p ∈]0, 1[. Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires indépendantes de

même loi de Bernoulli de paramètre p. Soit la variable aléatoire Sn =
∑n

i=1 Xi ∼ B(n, p).
On pose pour ǫ ∈]0, 1− p[,

h+(ǫ) = (p+ ǫ) log

(

p+ ǫ

p

)

+ (1− p− ǫ) log

(

1− p− ǫ

1− p

)

Alors :

1. h+(ǫ) > 0 ;

2. pour tout n ≥ 1,

P

(

Sn

n
≥ p+ ǫ

)

≤ e−nh+(ǫ)

3. et ette inégalité est optimale, ie

lim
n−→+∞

1

n
logP

(

Sn

n
≥ p+ ǫ

)

= −h+(ǫ)

Démonstration

Étape 1 Montrons le (1) et le (2).
Soit t > 0 �xé. Déterminons la probabilité suivante :

P

(

Sn

n
≥ p+ ǫ

)

= P(Sn ≥ n(p+ ǫ))

= P(Sn − n(p+ ǫ) ≥ 0)

= P(t(Sn − np− nǫ) ≥ 0)

= P(et(Sn−np−nǫ) ≥ 1)

par bijetivité de l'exponentielle. Ainsi d'après l'inégalité de Markov, on a :

P

(

Sn

n
≥ p+ ǫ

)

≤ E(et(Sn−np−nǫ)

= e−nt(p+ǫ)
E(etSn)

= e−nt(p+ǫ)
n
∑

k=1

etkP(Sn = k) d'après le lemme de transfert ;

= e−nt(p+ǫ)
n
∑

k=1

etkCk
np

k(1− p)n−k

La formule du bin�me de Newton nous donne alors :

P

(

Sn

n
≥ p+ ǫ

)

≤ e−nt(p+ǫ)(1− p+ pet)n

= e−nt(p+ǫ)−n log(1−p+pet)
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Cela étant vrai ∀t > 0, on obtient �nalement :

P

(

Sn

n
≥ p+ ǫ

)

≤ e−nh

où h = supt>0{t(p+ ǫ)− log(1 − p+ pet)}.
Étudions alors la fontion :

g : R∗

+ −→ R

t 7−→ t(p+ ǫ)− log(1 − p+ pet)

On remarque que g(0) = 0 et que g est dérivable, de dérivée :

g′(t) = p+ ǫ− pet

1− p+ pet

d'où g′(0) = ǫ > 0, e qui prouve que la borne supérieure de g est stritement positive.

Cherhons le point où la dérivée s'annule :

g′(t) = 0 ⇔ p+ ǫ − pet

1− p+ pet
= 0

⇔ p+ ǫ =
pet

1− p+ pet

⇔ (p+ ǫ)(1− p+ pet) = pet

⇔ (p+ ǫ)(1− p) = pet(1 − p− ǫ)

⇔ et =
(p+ ǫ)(1 − p)

p(1− p− ǫ)

⇔ t = log

(

(p+ ǫ)(1− p)

p(1− p− ǫ)

)

On e�etue la tableau de variation de g et on se rend ompte que g est maximale en t = log

(

(p+ ǫ)(1− p)

p(1− p− ǫ)

)

,

don :

h = sup
t>0

{t(p+ ǫ)− log(1− p+ pet)}

= log

(

(p+ ǫ)(1− p)

p(1− p− ǫ)

)

(p+ ǫ)− log(1 − p+ p
(p+ ǫ)(1− p)

p(1− p− ǫ)
)

= (p+ ǫ) log

(

p+ ǫ

p

)

+ (p+ ǫ) log

(

1− p

1− p− ǫ

)

− log

(

1− p+
(p+ ǫ)(1− p)

1− p− ǫ

)

= (p+ ǫ) log

(

p+ ǫ

p

)

+ (p+ ǫ) log

(

1− p

1− p− ǫ

)

− log

(

(1 − p)(1− p− ǫ) + (p+ ǫ)(1− p)

1− p− ǫ

)

= (p+ ǫ) log

(

p+ ǫ

p

)

+ (p+ ǫ) log

(

1− p

1− p− ǫ

)

− log

(

1− p

1− p− ǫ

)

= (p+ ǫ) log

(

p+ ǫ

p

)

+ (1 − p− ǫ) log

(

1− p− ǫ

1−

)

= h+(ǫ)

Étape 2 Montrons l'assertion (3). L'estimation des grands éarts obtenue dans l'étape 1

s'érit :

P

(

Sn

n
≥ p+ ǫ

)

≤ e−nh+(ǫ)

Nous herhons alors une minoration. On pose kn = ⌈n(p + ǫ)⌉ le nombre entier immédiatement

supérieur à n(p+ ǫ). On a alors :

P(Sn ≥ n(p+ ǫ)) ≥ P(Sn = kn)
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et nous allons maintenant montrer que :

lim
n−→+∞

1

n
logP(Sn = kn) = −h+(ǫ)

ar ela assurera que :

lim inf
n−→+∞

1

n
P(Sn ≥ n(p+ ǫ)) ≥ −h+(ǫ)

On a :

P(Sn = kn) =
n!

kn!(n− kn)!
pkn(1− p)n−kn

Ainsi en appliquant la formule de Stirling aux trois suites de fatorielles, on obtient :

P(Sn = kn) ∼
√
2πn

(n

e

)n 1√
2πkn

(

e

kn

)kn 1
√

2π(n− kn)

(

e

n− kn

)n−kn

pkn(1− p)n−kn

∼
√

2πn

(2πkn)(2π(n− kn))

(n

e

)n
(

ep

kn

)kn
(

e(1− p)

n− kn

)n−kn

∼
√

2πn

4π2kn(n− kn)

(n

e

)kn
(n

e

)n−kn

(

ep

kn

)kn
(

e(1− p)

n− kn

)n−kn

∼
√

n

2πkn(n− kn)

(

n

e

ep

kn

)kn
(

n

e

e(1− p)

n− kn

)n−kn

∼ 1√
2π

√

n

kn(n− kn)

(

np

kn

)kn
(

n(1− p)

n− kn

)n−kn

Comme kn et n− kn divergent vers l'in�ni et P(Sn = kn) −→ 0 alors on peut passer au logarithme

dans l'équivalene préédente, ie :

log P(Sn = kn) ∼ log

(

1√
2π

√

n

kn(n− kn)

(

np

kn

)kn
(

n(1− p)

n− kn

)n−kn

)

∼ log

(

1√
2π

)

+ log

(
√

n

kn(n− kn)

)

+ kn log

(

np

kn

)

+ (n− kn) log

(

n(1− p)

n− kn

)

∼ −1

2
log(2π) +

1

2
log

(

n

kn(n− kn)

)

+ kn log

(

np

kn

)

+ (n− kn) log

(

n(1− p)

n− kn

)

Or par dé�nition kn = ⌈n(p+ ǫ)⌉, don kn = n(p+ ǫ)+ o(n) et n− kn = n(1− p− ǫ)+ o(n), don :

n

kn(n− kn)
=

n

n(p+ ǫ)n(1− p− ǫ) + o(n)
=

1

(p+ ǫ)n(1− p− ǫ) + o(n)
−→ 0

Don

lim
n−→+∞

1

2n
log

(

n

kn(n− kn)

)

−→ 0

Maintenant :

kn log

(

np

kn

)

= n(p+ ǫ) log

(

p

p+ ǫ

n(p+ ǫ)

kn

)

+ (kn − n(p+ ǫ)) log

(

np

kn

)

= n(p+ ǫ) log

(

p

p+ ǫ

)

+ n(p+ ǫ) log

(

n(p+ ǫ)

kn

)

+ (kn − n(p+ ǫ)) log

(

np

kn

)

Ainsi en utilisant le fait que kn − n(p+ ǫ) reste borné (par 1), on en déduit que :

lim
n−→+∞

1

n
kn log

(

np

kn

)

= (p+ ǫ) log
p

p+ ǫ

De la même façon, on montre que :

lim
n−→+∞

1

n
(n− kn) log

(

n(1− p)

n− kn

)

= (1 − p− ǫ) log
1− p

1− p− ǫ
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Don on en déduit que :

1

n
log(P(Sn = kn)) −→ −h+(ǫ)

Don puisque P(Sn ≥ n(p+ ǫ)) ≥ P(Sn = kn), alors

lim inf
n−→+∞

1

n
P(Sn ≥ n(p+ ǫ)) ≥ −h+(ǫ)

Or d'après le point (2) démontré dans l'étape 1, on a :

lim sup
n−→+∞

1

n
P(Sn ≥ n(p+ ǫ)) ≤ −h+(ǫ)

D'où l'égalité voulue.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Inégalité de Markov) Soit X ∈ L1(Ω,A,P) positive, alors pour tout ǫ > 0 :

P(X ≥ ǫ) ≤ E(X)

ǫ

A fortiori, on a aussi :

P(X > ǫ) ≤ E(X)

ǫ

Démonstration Si X ∈ L1(Ω,A,P) est positive, soit D = {X ≥ ǫ}. On a alors les minora-

tions suivantes :

E(X) =

∫

Ω

XdP

≥
∫

D

XdP

≥ ǫP(D)

D'où le résultat. La deuxième inégalité résulte de l'inlusion (X > ǫ) ⊂ (X ≥ ǫ).

Lemme 0.2 (Formule de Stirling) On onsidère la suite (un)n∈N∗
dé�nie par ∀n ∈ N

∗
:

un =
nne−n

√
n

n!

Déterminons la nature de la série de terme général vn = log

(

un+1

un

)

et déduisons-en l'existene

d'un entier k > 0 tel que, quand n −→ +∞ :

n! ∼ k
√
nnne−1

et déterminons ette onstante à l'aide de la formule de Wallis.

Démonstration Estimons vn lorsque n −→ +∞ :

vn = log

(

(

n+ 1

n

)n+ 1
2

e−1

)

= −1 +

(

n+
1

2

)

log

(

1 +
1

n

)

= −1 +

(

n+
1

2

)(

1

n
− 1

2n2
+O

(

1

n3

))

= O
(

1

n2

)
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Cette expression nous montre la onvergene de la série

∑

vn. Comme, on a v1+. . .+vn = log un+1−logu1

pour n ≥ 1, alors la suite (log(un))n∈N∗
onverge. En notant λ sa limite, on voit que (un) onverge

vers k = eλ > 0, d'où l'équivalent.

Il nous reste à déterminer la onstante k. Nous allons pour e faire utiliser la formule de Wallis,

qui est :

lim
p−→+∞

1

p

(

(2p)(2p− 2) . . . 2

(2p− 1)(2p− 3) . . . 1

)2

= π

Par ailleurs, en utilisant l'équivalent, on a lorsque p −→ +∞ :

1

p

(

(2p)(2p− 2) . . . 2

(2p− 1)(2p− 3) . . . 1

)2

=
1

p

(

22p(p!)2

(2p)!

)2

∼ 24p

p

k4p4p+2e−4p

k2(2p)4p+1e−4p
=

k2

2

don π =
k2

2
, ie k =

√
2π. D'où le résultat.
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