
Théorème des extrema liés

Référene : [Gou08℄ p.317 et p.327.

Dé�nition 0.1 (Extremum loal) Soit f : U ⊂ R
n −→ R une appliation, ave U ouvert de

R
n
. On appelle a ∈ U un extremum loal si il existe V un voisinage de a tel que ∀x ∈ V , f(x) ≤ a

(ie a est un maximum loal) ou tel que f(x) ≥ a (ie a est un minimum loal).

Attention ! le fait que U soit ouvert est essentiel !

Dé�nition 0.2 (Point ritique) Soit f : U ⊂ R
n −→ R une appliation di�érentiable au voisi-

nage de a, ave U ouvert de R
n
. On appelle a ∈ U un point ritique si Df(a) = 0.

Proposition 0.1 Soit f : U ⊂ R
n −→ R une appliation di�érentiable au voisinage de a, ave U

ouvert de R
n
.

Si a est un extremum loal de f , alors a est un point ritique de f .

Remarque : La réiproque est fausse, en e�et il su�t de onsidérer l'appliation x 7−→ x3
, ette

appliation admet un point ritique en 0 qui n'est pas un extremum loal.

Théorème 0.2 Soient f, g1, . . . , gr : U ⊂ R
n −→ R des fontions de lasse C1

, ave U ouvert de

R
n
.

On pose Γ = {x ∈ U ; g1(x) = . . . = gr(x) = 0} (attention a priori Γ n'a auune raison d'être

ouvert !).

Si f|Γ admet un extremum loal en a ∈ Γ et si les formes linéaires (Dgi(a))i sont linéairement

indépendantes (ie la famille est libre), alors il existe des réels λ1, λ2, . . . , λr (appelés multipliateurs

de Lagrange) tels que :

Df(a) = λ1Dg1(a) + . . .+ λrDgr(a)

Attention ! la ondition U ouvert est essentielle ! sinon on aurait Df(a) = 0 et la onlusion du

théorème n'aurait auun sens !

Démonstration Soit s = n − r. On identi�e R
n
à R

s × R
r
. On érit don les éléments de R

n

sous la forme (x, y) = (x1, . . . , xs, y1, . . . , yr).
Posons a = (α, β) ∈ R

s × R
r
.

 On a néessairement r ≤ n, ar les formes linéaires Dgi(a) forment une famille libre et la

dimension de l'espae dual de R
n
est n.

Par ailleurs, si r = n, le théorème devient évident ar les Dgi(a) forment une base de (Rn)∗.
On peut don supposer que r ≤ n− 1, ie s ≥ 1.
 Les formes linéaires Dgi(a) forment une famille libre, ainsi la matrie :
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est don de rang r.

On peut alors en extraire une sous-matrie r× r inversible. Quitte à hanger le nom des variables,

on peut supposer que :

det

(

∂gi

∂yj
(a)

)

1≤i,j≤r

6= 0
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D'après le théorème des fontions impliites, on peut don trouver un voisinage U ′
de α dans R

s

et un voisinage Ω de a dans R
n
et une fontion φ = (φ1, . . . , φr) : U

′ −→ R
r
de lasse C1

tels que

(en notant g = (g1, . . . , gr)) :

g(x, y) = 0 ave x ∈ U ′
et (x, y) ∈ Ω ⇔ y = φ(x)

ie sur un voisinage de a, les éléments de Γ s'érivent (x, φ(x)).
 Posons h(x) = f(x, φ(x)). La fontion h admet don un extremum loal en x = α (ar

(α, φ(α)) = a et (x, φ(x)) ∈ Γ) e qui entraîne ∀1 ≤ i ≤ s :

0 =
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Par ailleurs, en érivant les dérivées partielles par rapport aux xi de g(x, φ(x)) = 0, on trouve

∀1 ≤ k ≤ r et ∀1 ≤ i ≤ s :
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ie les s premiers veteurs olonnes de la matrie :

M =
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s'expriment, d'après les deux formules aux dérivées partielles i-dessus, linéairement en fontion

de ses r derniers veteurs olonnes, don rg(M) ≤ r.

 Or le rang des veteurs lignes est égal au rang des veteurs olonnes, don les r + 1 veteurs

lignes de M forment une famille liée, e qui entraîne l'existene de réels µ0, . . . , µr non tous nuls

tels que :

µ0Df(a) + µ1Dg1(a) + . . .+ µrDgr(a) = 0

Comme la famille (Dgi(a))i est libre, alors µ0 6= 0 don en posant λi = −
µi

µ0

pour 1 ≤ i ≤ r, on

obtient :

Df(a) =
r

∑

j=1

λjDgj(a)

Lemme utilisé

Lemme 0.1 Le rang d'une matrie A est l'ordre maximal des mineurs non nuls extraits de A, ie

rg(A) = r si et seulement si il existe un mineur d'ordre r non nul et tous les mineurs d'ordre s > r

sont nuls.

Démonstration Supposons que le rang de A est r. S'il existe un mineur d'ordre s > r non

nul, on pourrait extraire des olonnes de A une famille libre formée de s > r veteurs (d'après le

lemme qui suit). Or ei est impossible ar les veteurs olonnes de A engendrent un espae de

dimension r.

La réiproque déoule d'un lemme qui suit.

Lemme 0.2 Soient {v1, . . . , vr} r veteurs d'un espae vetoriel E de dimension n (r ≤ n) et A

la matrie dont les olonnes sont les omposantes des veteurs v1, . . . , vr dans une base quelonque

de E. Alors la famille {v1, . . . , vr} est libre si et seulement si on peut extraire de A un mineur non

nul.
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Démonstration Montrons d'abord que la ondition est su�sante. Soit :
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Quitte à permuter les lignes (e qui n'a�ete pas le rang de la matrie), on peut supposer que le

mineur enadré est non nul.

Considérons l'appliation :

p : Kn −→ K
r

(b1, . . . , br, . . . , bn) 7−→ (b1, . . . , br)

Il s'agit d'une appliation linéaire. On a, en notant ‖ p(v1), . . . , p(vr) ‖ la matrie ayant pour les

olonnes les veteurs p(vi) :

‖ p(v1), . . . , p(vr) ‖=
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Don det ‖ p(v1), . . . , p(vr) ‖6= 0.
Par onséquent {p(v1), . . . , p(vr)} est une base de K

r
, don une famille libre. On en déduit que

{v1, . . . , vr} est libre. En e�et si λ1v1 + . . .+ λrvr = 0, en appliquant p et le fait que la famille des

p(vi) est libre, on obtient que les λi sont tous nuls.

Réiproquement, supposons la famille {v1, . . . , vr} libre. On peut alors la ompléter par n − r

veteurs de la base anonique de K
n
de manière à former une base ('est le théorème de la base

inomplète, qui nous dit qu'on peut ompléter une famille libre en une base en prenant n'importe

quels éléments d'une famille génératrie). Quitte à éhanger la numérotation de la base anonique,

on peut supposer que {v1, . . . , vr, er+1, . . . , en} est une base. Soit :

B =‖ v1, . . . , vr, er+1, . . . , en ‖ei=
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Comme B est la matrie formée de veteurs olonnes formant une base de K
n
, alors det(B) 6= 0.

Et en développant det(B) selon la dernière olonne et en répétant suessivement ette opération,

on trouve que :

det(B) =
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On peut don extraire de A un mineur d'ordre r non nul.

Lemme 0.3 Soient {v1, . . . , vr} r veteurs linéairement indépendants. Soit A la matrie dont les

olonnes sont les omposantes de es veteurs dans une base quelonque. Soit δ un mineur d'ordre

r non nul, extrait de A.

Alors pour qu'un veteur w appartienne à l'espae V ect(v1, . . . , vr) il faut et il su�t que tous les

bordants de δ dans la matrie B =‖ v1, . . . , vr, w ‖ soient nuls.
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Démonstration Soient :

A =
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Quitte à hanger l'ordre des lignes et des olonnes, on peut supposer que le mineur δ non nul est

le mineur enadré.

Supposons que w ∈ V ect(v1, . . . vr). Si l'un des bordants était non nul, la famille {v1, . . . , vr, w}
serait libre d'après le lemme préédent, e qui est exlu ar w appartient à l'espae engendré par

v1, . . . , vr. Don tous les bordants de δ dans B sont nuls.

Réiproquement, supposons que tous les bordants de δ sont nuls. En regardant les veteurs lignes de

la matrie B, on voit que les r premiers sont indépendants, ar δ 6= 0 (d'après le lemme préédent)

et haun des autres est liés aux r premiers. Ainsi la matrie B a pour rang r ; Don les veteurs

olonnes de B, v1, . . . , vr, w forment une famille de rang r et omme {v1, . . . , vr} est une famille

libre, w ∈ V ect(v1, . . . , vr).

Lemme 0.4 Soit A ∈ Mp,n(K). Alors le rang de A est r si et seulement si on peut extraire de

A un mineur δ d'ordre r non nul tel que tous les bordants (ie mineurs d'ordre r + 1) de δ dans A

sont nuls.

Démonstration Les onditions sont su�santes. Soit, en e�et :

A =‖ v1, . . . , vn ‖=
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et soit δ 6= 0 le mineur enadré.

Comme δ 6= 0, les veteurs {v1, . . . , vr} sont indépendants (d'après un lemme préédent). Puisque

tous les bordants de δ sont nuls, haque veteur vs (s ≥ r+1) appartient à l'espae V ect(v1, . . . , vr)
d'après le lemme préédent. Don les veteurs olonnes engendrent un espae de dimension r et

par onséquent rg(A) = r.

Réiproquement, soit r = rg(A) et supposons quitte à hanger l'ordre des olonnes que {v1, . . . , vr}
est une famille libre. On peut alors extraire de la matrie formée par les r premières olonnes de

A, un mineur δ d'ordre r non nul (d'après un lemme préédent). Quitte à hanger la numérotation

des oordonnées, on peut supposer que δ est le mineur formé par les r premières lignes et les r

premières olonnes de A. Or rg(A) = r, don vs ∈ V ect(v1, . . . , vr) pour s ≥ r + 1 ; d'après le

lemme préédent, tous les bordants de δ dans A sont nuls.
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