Gradient a pas optimal

Référence : | | p.66-69.

Théoréme 0.1 Soit A € ST (R). Soit b € R™. Soit c € R. Soit :
fR"—R
rr—< Az, >+ < byx > +c
On considére le probléme d’optimisation suivant : minimiser f(x), avec x € R™ et on souhaite

déterminer si ce probléme admet une unique solution et si tel est le cas, la vitesse de convergence
de la suite (x,,) donnée par lalgorithme du gradient & pas optimal vers la solution.

Démonstration

Etape 1 : Montrons que le probléme admet une unique solution déterminée par
une équation.
~ Existence

— R” est un fermé.

— f est continue car polynomiale en les z;.

— Montrons que f est coercive. Pour tout x € R", on a :

1 1 1
If(z)] = 5<Am,x>+<b,x>—|—c Z§|<A£C,$>|—|<b,l‘>+c|2§|<A$,$>|— IR

d’aprés l'inégalité de Minkowski, I'inégalité triangulaire et celle de Cauchy-Schwarz.
De plus, comme A € S;7+(R), alors A est diagonalisable en base orthonormée, notons alors
A1 > ... > A\, ses valeurs propres dans 'ordre décroissant. Alors :

| <Az,z>[> M\, || 2|
< Az,x >

| |2

1
@)= 5x 2 1* = ol ] el

car Apin = min .D’ou :
( min r#0 )

Or f est strictement positive lorsque z — oo (car A € S;F+(R)) donc lorsque z est grand :
1 2
F@) 2z 52l 17 = 1ol z || —le]

D’ou f coercive, ie lim f(z) = +oo lorsque || z ||— +oo.
Ainsi en appliquant le lemme 2, on obtient ’existence d’une solution pour le probléme.
~> Unicité
— R™ est convexe.
— Montrons que f est strictement convexe sur R”.

Déterminons pour cela la matrice hessienne de f. Soit © = (z1,...,z,), alors :
1 n n
flz, ... xn) = 3 (ml ;auxi +...+xnzlamwi> + (bix1+ ...+ bpxn) + ¢
D’ou

_8f 1 ( En + + + > +b
=3 a1;T; T 1411 <o T Tnlnl 1
8901 2 =1



Ainsi :

of
9103, 2 (a1i +ai1) = ay;
K3
car A est symétrique.
Ainsi, on montre que la matrice hessienne de f est A et comme A € S;F*(R), alors f est
strictement convexe (on aurait pu déterminer la matrice hessienne de f en utilisant la formule

de la différentielle, car f(x + h) = f(z)+ < Vf(z),h > -ié < Hessf(z)h,h >).
D’ou l'unicité du minimum d’aprés le lemme 4.
~+ Equation du minimum Comme f est différentiable, en particulier en Z et que T est le
minimum de f sur R”, alors V f(Z) = 0. En effet :
— Montrons que f est différentiable. Soient x, h € R™ :

flx+h)==<Alx+h),z+h>+<bax+h>+c

1
2
1 1 1 1

2<Am,x>+§<A$,h>+§ <Ah,x>+§<Ah,h>+<b,x>+<b,h>+c

1 1 1
f($)+§<A$,h>+§<h,tAac>+<b,h>—|—§<Ah,h>

1 1
flz) + 3 < Az, h > +5 < hyAx >+ <b,h > 4o(]| h||) car A est symétrique;
= f(x)+ <Az +b,h > +o(|| 1)

D’ou f différentiable et le gradient de f vaut Ax + b.

— Ainsi T = —A~'b et si 'on remplace I’expression de T dans f, on obtient :
— 1
F=f@) =5 <A=AT),-ATb >+ <b,—ATb> 4o
1

=3 <b, A7 > — <b, A7 > +e

1
= ) < Ailb,b> +c

Etape 2 : Déterminons des relations sur les itérées dans la méthode du gradient a
pas optimal.
L’algorithme du gradient & pas optimal consiste & construire une suite x; de la maniére suivante :
— initialisation : zg € R™;
— définition de litérée zx11 & partir de zx (lorsque Vf(zr) # 0) : 41 = xp + tgdy; ol
di = =V f(x) et ty est Punique réel positif minimisant ¢t — f(z) + tdg) sur R.
Vérifions maintenant les relations suivantes pour tout k € N :

A
=
< Adk,dk >
dpy1 = di — tAdy,
< dk+1,dk >=0

B _ AL
Fore) = F = (Fan) =) (1 e A_ldk,dp)

ou f désigne la valeur optimale dans le probléme de minimisation.
~» Déterminons tj.

1
flzp + tdg) = 5 < A(zp + tdy), z + tdg > + < b,z + tdx, > +c

1 1 1 1
5 < Az, ) >+§ < Axyp, tdg > +§ < Atdy, zp >+§ < Atdp,td >+ < b,z > + < b, tdy, > +c

1
= f(zr) + 5152 < Ady,dy, > +t < Azg,di > +t < b,dr, > car A est symétrique;

1
= f(z) + 5152 < Ady, dy, > +t < Axy, + b, dj, >



La fonction t — f(xp+tdy) est minimisée sur R (on le montre en effectuant une étude de fonction),
lorsque di, = —V f(x) # 0, en un seul point qui est déterminé par :

d
—f(zk+tdk):t<Adk,dk >+ < Axp + b, dg >

dt
t77<A$k+badk>
N < Ady, dy >
Or dp = -V f(ap) = —(Azr + ), dou :
|| dx |I?
ty=—"7">"7—>0
BT Ady, dy, >

~» Déterminons une formule liant dj, et dj;, et déduisons-en celle sur le produit scalaire
de ces deux éléments.

dipt1 = —(Azpq1 +b) = —(A(zg + tedy) + )

= Az — b— Atpdy
= dy — tx Adg
D’ou :
<dgy1,dp > =<dg,di > —tp < Ady,dr >
= d. ||? __ldel® < Ady, dy >
< Ady, dy, >
=0

d’apreés la formule de ¢ que nous venons de démontrer.

~» Déterminons une formule sur f(z;41) — f.
f(@rr1) = fo + tedk)

1
= f(:ck) + Qti < Ady,d >+t < Axp + b, d, >

= f(xg) + %% < Ady, dy, > +% < Azp +b,dy, >
o0+ s s
4
:f(xk)_%<|A;l:,|dk >
D’otl en soustrayant par f :
o) =T = 1) =T = gt = 0 =7 (1- g ——)

Déterminons pour finir < A~ dy,, dy > :
< A7 Vdg,dy, > =< A7 (Azy, +b), Azy, + b >
=<axp+A'b, Az +b >
=< xp, Az >+ < xp,b>4+ < A7, Az, >+ < A7 b >
=<, Azp >+ < xp,b>+ < PAAT b 2 > + < A7, b >
=<, Az > +2 < a3, b> + < A7'h,b > car A symétrique, donc 'A = A;

1 1
2<§<Azk,zk>+<b,xk>+§<A1b,b>)
r 1 -1 LI r 1 —1 CR
Orf:f§<A b,b>+c,douff+c:§<A b,b >, ainsi :

1 — _
< Aildk,dk >=2 (5 < Azxp,rp >+ < bxp > +c— f) = 2(f(ack) -1

D’ou :

fes = F = (Flan) = ) (1 A )

B < Adk,dk >< A_ldk,dk >




Etape 3 : Déterminons la vitesse de convergence de la suite (z;,) vers 7.
Soient A1 > X\ > ... > )\, les valeurs propres de A.

A
On pose c3(A) = )\—1 le conditionnement de A.

Montrons que Vk EnN :
— — Co (A) -1 2k
_f< _ R Selie?/
Fan) =T < (o) - ) (2057
—\ 1/2 k
- 2(f(x0) = f) c(A) -1
[ar =7 || <
An Co (A) +1
Et déduisons-en la vitesse de convergence de l'algorithme du gradient & pas optimal.
~ Déterminons la premiére inégalité. D’aprés 'inégalité de Kantorovich, Vo € R™ :

2
1 [A [ An
< A:C,:C > A_ll',l' >< Z ( )\—:l+ )\—1> H x ||4

On l'applique & dj, (toujours lorsque dy # 0) :

2
1 /A [ A
< Ady,d >< A_ldk,dk >< — S +4/— || dp. H4
4 An A1

D’ou :
| de | >t -4 el
A g s<Aid s> T S M2 (14 ca(A))?
( S )\_1) A1 (1 * A_n)
Donc Vk € N :
. _ | de |I*
f(@rs1) — f = (f(xx) = f) (1 < Ady,dy, >< A~ Vdy, dj, >)
< (f(aw) =) (1 T i(éi)))
— [ (ca(A) +1)? 4ea(A)
< (flzk) = f) ((CQ(A) +1)2 (1 +62(A))2)
< () -7 (291

Ainsi par récurrence sur k, on obtient :

2k
fan) = F < (Fao) = ) (%)

~» Déterminons la derniére inégalité. Par ailleurs, on a :

_ 1 _
f(-rk)_f:§<A$k,xk>+<b,$k>+c—f



Orc—f— <A, b>etT=—A"1b, ie —b= A%, d’ou :

- 1 1
flzp) — f = 3 < Az, > 4+ < b,z > +5 < A7 b >
1 1
= 3 < Axg, ) > — < AT, 18 > +§ <7z, AT >
1 1 _ 1 _ r _
=3 < Axyp,x) > —5 < Az, xp > —5 < Az, xp > +§ <7z, AT >
1 1
=3 < Azp — ),z > +§ < AZ, T — x>
1 1
= 5 < A(:Ck 75),56[6 > *5 <E,A(1‘k 7?) >
1
15 <A($kff),$kff>
1
> |z -7 |2
Ainsi : o
2 — 2 — CQ(A) —1
_ _ < = _
o =TS () - ) < e - ) (207
D’oul le résultat attendu, ie :
-\ 1/2
o0 —7 1< (2(f(wo)f)) / <CQ<A>1>’“ N ( A) - >
- An ca(A)+1 (A)+1
ca(4) -1
ce qui signifie que la vitesse de convergence est exponentielle de raison ———— (A F1

Etape4 : Interprétation D’aprés les deux derniéres formules que nous venons de démontrer,
on remarque que plus ca(A) est proche de 1 et plus la méthode du gradient & pas optimal converge
rapidement.

Le cas limite serait celui out c2(A) = 1, ce qui suppose que f(z) = A || * — T || pour un certain
A > 0, auquel cas on atteint T dés la premiére itération x;.

Par contre lorsque c3(A) est grand, ie lorsque les valeurs propres extrémes sont trés différentes, la
méthode est (dans le pire des cas) trés lente.

Pour étre str d’avoir M < ¢, il faudrait k£ > log(c) ~ c2(4) log <l> quand
flzo) — f 210g< (A)—l) 4 €
(A)+1

ca(A) — +o0.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Inégalité de Kantorovich) Soit A € S;/T(R). Alors Vz € R",

2
1 A An
||:E||4§<A:E,:C><A_1:E,:E>§Z(1/>\—1+ X) |z ||*

ol A1 et N\, désignent respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de A.

Démonstration Par homogénéité de la norme, il suffit de montrer I'inégalité pour || z ||= 1.
Soient A\; > ... > A, les valeurs propres de A et soit P € O,(R) tel que : A = tPDP avec
D =diag(M1, ..., ) (cette décomposition existe car A est symétrique).

Alors A= = (tPDP)~t = p~i1D71tp~t = 'PD=1P car P € O,(R), donc P! = P et avec

1 1
Dil:diag ()\-,,)\-)
1 n

Ainsi < Az, z >=< ‘PDPzx,x >=< DPz,Px > et < A™ 2z, 2 >=< D' Pz, Px >.
La transformation :
P:S={zeR"|z||=1}— S
z — Px



est une bijection (car de réciproque x — ' Px) de la sphére unité sur elle-méme (car || Pz ||*>=< Pz, Px >=< xz,1 >).
Effectuons alors le changement de variable y = Pz, il faut alors montrer que Vy € R™ unitaire :

2
1{ [N M
1<<Dy,y>< D! <= 2t on
<< Dy,y y,y>_4< An+ A1>
1

Considérons pour cela le graphe de la fonction 6 : > 0 — — (on suppose que A, < A; sinon il
x

n’y a rien & démontrer car D = Id et 1 <|| y [|*< 1).
Etant donné y = (y1,...,y,) € R” de norme 1, on pose o; = y?.

1
Ainsi < Dy,y >= > i~ Niy? (respectivement < D~ ly,y >= Y " 2) est une combinaison

i=1 yyl
. 1
convexe des )\; (respectivement des )\—)
' 1
Pour k = 1,...,n, soit My le point du graphe de 6 de coordonnées (A, )\—)
k

Soit M le barycentre des points M) affectés des coefficients ay, M est donc dans l’enveloppe
convexe D délimitée par le graphe de 6 et la droite (M;M,,). Deux points de méme abscisse que
M jouent alors des roles important :

— le premier M’ est le point du graphe de 6;

— le deuxiéme M" est celui de (M7 M,,).

On sait que 'ordonnée de M est Y ., PWaE
i p—
Déterminons 'ordonnée de M'. M’ est le point d’intersection de 6 et de la droite x = >°7" | Xjay == A,

1 . . .
donc son ordonnée vaut yp; = i et écrire que 'ordonnée de M’ est inférieure & celle de M donne :

"1
< Z )\—Z_ai
1=1

> =

ie
<D ly,y >< Dy,y>>1
Déterminons I’ordonnée de M”. M" est le point d’intersection de la droite (M;M,,) et de x = X,
déterminons & présent une équation de la droite passant par (M;M,,) :
1 1 An — A1
PV VP VY

DYDY VD W AnA1
et 1 1
b= )\—1 + E
D’ou : —
1 1 A
PN T Ao
Et écrire que 'ordonnée de M" est supérieure & celle de M donne :

ie

atteint son maximum en v = ——— (on le montre

A1 An 2
via une étude de cette fonction), alors :

2
_ A4\ 1 1( /x An
D D! < (227 i
<Lyy =< y’y>—( 5 )AlAn 4<V>\n+\/>\1

D’ou le résultat!

Et comme la fonction v —

Lemme 0.2 Soit f une fonction continue et coercive. On considére le probléeme de minimisation
sur un fermé X . Alors on a existence d’au moins une solution au probléme de minimisation.



Démonstration Il suffit de se ramener au théoréme qu’on connait qui nous dit qu’une ap-
plication continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.
La coercivité de f nous donne :

VA>0,3M >0,||z||> M= f(z)> A

Choisissons y € X et A = f(y), alors M > 0 tel que || z [|> M = f(z) > f(y).

On en déduit que infex f(z) = inf{f(z), || = ||[< M}.

Or on sait que {z € X, || = ||< M} est fermé et borné (car = {x € R", || z [|[< M} NX et le premier
ensemble de cette intersection est 'image réciproque d’un fermé par I’application continue norme),
donc compact et on se raméne bien au théoréme voulu.

Lemme 0.3 Si f est deuz fois différentiable, alors on a équivalence entre :
1. f est strictement convexe sur R™ ;

2. la matrice hessienne de f est définie positive.

Lemme 0.4 Soit X conveze. Si f est strictement convexe, alors f a au plus un minimiseur.

Démonstration Par ’absurde, supposons que f a deux minimiseurs x; et xo, ie f(z1) = f(22) = mingex f(2).

1
Mais §(z1 + x9) € X (car X est convexe) et :

(3 +22)) £ 50000 + 1(02)) = f(o1) = minsex )

[\

absurde!
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