
Irrédutibilité des polyn�mes ylotomiques

Référenes : [Gou94℄ p.92-94 ([Mé06℄).

Pour tout n ∈ N, on pose Un = {e
2iπk

n , k ∈ Z}.

Dé�nition 0.1 On dit qu'un élément x ∈ Un est une raine primitive n-ième de l'unité si x
engendre le groupe multipliatif Un.

Notation : Πn l'ensemble des raines primitives n-ième de l'unité.

Dé�nition 0.2 On pose φn =
∏

ξ∈Πn
(X − ξ) le polyn�me ylotomique d'indie n.

Théorème 0.1 Les polyn�mes ylotomiques φn sont irrédutibles dans Q[X ].

Démonstration

Étape 1 Montrons que :

Xn − 1 =
∏

d|n

φd

Et déduisons-en que ∀n ∈ N∗
, φn ∈ Z[X ].

On pose ω = e
2iπ

n
. Soit 0 ≤ k ≤ n− 1. Soit d l'ordre de ωk

dans Un. Alors on a d|n.
Par ailleurs, (ωk)d = 1 don ωk ∈ Ud et ωk

étant d'ordre d, on a même que ωk ∈ Πd.

On en déduit que (X − ωk)|φd don (X − ωk)|
∏

d|n φd.

Les ωk
pour 0 ≤ k ≤ n− 1 étant distints, on en déduit que :

Xn − 1 =
n−1∏

k=0

(X − ωk)|
∏

d|n

φd

Ces polyn�mes étant de plus unitaires et de même degré (ar deg(
∏

d|n φd) =
∑

d|n deg(φd) =
∑

d|n φ(d) = n),
ils sont égaux.

Montrons que ∀n ∈ N∗
, φn ∈ Z[X ] par réurrene.

� n = 1 φ1 = X − 1 ∈ Z[X ].
� On suppose le résultat vrai au rang n− 1, montrons-le au rang n.
D'après l'hypothèse de réurrene, le polyn�me P =

∏
d|n,d 6=n φd ∈ Z[X ].

Par ailleurs Xn − 1 = φnP , P étant unitaire, on peut e�etuer la division eulidienne de

Xn − 1 par P dans Z[X ], ie ∃Q,R ∈ Z[X ], Xn − 1 = PQ+R ave deg(R) < deg(Q).
Il y a de plus uniité du ouple (Q,R) dans C[X ] don dans Z[X ] et néessairement Q = φn

et R = 0. Don φn ∈ Z[X ] (ar Q ∈ Z[X ]).

Étape 2 Montrons qu'on peut érire φn = F1F2 . . . Fr ave les Fi ∈ Z[X ] unitaires irré-

dutibles dans Q[X ].
Soit φn = G1G2 . . . Gr la déomposition de φn en fateurs irrédutibles unitaires de Q[X ].
On sait que ∀i, il existe αi ∈ N∗

(prendre αi égal au maximum des dénominateurs des oef-

�ients de Gi) tel que αiGi ∈ Z[X ].
On a don α1α2 . . . αrφn = (α1G1) . . . (αrGr).
Or d'après le lemme de Gauss, on sait que :

α1 . . . αr = c(α1 . . . αrφn) =

r∏

i=1

c(αiGi)

Or ∀i, le polyn�me Fi =
αiGi

c(αiGi)
∈ Z[X ] et on a φn = F1 . . . Fr.

De plus pour tout i, Fi ∈ Z[X ] est irrédutible dans Q[X ] et est unitaire puisque φn l'est.
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Étape 3 Soit ξ une raine de F1 dans C. Soit p premier tel que p ne divise pas n. Montrons

que ∃i ∈ {1, . . . , r} tel que Fi(ξ
p) = 0.

L'élément ξ est raine de F1 don de φn don ξ ∈ Πn.

Or p est premier et p ne divise pas n, don p est premier ave n et don ξp ∈ Πn, d'où ξp raine

de φn, ie ∃i ∈ {1, . . . , r} tel que Fi(ξ
p) = 0.

Étape 4 (à ne pas faire lors du développement) Pour tout F =
∑m

k=0 akX
k ∈ Z[X ], on pose

F =
∑m

k=1 akX
k ∈ Z/pZ[X ]. Montrons que ∀F ∈ Z[X ], F (Xp) = (F (X))p.

On montre ette relation par réurrene sur m = deg(F ).
� m = 1 'est évident.

� Supposons le résultat vrai jusqu'au rang m− 1 et montrons-le au rang m.

On érit : F =
∑m

k=0 akX
k = amXm+G. D'après l'hypothèse de réurrene, on aG(X)p = G(Xp).

Or :

F
p
= (G+ amXm)p = G

p
+ am

pXmp +

p−1∑

k=1

Cp
kG

k
am

p−kX(p−k)m

et omme pour 1 ≤ k ≤ m − 1, p|Cp
k et d'après le théorème de Fermat am

p = am, on en

déduit :

F (X)p = G(X)p + amXmp = G(Xp) + am(Xp)m = F (Xp)

Étape 5 Montrons que dans Z/pZ[X ], φn n'est divisible par le arré d'auun polyn�me non

onstant.

Supposons que φn = Q
2
P dans Z/pZ[X ]. Si R =

∏
d|n,d 6=n φd ∈ Z[X ], on a Xn − 1 = φnR d'après

l'étape 1.

Ainsi Xn − 1 = φnR = Q
2
S (ave S = PR) d'où par dérivation :

nXn−1 = 2QQ
′
S +Q

2
S
′

don Q|nXn−1
, don Q|nXn

.

Or Q|(nXn − n) (ar Q|(Xn − 1)) don Q divise la di�érene, ie Q|n.
Or p ne divise pas n don n 6= 0 et don Q est onstant.

Étape 6 Montrons que F1(ξ
p) = 0.

Comme Fi(ξ
p) = 0, F1(X) et Fi(X

p) ne sont pas premiers entre eux dans Q[X ].
En e�et, si on suppose le ontraire, d'après le théorème de Bézout ∃U, V ∈ Q[X ] tels que U(X)F1(X)+V (X)Fi(X

p) = 1.
D'où U(ξ)F1(ξ) + V (ξ)Fi(ξ

p) = 0 = 1, e qui fournit une ontradition.

De plus, F1 est irrédutible dans Q[X ] don F1(X)|Fi(X
p) dans Q[X ].

Comme F1 est unitaire, F1(X) divise Fi(X
p) dans Z[X ]. On en déduit que F1(X)|Fi(X

p) = Fi(X)p

d'après l'étape 4.

Cei étant, soit P ∈ Z/pZ[X ] un fateur irrédutible de F1 dans Z/pZ[X ]. On a alors P |Fi(X)p

don P |Fi.

Par onséquent si i 6= 1, on voit que P
2
|φn = F1 . . . Fr ; e qui est impossible d'après l'étape 5.

Don i = 1.

Étape 7 Montrons que ∀k entier premier ave n, on a F1(ξ
k) = 0.

Soit k un entier premier ave n. Érivons k = p1p2 . . . ps, les pi étant des nombres premiers.

Montrons par réurrene sur s que F1(ξ
k) = 0.

� s = 1 'est le résultat de l'étape 6.

� Supposons le résultat vrai au rang s− 1 et montrons-le au rang s.
Comme k est premier ave n, on a p1p2 . . . ps−1 est premier ave n don d'après l'hypothèse

de réurrene F1(ξ
p1...ps−1) = 0.

Or ps est aussi premier ave n, don F1((ξ
p1...ps−1)ps) = 0, d'où le résultat.

Conlusion Pour tout nombre entier k premier ave n, on a F1(ξ
k) = 0. Or ξ ∈ Πn, don

Πn = {ξk, k ∧ n = 1}. Tous les éléments de Πn sont don des raines de F1, e qui prouve que

φn = F1, don φn est irrédutible dans Q[X ].
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Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Lemme de Gauss) Soient P,Q ∈ Z[X ]. Alors c(PQ) = c(P )c(Q), où c(P ) désigne
le pgd des oe�ients de P .

Démonstration On pose :

P1 =
P

c(P )
∈ Z[X ] Q1 =

Q

c(Q)
∈ Z[X ]

Alors c(P1) = 1 et c(Q1) = 1.
Si c(P1Q1) > 1, alors il existe un nombre premier p divisant c(P1Q1). Mais alors on a p|c(P1) ou
p|c(Q1), e qui est absurde, don c(P1Q1) = 1.
Don c(PQ) = c(P )c(Q)c(P1Q1) = c(P )c(Q).
Montrons maintenant que si p|c(PQ) alors p|c(P ) ou p|c(Q).
Si P =

∑m

k=0 akX
k ∈ Z[X ], on note P =

∑m

k=0 akX
k ∈ Z/pZ[X ]. Si p|c(PQ), alors p divise tous

les oe�ients de PQ, don on a PQ = P Q = 0. Or omme Z/pZ est intègre (ar p étant premier

'est un orps), alors Z/pZ[X ] est intègre, don P = 0 ou Q = 0. D'où le résultat.

Lemme 0.2 Si A est un anneau intègre, alors A[X ] et A[[X ]] le sont aussi.

Démonstration Montrons-le pour A[[X ]] par ontraposée.
Soient P,Q ∈ A[[X ]] non nuls. Supposons que le premier terme non nul de P soit pkX

k
et que le

premier terme non nul de Q soit qlX
l
. Alors le oe�ient de Xk+l

dans PQ est pkql, qui est non
nul puisque A est intègre. Don PQ est non nul.

Lemme 0.3 Soit p un nombre premier. Soit 1 ≤ k ≤ p− 1, alors p divise Cp
k .

Démonstration

Cp
k =

p!

k!(p− k)!

don p! = k!(p− k)!Cp
k .

Et p|p! don p|k!(p− k)!Cp
k .

Or p est premier ave k!(p − k)! ar k!(p − k)! = 1 . . . k × 1 . . . (p − k) et dans e produit auun

terme ne divise p ar k ≤ p− 1. Don d'après le théorème de Gauss p divise Cp
k .

Lemme 0.4 (Théorème de Gauss) Soient a et b deux entiers non nuls premiers entre eux et

n un entier. Si a|bn, alors a|n.

Démonstration Comme a et b sont premiers entre eux, d'après le théorème de Bézout, il

existe u, v ∈ Z tels que au− bv = 1.
Comme a|bn alors ∃x ∈ Z tel que ax = bn, d'où axv = bnv = (au−1)n. D'où n = aun−avx = a(un−vx).
D'où le résultat.

Lemme 0.5 Pour tout n ≥ 2 :

∑

d|n

deg(φd) =
∑

d|n

φ(d) = n

où φ désigne l'indiatrie d'Euler, ie φ(d) = {k, k ∧ d = 1}.

Démonstration Montrons pour n ≥ 2 que

∑
d|n φ(d) = n.

On onsidère les frations

1

n
,

2

n
, . . .

n− 1

n
,

n

n
et on herhe à les mettre sous la forme irrédutible

a

d
ave d divisant n.

Pour haque d divisant n, il y a φ(d) possibilités pour le numérateur a, ar le nombre d'entier a tel

que a soit premier ave d est φ(d) (on peut seulement hoisir a parmi eux-i ar sinon la fration

ne sera pas irrédutible).

Comme il y a en tout n frations, on en déduit le premier résultat.

Montrons que

∑
d|n deg(φd) =

∑
d|n φ(d).

Comme φd =
∑

ξ∈Πd
(X − ξ), alors deg(φd) = ardΠd.

Or Πd = {ωk, 1 ≤ k ≤ d− 1, k ∧ d = 1}, don deg(φd) = φ(d).
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Lemme 0.6 (théorème au programme dans le as d'un orps) Soit A un anneau. Soient

U, V ∈ A[X ].
On suppose que V 6= 0 de oe�ient dominant inversible dans A.
Alors ∃Q,R ∈ A[X ] tels que U = V Q+R ave soit R = 0, soit deg(R) < deg(V ).
De plus, si A est intègre, on a uniité du ouple (Q,R).

Démonstration Existene On proède par réurrene sur le degré de U .

� Si U est nul ou deg(U) < deg(V ), il su�t de prendre Q = 0 et R = U .

� Supposons que deg(U) ≥ deg(V ) et que le terme dominant de U soit uXm
et elui de V ,

vXs
.

On pose U = U − (uv−1Xn−s)V . Il est lair que U est nul ou de degré stritement inférieur

à elui de V . Par hypothèse de réurrene, il existe Q,R ∈ A[X ] tels que U = QV +R, ave
R = 0 ou deg(R) < deg(V ). Ainsi U = (uv−1Xn−s +Q)V +R.

Uniité On suppose que U = V Q +R ave R = 0 ou deg(R) < deg(V ) et que U = V Q′ + R′

ave R′ = 0 ou deg(R′) < deg(V ).
Alors V (Q −Q′) = R −R′

.

Si R 6= R′
, alors R − R′

est de degré stritement inférieur à elui de V , or V |(R − R′) e qui est

absurde ar A intègre.

Si R = R′
alors Q = Q′

par intégrité de A ar V 6= 0.

Lemme 0.7 Soient P,Q ∈ Q[X ]. Si P |Q dans Q[X ] et P unitaire, alors P |Q dans Z[X ].

Démonstration Dans Z[X ], on sait ∃A,R ∈ Z[X ] tels que Q = PA+R (d'après le théorème

préédent sans se souier de l'uniité, on va utiliser un autre moyen de la prouver) mais on n'a pas

uniité du ouple (A,R).
Or P |Q dans Q[X ], don ∃X ∈ Q[X ] tel que Q = PX . De plus, on a uniité de la division

eulidienne dans Q[X ] ar Q est un orps, don néessairement A = X et R = 0. Don P |Q dans

Z[X ].
Le fait que P soit unitaire est important sinon on ne pourrait pas appliquer le théorème préédent.
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