
Théorème de Kroneker

Référene : [Szp09℄ p.573.

Théorème 0.1 (de Kroneker) Soit P1 un polyn�me qui véri�e la propriété Kn : P1 est uni-

taire, de degré n, à oe�ients entiers, ie P1(X) = Xn + a1X
n−1 + . . . + an , les raines de P1

dans C sont de module inférieur ou égal à 1 et an 6= 0. Alors les raines de P1 sont des raines de

l'unité.

Démonstration On note αi pour 1 ≤ i ≤ n les raines de P1 (on sait qu'elles existent ar C est

algébriquement los).

 Les relations entre les oe�ients a1, . . . , an et les raines α1, . . . , αn donnent une majoration

des oe�ients de P1. En e�et, sahant que ∀1 ≤ i ≤ n, |αi| ≤ 1, on a :
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ar on hoisit pour la somme k oe�ients parmi n.

 On pose R(X) = Xn + b1X
n−1 + . . . + bn un polyn�me véri�ant la propriété Kn. On a don

pour tout 1 ≤ k ≤ n, |bk| ≤ Ck
n.

Par onséquent bk prend une des 1+2Ck
n valeurs −Ck

n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , Ck
n (ar ses oe�ients sont

entiers).

Don le nombre de polyn�mes véri�ant la propriété Kn est �ni puisque majoré par

∏n

k=1
(1+2Ck

n).
 On note Pk(X) = (X − αk

1
) . . . (X − αk

n) et Q
Y
k (X) = Xk − Y où k est un entier supérieur ou

égal à 1.
On onsidère le résultant Rk(Y ) des polyn�mes, en la variable X , P1(X) et QY

k (X). Ce polyn�me

Rk(Y ) est égal au déterminant de Sylvester suivant :
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L'ériture de e déterminant montre que les oe�ients de Rk sont des entiers (en érivant la

formule du déterminant omme somme de permutations).

Par ailleurs, les raines de P1 sont α1, . . . , αn, ainsi le alul du résultant en fontion des raines

de l'un des polyn�mes nous donne :

Rk(Y ) =

n
∏

i=1

QY
k (αi) =

n
∏

i=1

(αk
i − Y ) = (−1)nPk(Y )

Les polyn�mes Pk sont don unitaires et à oe�ients entiers. Leurs raines sont de module inférieur

ou égal à 1 et non nulle ar 0 < |αk
i | ≤ |αi| ≤ 1 (ar un polyn�me unitaire à oe�ients entiers

ne peut pas admettre 0 omme raine). Don les polyn�mes Pk véri�ent la propriété Kn (ils sont

bien de degré n).

 Les polyn�mes qui véri�ent es propriétés sont en nombre �ni, il existe don un entier k > 1
tel que Pk = P1. Les raines de P1 sont α1, . . . αn et elles de Pk sont αk

1
, . . . , αk

n. Mais P1 et Pk

ont les mêmes raines (ave même multipliité, puisqu'ils sont égaux). Don partant d'une raine

1



α1 de P1, on voit don que αk
1
, αk2

1
, αk3

1
, . . . sont des raines de P1 ; il existe don des entiers p et

q tels que αkp

1
= αkq

1
, e qui entraîne que α1 est une raine de l'unité. Don les raines de P1 sont

des raines de l'unité.

Lemme utilisé

Lemme 0.1 Soient α1, . . . , αm, β1, . . . , βn ∈ K tels que :

A(X) = a0(X − α1) . . . (X − αm) et B(X) = b0(X − β1) . . . (X − βn)

e qui est toujours le as si K est un orps algébriquement los (C par exemple). Alors :

Res(A,B) = an
0
bm
0

m
∏

i=1

n
∏

j=1

(αi − βj) = an
0

m
∏

i=1

B(αi) = (−1)mnRes(B,A)
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