
Méthode de Newton

Référene : [Rou09℄ p.152-155 ([Gou08℄).

Soit f : [c, d] −→ R une fontion de lasse C2
. On suppose que c < d, f(c) < 0, f(d) > 0 et

f ′(x) > 0 pour tout x ∈ [c, d].

On onsidère la suite réurrente xn+1 = F (xn) pour n ≥ 0 où F (x) = x−
f(x)

f ′(x)
. Alors :

1. f a un unique zéro a et pour tout x ∈ [c, d], ∃z ∈ [a, x] tel que :

F (x)− a =
1

2

f ′′(z)

f ′(x)
(x− a)2

2. ∃C > 0 tel que ∀x ∈ [c, d],
|F (x)− a| ≤ C|x− a|2

et il existe α > 0 tel que I = [a− α, a+ α] est stable par F et ∀x0 ∈ I, la suite (xn)n a une

onvergene d'ordre 2 vers a sur I.

3. Supposons de plus que f ′′(x) > 0 pour tout x ∈ [c, d]. Alors I = [a, d] est stable par F et

∀x0 ∈ I, (xn)n est stritement déroissante (ou onstante) ave 0 ≤ xn+1 − a ≤ C(xn − a)2

et :

xn+1 − a ∼
1

2

f ′′(a)

f ′(a)
(xn − a)2

quand n −→ +∞.

Expliations : Pour résoudre f(x) = 0, on herhe à transformer l'équation en un problème

équivalent de point �xe de la forme F (x) = x. Cela peut se faire de bien des manières, par exemple

en prenant F (x) = x+ λ(x)f(x) où λ est une fontion ne s'annulant pas.

Or la onvergene des itérés xn+1 = F (xn) vers la solution a herhée serait très rapide si e point

est superattratif, ie F ′(a) = 0. Or f(a) = 0, d'où F ′(a) = 1 + λ(a)f ′(a) et ei inite à hoisir

λ(x) = −
1

f ′(x)
et à onsidérer la suite réurrente : xn+1 = xn −

f(xn)

f ′(xn)
.

C'est la méthode de Newton, à l'interprétation géométrique suivante : l'égalité préédente

f(xn) + f ′(xn)(xn+1 − xn) = 0

exprime que xn+1 = F (xn) est l'absisse de l'intersetion ave l'axe (Ox) de la droite

y = f(xn) + f ′(xn)(x − xn)

qui est la tangente au graphe de f au point d'absisse xn.

Si en = xn − a est l'erreur ommise à la n-ième étape de la réurrene, on voit que en+1 sera ainsi

un o(en) (éart d'une ourbe et de sa tangente), en fait un O(e2n) si f est deux fois dérivable.

La méthode de Newton donne e�etivement une onvergene rapide vers a à ondition de partir

d'un x0 su�samment prohe de la solution (f l'assertion (2) du théorème). On peut assouplir

ette ontrainte si f est une fontion onvexe (f l'assertion (3) du théorème). Tous es résultat

s'obtiennent à partir de l'assertion (1) du théorème.

Démonstration
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Étape 1 : démontrons l'assertion (1). Comme f est ontinue, f(c) < 0 et f(d) > 0, alors
d'après le théorème des valeurs intermédiaires ∃a ∈]c, d[ tel que f(a) = 0.
Ainsi :

F (a) = a−
f(a)

f ′(a)
= a

F ′(x) = 1−
f ′(x)2 − f(x)f ′′(x)

f ′(x)2

F ′(a) = 1− 1 = 0

On s'attend don à avoir F (x)− a de l'ordre de (x− a)2 et 'est le as, en e�et : omme f(a) = 0,
on peut érire pour x ∈ [c, d] :

F (x) − a = x− a−
f(x)

f ′(x)
=

f(a)− f(x)− (a− x)f ′(x)

f ′(x)

D'après la formule de Taylor Lagrange appliquée à f , on a ∃z ∈ [a, x] tel que :

f(a) = f(x) + (a− x)f ′(x) +
1

2
(a− x)2f ′′(z)

D'où :

F (x) − a =
1

2
(a− x)2

f ′′(z)

f ′(x)

Étape 2 : démontrons l'assertion (2). On pose :

C =
max[a,d] |f

′′|

2min[c,d] f ′

alors ∀x ∈ [c, d] :
|F (x)− a| ≤ C|x− a|2

Soit α > 0 assez petit pour que Cα < 1 et que l'intervalle I = [a − α, a + α] sont ontenu dans

[c, d]. Alors x ∈ I entraîne |F (x) − a| ≤ Cα2 < α, d'où F (I) ⊂ I.

Si x0 ∈ I, on a don ∀n, xn ∈ I et :

|xn+1 − a| = |F (xn)− a| ≤ C|xn − a|2

D'où :

C|xn − a| ≤ (C|x0 − a|)2
n

≤ (Cα)2
n

et la onvergene d'ordre 2 de xn vers a puisque Cα < 1.

Étape 3 : démontrons l'assertion (3). La dérivée f ′
est roissante (ar f ′′ > 0), don f

est onvexe sur ]c, d[. Pour a ≤ x ≤ d, on a f ′(x) > 0 et f(x) ≤ 0 d'où :

F (x) = x−
f(x)

f ′(x)
≤ x

ave inégalité strite si x > a.

D'après l'assertion (1) d'autre part, on a :

F (x) − a =
1

2

f ′′(z)

f ′(x)
(x − a)2 ≥ 0

stritement si x > a (e qui est lair géométriquement le graphe de f étant au-dessus de ses

tangentes).

Ces deux inégalités montrent que I = [a, d] est stable par F et que pour a < x0 ≤ d, les itérés xn

véri�ent aussi a < xn ≤ d et forment une suite stritement déroissante. Et si x0 = a, la suite est

onstante.

La suite (xn)n admet don une limite l qui véri�e F (l) = l (déroissante et minorée par a), don
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f(l) = 0 et l ne peut qu'être a.

La onvergene de xn vers a est quadratique, ar on a omme en (2) :

0 ≤ xn+1 − a ≤ C(xn − a)2

En�n ette inégalité est essentiellement optimale, ie si a < x0 ≤ d, on a xn > a pour tout n et :

xn+1 − a

(xn − a)2
=

1

2

f ′′(zn)

f ′(xn)

d'après l'assertion (1) ave a < zn < xn −→ a. La fration tend don vers

f ′′(a)

2f ′(a)
lorsque n −→ +∞.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Théorème des valeurs intermédiaires) Soit I un intervalle de R et soit f : I −→ R

une appliation ontinue, alors f(I) est un intervalle.

Autrement dit, si f(a) ≤ f(b) ave a < b, alors pour tout γ tel que f(a) ≤ γ ≤ f(b), il existe

c ∈ [a, b] tel que f(c) = γ.

Démonstration Comme les parties onnexes de R sont les intervalles, alors I est onnexe et

l'image d'un onnexe par une appliation ontinue est onnexe, don f(I) est un intervalle.

Lemme 0.2 (L'image d'un onnexe par une appliation ontinue) Soient (E, d) et (E′, d′)
deux espaes métriques. Soit f : E −→ E′

ontinue. Si E est onnexe, alors f(E) est onnexe.

Démonstration Soit B une partie ouverte et fermée de f(E). Il existe alors un ouvert O et un

fermé F de E′
tels que B = O ∩ f(E) et B = F ∩ f(E). On a alors f−1(B) = f−1(O) = f−1(F ),

don f−1(B) est ouvert et fermé dans E et E étant onnexe, f−1(B) = ∅ ou E, ie B = ∅ ou

B = f(E).

Lemme 0.3 (Les parties onnexes de R) Les parties onnexes de R sont les intervalles de R.

Lemme 0.4 (Formule de Taylor Lagrange) Soit f : [a, b] −→ R une appliation de lasse Cn

sur [a, b] telle que f (n+1)
existe sur ]a, b[. Alors ∃c ∈]a, b[ tel que :

f(b) = f(a) + (b − a)f ′(a) + . . .+
(b− a)n

n!
f (n)(a) +

(b − a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)

Démonstration Considérons l'appliation :

φ : [a, b] −→ R

x 7−→ f(b)− f(x)− (b− x)f ′(x)− . . .−
(b − x)n

n!
f (n)(x) −A

(b− x)n+1

(n+ 1)!

la onstante A étant hoisie telle que φ(a) = φ(b) = 0.
Cette appliation est ontinue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et ∀x ∈]a, b[ :

φ′(x) = −
(b− x)n

n!
f (n+1)(x) +A

(b − x)n

n!

don d'après le théorème de Rolle, il existe c ∈]a, b[ tel que φ′(c) = 0, e qui s'érit A = f (n+1)(c),
d'où le résultat ar φ(a) = 0.

Lemme 0.5 (Convexité et dérivée roissante) Soit f : I −→ R une appliation dérivable sur

I, alors sont équivalents :

� f est onvexe ;

� f ′
est roissante ;

� la ourbe représentative de f est au-dessus de ses tangentes.
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