
Dénombrement des polyn�mes irrédutibles sur Fq

Référene : [FG97℄ p.189-191 ([Cal06℄).

Proposition 0.1 Pour n ∈ N
∗
, on note A(n, q) l'ensemble des polyn�mes de Fq[X ] irrédutibles,

unitaires et de degré n. On pose I(n, q) = card(A(n, q)). Alors :

I(n, q) =
1

n

∑

d|n

µ
(n

d

)

qd

où µ désigne la fontion de Möbius.

Démonstration

Étape 1 Soit d un diviseur de n. Soit P ∈ A(d, q). Montrons que P divise Xqn −X .

Soit K = Fq(x) un orps de rupture de P , x étant une raine de P .

On a alors [K : Fq] = deg(P ) = d.

Par onséquent K est isomorphe à Fqd (par uniité des orps �nis) et omme Fqd est l'ensemble

des raines de Xqd −X , on a, en partiulier :

xqd = x

Et omme d divise n, on a :

xqn =

((

(

xqd
)qd
)...)qd

= x

Don x est raine du polyn�me Xqn −X , ainsi Xqn −X divise P .

Étape 2 Soit P un fateur irrédutible unitaire de Xqn −X . Montrons que deg(P ) divise n.

On note d = deg(P ). On sait que Xqn −X est sindé sur Fqn . Si on note x une raine de P dans

Fqn , K = Fqn(x) est un orps intermédiaire entre Fq et Fqn de degré d sur Fq, par multipliativité

des degrés on a :

[Fqn : K][K : Fq] = [Fqn : Fq] = n

Alors d = deg(P ) est bien un diviseur de n.

Étape 3 Montrons que :

∑

d|n

dI(d, q) = qn

et déduisons-en la formule voulue.

Les raines de Xqn − X dans Fqn sont simples, don tous les fateurs irrédutibles de Xqn − X

dans Fq[X ] interviennent ave une multipliité égale à 1.
Ainsi d'après les étapes 1 et 2, on a :

Xqn −X =
∏

d|n

∏

P∈A(d,q)

P

En regardant les degrés, on obtient :

qn =
∑

d|n

dI(d, q)

La première formule d'inversion de Möbius appliquée à la fontion n 7−→ nI(n, q) donne alors :

nI(n, q) =
∑

d|n

µ
(n

d

)

qd
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Étape 5 Montrons la formule d'inversion de Möbius.

Lemme 0.1 Soit µ la fontion de Möbius. Soit :

g : N∗ −→ R

n 7−→
∑

d|n

f(d)

où f : N∗ −→ R.

Alors pour tout n ≥ 1,

f(n) =
∑

d|n

µ
(n

d

)

g(d) =
∑

d|n

µ(d)g
(n

d

)

Démonstration Soit n ≥ 1, on a :

∑

d|n

µ(d)g
(n

d

)

=
∑

d|n

µ(d)





∑

d′|n
d

f(d′)





par dé�nition de g ;

=
∑

dd′|n

µ(d)f(d′) ar d|n et d′|
n

d
est équivalent à dd′|n ;

=
∑

d′|n

f(d′)





∑

d| n

d′

µ(d)





ar d′|n et d|
n

d′
est équivalent à dd′|n ;

= f(n)

Trus utilisés

Dé�nition 0.1 (Corps de rupture) Soit K un orps. Soit P un polyn�me irrédutible et uni-

taire sur K[X ]. On appelle orps de rupture de P sur K toute extension simple K(α) de K telle

que le polyn�me minimal de α sur K soit P .

Dé�nition 0.2 (Fontion de Möbius) On appelle fontion de Möbius, l'appliation µ : N∗ −→ N
∗

telle que µ(1) = 1, µ(d) = (−1)k si d est produit de k nombres premiers distints et µ(d) = 0 si d

est divisible par le arré d'un nombre premier.

Dé�nition 0.3 (Corps intermédiaire) On dit que K
′
est un orps intermédiaire pour une ex-

tension L de K si K ⊂ K
′ ⊂ L.

Proposition 0.2 (Multipliativité des degrés) Soit L un extension de K et M une extension

de L, alors :

[M : L][L : K] = [M : K]

Démonstration Soit (xi)i∈I une base de L sur K et (yj)j∈J une base de M sur L ave I et

J non vides. Montrons que (xiyj)(i,j)∈I×J est une base de M sur K.

Soit z ∈ M, alors il existe (αj)j∈J ∈ L presque tous nuls tels que :

z =
∑

j∈J

αjyj

Or pour tout j ∈ J , αj ∈ L, don il existe (βi,j)i∈I ∈ K presque tous nuls tels que :

αj =
∑

i∈I

βi,jxi

D'où :

z =
∑

j∈J

∑

i∈I

βi,jxiyj

Supposons maintenant que :

∑

(i,j)∈I×J

ci,jxiyj = 0
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les ci,j ∈ K étant presque tous nuls.

Alors :

∑

j∈J

(

∑

i∈I

ci,jxi

)

yj = 0

Or (yj)j∈J est une base de M sur L et pour tous j ∈ J ,
∑

i ci,jxi ∈ L, don :

∑

i∈I

ci,jxi = 0

Don le fait que ci,j = 0 ar (xi)i∈I est une base de L sur K.

Ainsi, on a montré que (xiyj)(i,j)∈I×J est une base deM surK, de plus card(I×J) = card(I)×card(J)
d'où le résultat.
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