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Théorème 0.1 Soit f : R −→ C une fon
tion de 
lasse C1
telle que f(x) = O

(
1

x2

)
et f ′(x) = O

(
1

x2

)

quand |x| −→ +∞.

Alors ∀x ∈ R, on a : ∑

n∈Z

f(n+ x) =
∑

n∈Z

f̂(n)e2iπnx

où ∀n ∈ Z :

f̂(n) =

∫

R

f(t)e−2iπntdt

Corollaire 0.1.1 (Appli
ation) ∀s > 0,

+∞∑

n=−∞

e−πn2s = s−
1

2

+∞∑

k=−∞

e
−πk

2

s

Démonstration

du théorème

 La série de fon
tions

∑
n∈Z

f(x + n) 
onverge normalement (don
 uniformément) sur tout

segment de R 
ar par hypothèse il existe M > 0 tel que |f(x)| ≤ M

x2
pour |x| ≥ 1, don
 on a :

∀K > 0, ∀x ∈ [−K,K], ∀n ∈ Z, |n| > K + 1, |f(x+ n)| ≤ M

(x+ n)2
≤ M

(|n| −K)2

et on re
onnaît le terme général d'une série 
onvergente (série de Riemann).

En parti
ulier 
ette série 
onverge simplement sur R. Notons alors F sa limite.

 De la même façon, on montre que la série

∑
n∈Z

f ′(x + n) 
onverge uniformément sur tout

segment de R.

 On peut don
 appliquer le théorème de dérivation sur les suites de fon
tions, 
ar on a :

� la série

∑
n∈Z

f(x+ n) 
onverge simplement vers F ;

� la série

∑
n∈Z

f ′(x+ n) 
onverge uniformément ;

� les fon
tions fn = f(.+ n) sont de 
lasse C1
;

Ainsi on en déduit que F est de 
lasse C1
sur tout segement de R (don
 sur R par 
ontinuité).

 De plus, F est 1-périodique 
ar si on �xe x ∈ R, on a ∀N ∈ N :

N∑

n=−N

f(x+ 1 + n) =

N+1∑

n=−N+1

f(x+ n)

1



Don
 en faisant N −→ +∞, on en déduit que F (x+ 1) = F (x).
 Les 
oe�
ients de Fourier de F sont donnés par ∀n ∈ Z :

cn(F ) =

∫ 1

0

F (t)e−2iπntdt par 1-périodi
ité ;

=

∫ 1

0

+∞∑

n=−∞

f(t+ n)e−2iπntdt par dé�nition de F ;

=

+∞∑

n=−∞

∫ 1

0

f(t+ n)e−2iπntdt par théorème d'interversion ;

=

+∞∑

n=−∞

∫ n+1

n

f(t)e−2iπn(t−n)dt via le 
hangement de variable t 7−→ t− n ;

=

+∞∑

n=−∞

∫ n+1

n

f(t)e−2iπnte2iπn
2

dt

=

∫

R

f(t)e−2iπntdt = f̂(n)

(l'interversion est justi�ée 
ar la série de fon
tions dé�nissant F 
onverge uniformément sur [0, 1]
et que l'intégrale 
onverge absolument au vu des 
onditions satisfaites par f).

 Comme F est de 
lasse C1
, sa série de Fourier 
onverge uniformément vers F , d'où le résultat.

de l'appli
ation

Soit α > 0, appliquons la formule sommatoire de Poisson à la fon
tion f : x 7−→ e−αx2

.

On a ∀n ∈ Z :

f̂(n) =

∫

R

e−αt2e−2iπntdt

=
1√
α

∫

R

e−t2e
−2iπn t

√

α dt via le 
hangement de variable t 7−→ t√
α
;

=
1√
α

∫

R

e
−(t2+2iπn t

√

α
)
dt

=
1√
α

∫

R

e
−(t+ iπn

√

α
)2
e−

π
2
n
2

α dt

=

√
π

α
e−

π
2
n
2

α

On applique maintenant la formule de Poisson en x = 0, 
e qui nous donne :

∑

n∈Z

e−αn2

=
∑

n∈Z

√
π

α
e−

π
2
n
2

α

Cette relation est vraie ∀α > 0, don
 en faisant α = πs, on obtient le résultat voulu.

Lemmes utilisés ou pas Attention les 
onventions di�èrent de 
elles utilisées dans le développe-

ment.

Théorème 0.2 (de Jordan-Diri
hlet) Soit f : R −→ C une fon
tion 2π-périodique, 
ontinue

par mor
eaux sur R.

Soit t0 ∈ R tel que la fon
tion :

h 7−→ f(t0 + h) + f(t0 − h)− f(t+0 )− f(t−0 )

h

soit bornée au voisinage de 0.
Alors la série

∑
n∈Z

cn(f)e
int0


onverge et on a :

∑

n∈Z

cn(f)e
int0 =

f(t+0 ) + f(t−0 )

2

2



Démonstration  Quitte à e�e
tuer la translation t 7−→ t+t0, on peut supposer que t0 = 0.

 Pour n ∈ N, on pose sn =
∑n

k=−n ck(f) et un = sn − f(0+) + f(0−)

2
.

Montrons que un −→ 0.
 On a :

2πsn =

n∑

k=−n

∫ π

−π

f(t)e−iptdt =

∫ π

−π

f(t)Dn(t)dt

où ∀t ∈ R, Dn(t) =
∑n

k=−n e
ikt

est le noyau de Diri
hlet (i
i le théorème d'interversion s'applique

bien 
omme dans la démonstration de la formule sommatoire de Poisson).

On peut montrer que Dn véri�e la relation ∀t ∈ R \ 2πZ :

Dn(t) =
sin((2n+ 1) t2 )

sin( t2 )

 Comme Dn est paire (
ar quotient de deux sinus), on a :

∫ 0

−π

f(t)Dn(t)dt =

∫ π

0

f(−t)Dn(t)dt

Don
 :

2πsn =

∫ π

0

(f(t) + f(−t))Dn(t)dt

D'où :

2πun = 2πsn − π(f(0+) + f(0−))

=

∫ π

0

(f(t) + f(−t))Dn(t)dt−
∫ π

0

(f(0+) + f(0−))Dn(t)dt

=

∫ π

0

(f(t) + f(−t)− f(0+)− f(0−))Dn(t)dt

=

∫ π

0

g(t) sin((2n+ 1)
t

2
)dt

où

g(t) =
f(t) + f(−t)− f(0+)− f(0−)

sin( t
2 )

est une fon
tion 
ontinue par mor
eaux sur ]0, π] et bornée sur un voisinage de 0 d'après les

hypothèses du théorème.

Ainsi la fon
tion g est don
 intégrable sur ]0, π] et le lemme de Riemann-Lebesgue entraîne que

2πun −→ 0. D'où le résultat.

Corollaire 0.2.1 Si f est 2π-périodique et C1
par mor
eaux, alors ∀x ∈ R, la série de Fourier de

f 
onverge en 
e point x vers

f(x+) + f(x−)

2
.

En parti
ulier, si f est 
ontinue en x, la série de Fourier de f en x 
onverge vers f(x).

Lemme 0.1 Soit f : R −→ C une fon
tion 2π-périodique, 
ontinue et C1
par mor
eaux. On dé�nit

la fon
tion φ : R −→ C par φ(t) = f ′(t) si f est dérivable en t et φ(t) =
f ′(t+) + f ′(t−)

2
sinon.

Alors les 
oe�
ients de Fourier de φ véri�ent la relation : cn(φ) = incn(f) pour tout n ∈ Z.

Démonstration Soit 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 2π une subdivision de [0, 2π] telle que f soit

C1
sur [xk−1, xk] pour tout k. En intégrant par parties, on obtient pour tout k :

∫ xk

xk−1

φ(t)e−intdt =
[
f(t)e−int

]xk

xk−1

+ in

∫ xk

xk−1

f(t)e−intdt

Puisque la fon
tion f est 
ontinue, on obtient en sommant sur k :

cn(φ) =

∫ 2π

0

φ(t)e−intdt =
[
f(t)e−int

]2π
0

+ in

∫ 2π

0

f(t)e−intdt = incn(f)

D'où le résultat.

Théorème 0.3 Soit f : R −→ C une fon
tion 2π-périodique, 
ontinue et C1
par mor
eaux. Alors

la série de Fourier de f 
onverge normalement vers f sur R.

3



Démonstration D'après le lemme pré
édent, on a cn(φ) = incn(f), ie i
i ∀n ∈ Z :

|cn(f)| =
∣∣∣∣
cn(φ)

n

∣∣∣∣ ≤
1

2

(
|cn(φ)|2 +

1

n2

)

Et 
omme la série

∑
n∈Z

|cn(φ)|2 
onverge, on en déduit que

∑
n∈Z

|cn(f)| 
onverge, d'où le résultat

d'après l'égalité de Parseval.

Théorème 0.4 (Égalité de Parseval) Soit f : R −→ C une fon
tion 2π-périodique, 
ontinue

par mor
eaux. Alors les séries

∑
n∈Z

|cn(f)|2,
∑

n∈N
|an(f)|2 et

∑
n∈N

|bn(f)|2 
onvergent et on a :

+∞∑

n=−∞

|cn(f)|2 =
|a0(f)|2

4
+

1

2

(
+∞∑

n=1

|an(f)|2 +
+∞∑

n=1

|bn(f)|2
)

=
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt

Théorème 0.5 (de dérivation sous le signe somme) On 
onsidère une série de fon
tions

∑
gn

(où les fon
tions gn : [a, b] −→ E, où E est un espa
e de Bana
h) telle que :

� les fon
tions gn sont de 
lasse C1
;

� la série

∑
n g

′

n 
onverge normalement sur [a, b] ;
� il existe x0 ∈ [a, b] tel que

∑
n gn(x0) 
onverge ;

Alors la série

∑
n gn 
onverge normalement sur [a, b] vers une fon
tion C1

sur [a, b] et on a :

∑

n

g′n = (
∑

n

gn)
′

Théorème 0.6 (Interversion somme intégrale) Soit

∑
n gn une série de fon
tions 
ontinues

d'un segment [a, b] dans un espa
e de Bana
h E, qui 
onverge normalement sur [a, b]. Alors :

∫ b

a

(
+∞∑

n=0

gn(t)

)
dt =

+∞∑

n=0

(∫ b

a

gn(t)dt

)

Référen
es

[Gou08℄ Xavier Gourdon. Analyse. Ellipses, 2008.

4


