Prolongement de la fonction I' d’Euler
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Théoréme 0.1 Considérons la fonction T' d’Euler définie sur P = {z € C;R(z) > 0} par :

I':P—C

—+o0
Z — / e tFdt
0

Alors T' se prolonge en une fonction méromorphe sur C.
Démonstration

Etape 1 : I' est bien définie. Montrons que I' est holomorphe sur P.
On pose I'(z) = erOO e~telz=D1og)dt pour z € C tel que R(z) > 0. On a :
— Vz € P, la fonction t — e~ '*~1 est intégrable;
— at > 0 fixé, la fonction z — e21°8(t) est holomorphe sur C;
— soit K un compact de P, alors R(z) € [e, M] pour z € K ou € > 0 et donc :

|e—te(z—1)log(t)| < ple=1)log(t) _ (1 ) SO0<t<l:
= t 1—e = —= )
|efte(z71)log(t)| < thleft si t > 1.

Ainsi d’apreés le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale, I' est holomorphe sur P, ce qui
justifie le fait que I" ait un sens et soit bien définie.

Etape 2 : une formule pour I'. Montrons que Vz € P :
+oo n +oo
(=1 / —tyz—1
r = —_— " dt
(2) 7;)n!(n—i—z) i 1 ‘
Découpons l'intégrale en deux :

1 “+ o0
F(z):/ e_ttz_ldt+/ et ldt
0 1

On souhaite donc exprimer le premier terme sous la forme d’une série. Développons alors ’expo-
nentielle :
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e 't 75 T t
n=0

Appliquons maintenant le théoréme de Fubini (appliqué a la mesure produit de la mesure de
Lebesgue et de la mesure de comptage). Pour cela il suffit de montrer que :

1 +oo
/ t"*z Hdt < +oo

Or pour t > 0, on a [t?| = [tR(H)+18()| = |t%(z)||ti$(z)| =" ainsi pour ¢ €]0,1], on a :

+
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Comme R(z) > 0, la fonction t — e't®™(*)=1 est intégrable sur ]0,1], d’ou :

1 +oo (_1)7’1 1
/e*tﬁ*ldtzz ' /t"*z’ldt
0 n: 0
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D’ou sur P,

+oo _1\n +oo
I'(z) = Z 771!((”11 3 +/1 e "t dt

n=0
Etape 3 : la méromorphie de la somme. Montrons que :

+oo
- (1
I ’—>nzzonl(z+n)

est méromorphe sur C et que ses poles sont les entiers négatifs et sont simples.
On applique pour ce faire le théoréme de méromorphie sous le signe somme :

_1)n
- Vn € N, la fonction f,, : z —> % est méromorphe sur C avec pour seul poéle simple
nl(n+z
I’entier —n ;
— soit K un compact de C, alors il existe N € N tel que K C D(0, N). Pour n > N, la fonction
fn n’a pas de pole dans K.

De plus, Vz € K, on a |z 4+ n| > n — |z| > n — N, par conséquent |f,(z)] < ' pour
n

1
(n—N)
tout z € K et la série ) .\ fn est donc normalement convergente sur K.
Ainsi d’aprés le théoréme de méromorphie, f est bien une fonction méromorphe sur C dont les
poles simples sont les eniters négatifs.

Etape 4 : conclusion. Si on applique le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral pour
t > 1, on obtient que z — f1+°° e~ tt*~1dt est holomorphe sur C.
Ainsi d’aprés I'étape 2, application :

— Jio ) /+Oo e lat
z —_ e
— nl(z+n) 1

établit un prolongement méromorphe sur C de I'. Et le théoréme de prolongement analytique
entraine que cette fonction est I'unique prolongement analytique de I" sur ’ouvert connexe C\{—N}.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Théoréme d’holomorphie sous le signe intégral) Soit w un ouvert de C et
f:wx X — C. On suppose que :
— Vz € w, la fonction x — f(z,x) est dans L*(X);
- 3N C X tel que u(N) = 0 et tel que Vx ¢ N, la fonction z — f(z,x) est holomorphe sur
w;
— pour tout compact K C w, il existe g € L' positive et indépendante de z telle que | f(z, )| < g(x)
Vze K etV ¢ N.
Alors la fonction F(z) = [ f(z,2)du(z) est holomorphe dans w et

P = [ L naue

Lemme 0.2 (Théoréme de méromorphie sous le signe somme) Soit Y f,, une série de fonc-
tions méromorphes sur U telle que pour tout compact K C U, il existe Nx € N tel que Vn > Ng,
les f,, n’ont pas de poles dans K et que anNK fn converge uniformément sur K.

Alors la somme de cette série est méromorphe sur U et on peut dériver terme a terme.



Lemme 0.3 (Prolongement analytique) Soit U un ouvert connexe. Si deuz fonctions coinci-
dent sur un ensemble D C U ayant un point d’accumulation dans U, alors elles sont égales sur
U.

Lemme 0.4 (Fubini) Soient (X,S,u) et (Y, F,\) deuzx espaces mesurés o-finis. Soit f une fonc-
tion sur X XY mesurable relativement a S x F. Alors :

1. 510 < f < +o0 et sil’on pose pourx € X etyeyY :

ow) = [ ax vt = [ 1

la fonction ¢ est alors mesurable relativement o S et la fonction 1 est mesurable relativement

a F, de plus :
/}(¢>dﬂi/xxyfd(ﬂ><)\):/yi/fd/\

2. si [ est une fonction a valeurs complexes et si l’on pose
@) = [ 1fledn et [ o< roo
Y X

dans ce cas f € L'(u x \);

8. si f € LY (ux N, fo € LY(\) pour presque tout x € X et f¥ € L*(u) pour presque tout
y €Y ; les fonctions ¢ et 1 définies presque partout par les relations précédentes appartiennent
respectivement a L'(u) et L'()\), enfin la relation sur les intégrales est exacte.

Remarque : La relation avec les intégrales peut aussi s’écrire :

[ aut) [ f@mars) = [ axw) [ st

ce sont ce qu’on appelle les intégrales itérées de f.
La conjonction de (2) et (3) fournit un résultat souvent utile : si f est mesurable relativement a
SxFetsi:

/ dyu(z) / (@, y)ldA(y) < +oo
X Y

les deux intégrales itérées sont alors définies et égales.

Rappels :

Définition 0.1 (Méromorphie, holomorphie, analyticité, développable en série entiére)
Soit f: U — C. On dit que f est :
— développable en série entiére en un point a € U s’il existe r > 0 et (a,), € CN une suite de
nombres complezes tels que le disque {z € C,|z — a| < r} soit inclus dans U et que sur ce
disque on ait :

+oo
fz) =3 an(z—a)"
n=0

On dit que f est égale a la somme de la série entiere z — > an(z — a)™ sur le disque de
centre a et de rayon r;

— analytique sur U, si [ est développable en série entiére en tout point de U ;

— holomorphe sur U si en tout point a € U,

f(z) = f(a)

zZ—a

admet une limite quand z — a.
Si elle existe, cette limite est notée f'(a) ;

— méromorphe sur U s’il existe P un ensemble de points isolés de U (appelés péles de f) tel
que f est analytique sur U\P et siVp € P, In € N*, 3b € C\ {0} vérifiant f(z) ~ b(z—p)~ ™
quand z — p.



Définition 0.2 (Mesure produit) Soient (X,S,u) et (Y, F,\) deux espaces mesurés o-finis.
Soit Q € S x F, on pose :

(x M@ = [

X

A(Ch)du(ac)=/Yu(62y)cﬂ(y)

ot Q = {(x,y); f(x,y) € V} pour tout ouwvert V et Q. = {y; f(y) € V}.
On appelle . x X\ la mesure produit des mesures p et X\. De fait yu X A est une mesure o-finie.
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