
Prolongement de la fontion Γ d'Euler

Référenes : [QZ06℄ et [BMP05℄ p.82-83 ([Rud98℄).

Théorème 0.1 Considérons la fontion Γ d'Euler dé�nie sur P = {z ∈ C;ℜ(z) > 0} par :

Γ : P −→ C

z 7−→

∫ +∞

0

e−ttz−1dt

Alors Γ se prolonge en une fontion méromorphe sur C.

Démonstration

Étape 1 : Γ est bien dé�nie. Montrons que Γ est holomorphe sur P .
On pose Γ(z) =

∫ +∞

0
e−te(z−1) log(t)dt pour z ∈ C tel que ℜ(z) > 0. On a :

� ∀z ∈ P , la fontion t 7−→ e−ttz−1
est intégrable ;

� à t > 0 �xé, la fontion z 7−→ ez log(t)
est holomorphe sur C ;

� soit K un ompat de P , alors ℜ(z) ∈ [ǫ,M ] pour z ∈ K où ǫ > 0 et don :

|e−te(z−1) log(t)| ≤ e(ǫ−1) log(t) =
1

t(1−ǫ)
si 0 ≤ t ≤ 1 ;

|e−te(z−1) log(t)| ≤ tM−1e−t
si t ≥ 1.

Ainsi d'après le théorème d'holomorphie sous le signe intégrale, Γ est holomorphe sur P , e qui

justi�e le fait que Γ ait un sens et soit bien dé�nie.

Étape 2 : une formule pour Γ. Montrons que ∀z ∈ P :

Γ(z) =

+∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+ z)
+

∫ +∞

1

e−ttz−1dt

Déoupons l'intégrale en deux :

Γ(z) =

∫ 1

0

e−ttz−1dt+

∫ +∞

1

e−ttz−1dt

On souhaite don exprimer le premier terme sous la forme d'une série. Développons alors l'expo-

nentielle :

e−ttz−1 =

+∞∑
n=0

(−1)n

n!
tn+z−1

Appliquons maintenant le théorème de Fubini (appliqué à la mesure produit de la mesure de

Lebesgue et de la mesure de omptage). Pour ela il su�t de montrer que :

∫ 1

0

+∞∑
n=0

|
(−1)n

n!
tn+z−1|dt < +∞

Or pour t > 0, on a |tz| = |tℜ(z)+iℑ(z)| = |tℜ(z)||tiℑ(z)| = tℜ(z)
, ainsi pour t ∈]0, 1], on a :

+∞∑
n=0

|
(−1)n

n!
||tn+z−1| = tℜ(z)−1

+∞∑
n=0

tn

n!
= ettℜ(z)−1
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Comme ℜ(z) > 0, la fontion t 7−→ ettℜ(z)−1
est intégrable sur ]0, 1], d'où :

∫ 1

0

e−ttz−1dt =

+∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0

tn+z−1dt

=

+∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+ z)

D'où sur P ,

Γ(z) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+ z)
+

∫ +∞

1

e−ttz−1dt

Étape 3 : la méromorphie de la somme. Montrons que :

f : z 7−→
+∞∑
n=0

(−1)n

n!(z + n)

est méromorphe sur C et que ses p�les sont les entiers négatifs et sont simples.

On applique pour e faire le théorème de méromorphie sous le signe somme :

� ∀n ∈ N, la fontion fn : z 7−→
(−1)n

n!(n+ z)
est méromorphe sur C ave pour seul p�le simple

l'entier −n ;
� soit K un ompat de C, alors il existe N ∈ N tel que K ⊂ D(0, N). Pour n > N , la fontion

fn n'a pas de p�le dans K.

De plus, ∀z ∈ K, on a |z + n| ≥ n− |z| ≥ n−N , par onséquent |fn(z)| ≤
1

n!(n−N)
pour

tout z ∈ K et la série

∑
n>N fn est don normalement onvergente sur K.

Ainsi d'après le théorème de méromorphie, f est bien une fontion méromorphe sur C dont les

p�les simples sont les eniters négatifs.

Étape 4 : onlusion. Si on applique le théorème d'holomorphie sous le signe intégral pour

t ≥ 1, on obtient que z 7−→
∫ +∞

1
e−ttz−1dt est holomorphe sur C.

Ainsi d'après l'étape 2, l'appliation :

z 7−→
+∞∑
n=0

(−1]n

n!(z + n)
+

∫ +∞

1

e−ttz−1dt

établit un prolongement méromorphe sur C de Γ. Et le théorème de prolongement analytique

entraîne que ette fontion est l'unique prolongement analytique de Γ sur l'ouvert onnexe C\{−N}.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Théorème d'holomorphie sous le signe intégral) Soit ω un ouvert de C et

f : ω ×X −→ C. On suppose que :

� ∀z ∈ ω, la fontion x 7−→ f(z, x) est dans L1(X) ;
� ∃N ⊂ X tel que µ(N) = 0 et tel que ∀x /∈ N , la fontion z 7−→ f(z, x) est holomorphe sur

ω ;

� pour tout ompat K ⊂ ω, il existe g ∈ L1
positive et indépendante de z telle que |f(z, x)| ≤ g(x)

∀z ∈ K et ∀x /∈ N .

Alors la fontion F (z) =
∫
f(z, x)dµ(x) est holomorphe dans ω et

F ′(z) =

∫
∂f

∂z
(z, x)dµ(x)

Lemme 0.2 (Théorème de méromorphie sous le signe somme) Soit

∑
fn une série de fon-

tions méromorphes sur U telle que pour tout ompat K ⊂ U , il existe NK ∈ N tel que ∀n ≥ NK,

les fn n'ont pas de p�les dans K et que

∑
n≥NK

fn onverge uniformément sur K.

Alors la somme de ette série est méromorphe sur U et on peut dériver terme à terme.

2



Lemme 0.3 (Prolongement analytique) Soit U un ouvert onnexe. Si deux fontions oïni-

dent sur un ensemble D ⊂ U ayant un point d'aumulation dans U , alors elles sont égales sur

U .

Lemme 0.4 (Fubini) Soient (X,S, µ) et (Y,F , λ) deux espaes mesurés σ-�nis. Soit f une fon-

tion sur X × Y mesurable relativement à S × F . Alors :

1. si 0 ≤ f ≤ +∞ et si l'on pose pour x ∈ X et y ∈ Y :

φ(x) =

∫
Y

fxdλ ψ(y) =

∫
X

fydµ

la fontion φ est alors mesurable relativement à S et la fontion ψ est mesurable relativement

à F , de plus : ∫
X

φdµ =

∫
X×Y

fd(µ× λ) =

∫
Y

ψdλ

2. si f est une fontion à valeurs omplexes et si l'on pose

φ∗(x) =

∫
Y

|f |xdλ et

∫
X

φ∗dµ < +∞

dans e as f ∈ L1(µ× λ) ;

3. si f ∈ L1(µ × λ), fx ∈ L1(λ) pour presque tout x ∈ X et fy ∈ L1(µ) pour presque tout

y ∈ Y ; les fontions φ et ψ dé�nies presque partout par les relations préédentes appartiennent

respetivement à L1(µ) et L1(λ), en�n la relation sur les intégrales est exate.

Remarque : La relation ave les intégrales peut aussi s'érire :

∫
X

dµ(x)

∫
Y

f(x, y)dλ(y) =

∫
Y

dλ(y)

∫
X

f(x, y)dµ(x)

e sont e qu'on appelle les intégrales itérées de f .
La onjontion de (2) et (3) fournit un résultat souvent utile : si f est mesurable relativement à

S × F et si : ∫
X

dµ(x)

∫
Y

|f(x, y)|dλ(y) < +∞

les deux intégrales itérées sont alors dé�nies et égales.

Rappels :

Dé�nition 0.1 (Méromorphie, holomorphie, analytiité, développable en série entière)

Soit f : U −→ C. On dit que f est :

� développable en série entière en un point a ∈ U s'il existe r > 0 et (an)n ∈ CN
une suite de

nombres omplexes tels que le disque {z ∈ C, |z − a| < r} soit inlus dans U et que sur e

disque on ait :

f(z) =

+∞∑
n=0

an(z − a)n

On dit que f est égale à la somme de la série entière z 7−→
∑
an(z − a)n sur le disque de

entre a et de rayon r ;
� analytique sur U , si f est développable en série entière en tout point de U ;

� holomorphe sur U si en tout point a ∈ U ,

f(z)− f(a)

z − a

admet une limite quand z −→ a.
Si elle existe, ette limite est notée f ′(a) ;

� méromorphe sur U s'il existe P un ensemble de points isolés de U (appelés p�les de f) tel

que f est analytique sur U \P et si ∀p ∈ P, ∃n ∈ N∗
, ∃b ∈ C\{0} véri�ant f(z) ≃ b(z−p)−n

quand z −→ p.
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Dé�nition 0.2 (Mesure produit) Soient (X,S, µ) et (Y,F , λ) deux espaes mesurés σ-�nis.
Soit Q ∈ S × F , on pose :

(µ× λ)(Q) =

∫
X

λ(Qx)dµ(x) =

∫
Y

µ(Qy)dλ(y)

où Q = {(x, y); f(x, y) ∈ V } pour tout ouvert V et Qx = {y; fx(y) ∈ V }.
On appelle µ× λ la mesure produit des mesures µ et λ. De fait µ× λ est une mesure σ-�nie.
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