Méthode de quadrature de Gauss

Référence : [ |

Soit w une fonction poids sur intervalle o, S[. On considére une méthode d’intégration du
type :

Jé] l
/ fla)de ~> "\ f(x;)
a )

ou z; €]a, B[ et f est une fonction au moins continue sur |a, 3] & valeurs dans R.
On note P; 'espace vectoriel des fonctions polynomes sur R & coefficients réels de degré inférieur
ou égal a [.

Théoréme 0.1 Il eziste un et un seul choix des points x; et des coefficients \; de sorte que la
méthode soit d’ordre N = 21+ 1. De plus les points x; appartiennent a |o, 5] et sont les racines du
(I + 1)-ieme polynéome orthogonal pour le poids w.

De plus, on a une formule exacte pour lerreur si f € C**2([a, B]), il existe & €]a, B tel que :

(2142) B
B = Tt | matuto)s

Démonstration

Unicité
Supposons qu’on ait des points z; et des coefficients A; pour lesquels la méthode est d’ordre
supérieur ou égal & 2] + 1.

Posons :
l

e (z) = [J (@ —))

j=0
Pour tout p € Py, on a deg(pm41) < 20+ 1, donc :

l

B
/ pla)m (@)w(@)de = 3 Agplas)mia (2;) = 0

Jj=0

car Vj =0,...,1, x; est racine de m4.

Ceci entraine que 741 est orthogonal & P; (pour le produit scalaire associé & w) et comme 741
est unitaire par définition, c’est donc le (I 4+ 1)-iéme polynome orthogonal associé au poids w (par
unicité de tels polynomes).

Soit L; € P; définis par :

Les coefficients A; sont alors nécessairement donnés par :

! B
)\i = Z)\JLI(.T]) = / Lz(:n)w(a:)da:
3=0 o

Ces coefficients sont donc eux aussi uniques.



Existence

~ Montrons l’existence et que la méthode est d’ordre > [. On sait que le polynome

orthogonal 7,41 € P41 posséde [ + 1 racines distinctes dans |, 8. Soient o, . .

soient : 5
)\j:/ Li(x)w(x)dz

Si f € C%Ja, B]) le polynome d’interpolation de Lagrange est :

!
pi(x) =Y flz)L;(@)
=0
par définition des coefficients A;, on a donc :

l

B g1
/ pi(@)w(z)dz = / S F o) L@ (@)de = 3 A f ()
a =0

« =0

(via l'interversion d’une somme finie et d’une intégrale sur un segment).
Ainsi si f € Py, alors p; = f donc la méthode est d’ordre supérieur ou égal a [.

., x; ces racines et

~» Montrons que la méthode est d’ordre > 2/ + 1. Si f € Pg; 41, la division euclidienne de f

par 741 donne :
f(x) = q(z)mya(z) + 7(x)

avec degqg <l et degr <.
Comme 741 est orthogonal a P, il vient :

B
/ q(x)m41 (x)w(z)dr =0
D’ou :

B B !
/ f@)w(x)de = / r(z)w(x)dx = Z)\jr(zj)

Comme f(x;) = r(x;) (car x; racines de m41), on a E(f) =0.

~» Montrons que 1’ordre n’est pas > 2/ + 1. Pour cela, montrons que le noyau de Peano K11

est positif et qu’on a I’égalité du théoréme.

D’aprés un lemme sur la forme de I’erreur, on sait que, comme f € C2*+2([a, A]) :

E(f)= - /ﬂ Kop1 () f 32 (t)at
aA+1) ), A

(

Inversement, si ¢ € C°([a, 3]), on a :

[ aestotayis = o1+ tr

ou @ est une primitive d’ordre 2/ + 2 de ¢.
Supposons par I'absurde qu’il existe ¢y € [, 5] tel que Koiq1(to) < 0.

On pose Ky,

polynéme qui approche K.
On a donc en particulier :

2141 T € uniformément & e pres sur [, B].
0< K, <¢dp<Ky, +2
ie

B B
| Kaa@ottde ~ [ Kaa(0Kz, ()t

Comme :

B B
/ Kot (t) Ky (t)dt = —/ (Ko 1(t)%dt <0

B
< 26/ | Ka141(t)

= max(—Ko4+1,0) € C%a, 8]) la partie négative de la fonction Ko et soit ¢ un

\dt



on en déduit pour € petit :
B
/ K21+1(t)¢(t)dt <0

par définition de ¢. )
Soit ® une primitive d’ordre 2/ + 2 de ¢. ® est un polynéme. Ecrivons la division euclidienne de ®
par mp, | :

O(x) = 7 (2)q(z) +r(z)
avec degr < degmy,, —1=1+1+14+1-1=2/+1.
Ainsi E(r) =0 d’ou :

2 ? ,
B(®) = B(it10) = | mha(@ale)o(e)ds —0

«

car m+1 admet les z; comme racines.
La formule de la moyenne nous donne alors I’existence de 6 €]a, 3] tel que :

B
E(®) = ¢(0) / 72, (2w (@) de

et par ailleurs :

B
B(®) = ﬁ /a Koria ()6(8)dt < 0

On va maintenant obtenir une contradiction en montrant que g(6) > 0.
Considerons le polynome g(x) = ®(x)—r(x) ~72, , (2)g(8) = 72, (2)(a(x)—q(0)). g admet zo. ...,
comme zéros de multiplicités 2 et 6 de multiplicité > 1, ie au moins 2/ + 3 zéros.
Ainsi d’apreés le théoréme de Rolle, on sait qu’il existe 7 entre les points x; et 6 tel que g(3+2) (n) =0.
Par suite :

0= g®*2 () = 2D () — (20 +2)lq(6) = d(n) — (20 +2)!q(6)

et comme ¢(n) > 0 (par définition de ¢), on en déduit que ¢(6) > 0, ce qui fournit une contradiction !
Donc K941 > 0 et le corollaire sur I’erreur nous donne :

1

mf(m”)(f)E(x . x21+2)

E(f) =

Comme 41 est unitaire, on a #**2 = 7| (z) + r(z) oit 7 € P41, donc :
B
Blors ™) = Bnf) = [ (e)ule)ds

[e3

ce qui conclut la démonstration.

Lemmes utilisés

Définition 0.1 (Poids) Un poids w sur |, 3] est une fonction continue, strictement positive telle
que ffw(m)dx converge.

Définition 0.2 (Ordre d’une méthode) On dit qu’une méthode de quadrature est d’ordre N si
la formule approchée est exacte pour tout f € Py et inexacte pour au moins un f € Pni1.

Proposition 0.2 (Formule de la moyenne) Soit w > 0 une fonction intégrable sur ]a, 5] telle
que ffw(m)dx converge. Alors pour tout f € C°(|a, A]), il existe & €]a, B tel que :

/a " Feyo(z)de = £(6) / (e



Démonstration Soient m et M respectivement le minimum et le maximum de la fonction f

sur [a, A].
m/ d;z:</f d:ng/ijdac

Comme w >0, on a :

Si f A x)dx = 0, le résultat est vrai pour £ quelconque.
Supposons donc que f (x)dz > 0 et soit alors ¢ le quotient :
f B x)w(x)dr . e,
q= fﬁ— € [m, M] d’aprés la premiére inégalité ;
(x)
«@

Le théoréme des valeurs intermédiaires montre que f(Ja, S[) est un intervalle ayant pour bornes
m, M. Ainsi :

— Si g €]m, M|, alors il existe £ €]a, B[ tel que ¢ = f(£);

- Sig=metsi f(£) > m pour tout £ €]a, 3], alors :

B
/ (f(x) — m)w(x)dz >0

puisque f x)dz > 0; ce qui est contradictoire, il existe donc £ €]a, 3] tel que f(£) = m.
- Sig=M,on procede de la méme fagon que pour le cas précédent.

Définition 0.3 (Erreur) L’erreur due a une méthode est donnée par :

l
/ f@)w(@)de =Y Nif(x;)
7=0

Théoréme 0.3 (Formule de ’erreur) On suppose que la méthode est d’ordre N > 0. Si f est
de classe CN*L sur [a, B] alors :

1 B
B(f) =37 [ Enl0f ™0
ot Kn est une fonction sur [a, 8], appelée noyau de Peano associé a la méthode, définie par :
Kn(t)=E(x— (x — t)f)

pour t € [a, 5].

Démonstration On observe d’abord que f +—— E(f) est une forme linéaire sur C°([a, A]).
Sig: (z,t) — g(z,t) est une fonction intégrable sur [a, 8] x I, le théoréme de Fubini implique :

E (x > /tEIg(x,t)dt) = [ B gty

La formule de Taylor reste intégral nous donne :

) =pw) + [ e 02 0

Comme py € Py, on a E(py) = 0 par hypothése, d’ou :

E(f) <x|—>/ i I A )d>
- /j E (;u > %(m — t)ffW“)(t)dt)

8
B / ﬁf(Nﬂ)(t)E (z = (x—t)Y)dt

B
= %/ fNTYDE (. (x—t))) dt



Corollaire 0.3.1 On a la majoration :

1 B
B() < 3l [ I (olat

Corollaire 0.3.2 On suppose que Ky est de signe constant. Alors pour tout f € CN*([a, B]), il
existe & €la, B[) tel que :

B
E(H) = /Y [ Ko

De plus :
B
donc :
1
E(f) = mf(N+l)(f)E($ |

Démonstration La premiére formule résulte du théoréme et de la formule de la moyenne
appliquée & la fonction f(N+1) et au poids w = Ky (ou w = —Ky si Ky < 0).
La deuxiéme égalité s’obtient en prenant f(x) = 2N+ qui donne fVFV(z) = (N + 1)
La troisiéme découle des deux premiéres.

Cadre : Soit ]a, b[ un intervalle ouvert borné ou non dans R.
On se donne un poids sur ]a, b[, ie une fonction w :]Ja, b[—]0, +00[ continue. On suppose en outre
que pour tout n € N, I'intégrale f: |z|"w(x)dz est convergente, c’est le cas par exemple si |a, b[ est

, . b
borné et si [’ w(x)dz converge.
Sous ces hypothéses, on considére 'espace vectoriel E des fonctions continues sur ]a, b] telles que :

b
11l = \// |f(2)|2w(z)dz < 400

Grace aux hypothéses faites sur F, E' contient 1’espace vectoriel des fonctions polynomes.
L’espace E est muni du produit scalaire naturel :

b
<fig>= / (g (B (t)dt

et |||z est la norme associée a ce produit scalaire.

Théoréme 0.4 ] existe une suite de polynomes unitaires (pn)nen tels que deg p, = n, orthogonauz
deuz & deux pour le produit scalaire de E. Cette suite est unique. Les polynomes p, sont appelés
polynomes orthogonauzx pour le poids w.

Démonstration On construit p, par récurrence a I'aide de Gram-Schmidt.
On a po(x) = 1 puisque py doit étre unitaire.
Supposons pg, p1,-- -, Pn—1 déja construits. Comme deg p; = i, ces polyndémes forment une base de
Prn—1, on peut donc chercher p,, sous la forme :

n—1
pn =" — Z Ajnj(T)
j=0

La condition < p,,pr >= 0 pour k =0,...,n — 1 donne :
n—1
— — n _ n 2
< Pn,pk >=0=<2",pp > _Z)\j,n < pj, Pk >=<2",pk > —Aie,nl[Prll2
=0
On a donc un et un seul choix possible, & savoir :
<x",pp >
Akn = — 55—
1Pel3

Théoréme 0.5 Pour tout poids w sur ]a,b], le polynéme p, posséde n racines distinctes dans
Uintervalle |a, b].



Démonstration Soient x1,...,x les zéros distincts de p, dans ]a,b[ et mq,...,my leurs
multiplicités respectives.
Onamyg+...+mg <degp, =n.
Posons :

€; =0 sim; est pair;

€; =1 sim,; est impair.

et :

onadegq <k <n.
Le polynéme p,, x ¢ admet dans |a, b les zéros x; avec multiplicités paires m; + ¢;, donc p,, X ¢ est
de signe constant dans Ja,b[\{z1,...,zx}. Par conséquent :

b
<Pn,q>= / pr(2)q(z)w(x)dx # 0

Comme p,, est orthogonal & P, _1, on a nécessairement degq = n,donck =netmi; =... =my = 1.
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