
Méthode de quadrature de Gauss

Référen
e : [Dem06℄.

Soit ω une fon
tion poids sur l'intervalle ]α, β[. On 
onsidère une méthode d'intégration du

type :

∫ β

α

f(x)dx ≃

l
∑

j=0

λjf(xj)

où xj ∈]α, β[ et f est une fon
tion au moins 
ontinue sur ]α, β[ à valeurs dans R.

On note Pl l'espa
e ve
toriel des fon
tions polyn�mes sur R à 
oe�
ients réels de degré inférieur

ou égal à l.

Théorème 0.1 Il existe un et un seul 
hoix des points xj et des 
oe�
ients λj de sorte que la

méthode soit d'ordre N = 2l+1. De plus les points xj appartiennent à ]α, β[ et sont les ra
ines du
(l + 1)-ième polyn�me orthogonal pour le poids ω.

De plus, on a une formule exa
te pour l'erreur si f ∈ C2l+2([α, β]), il existe ξ ∈]α, β[ tel que :

E(f) =
f (2l+2)(ξ)

(2l+ 2)!

∫ β

α

π2
l+1(x)ω(x)dx

Démonstration

Uni
ité

Supposons qu'on ait des points xj et des 
oe�
ients λj pour lesquels la méthode est d'ordre

supérieur ou égal à 2l+ 1.
Posons :

πl+1(x) =
l
∏

j=0

(x − xj)

Pour tout p ∈ Pl, on a deg(pπl+1) ≤ 2l+ 1, don
 :

∫ β

α

p(x)πl+1(x)ω(x)dx =

l
∑

j=0

λjp(xj)πl+1(xj) = 0


ar ∀j = 0, . . . , l, xj est ra
ine de πl+1.

Ce
i entraîne que πl+1 est orthogonal à Pl (pour le produit s
alaire asso
ié à ω) et 
omme πl+1

est unitaire par dé�nition, 
'est don
 le (l + 1)-ième polyn�me orthogonal asso
ié au poids ω (par

uni
ité de tels polyn�mes).

Soit Li ∈ Pl dé�nis par :

Li(xj) = 1 si i = j ;

Li(xj) = 0 si i 6= j.

Les 
oe�
ients λi sont alors né
essairement donnés par :

λi =

l
∑

j=0

λjLi(xj) =

∫ β

α

Li(x)ω(x)dx

Ces 
oe�
ients sont don
 eux aussi uniques.
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Existen
e

 Montrons l'existen
e et que la méthode est d'ordre ≥ l. On sait que le polyn�me

orthogonal πl+1 ∈ Pl+1 possède l+ 1 ra
ines distin
tes dans ]α, β[. Soient x0, . . . , xl 
es ra
ines et

soient :

λj =

∫ β

α

Li(x)ω(x)dx

Si f ∈ C0([α, β]) le polyn�me d'interpolation de Lagrange est :

pl(x) =
l
∑

j=0

f(xj)Lj(x)

par dé�nition des 
oe�
ients λj , on a don
 :

∫ β

α

pl(x)ω(x)dx =

∫ β

α

l
∑

j=0

f(xj)Lj(x)ω(x)dx =
l
∑

j=0

λjf(xj)

(via l'interversion d'une somme �nie et d'une intégrale sur un segment).

Ainsi si f ∈ Pl, alors pl = f don
 la méthode est d'ordre supérieur ou égal à l.

 Montrons que la méthode est d'ordre ≥ 2l+ 1. Si f ∈ P2l+1, la division eu
lidienne de f

par πl+1 donne :

f(x) = q(x)πl+1(x) + r(x)

ave
 deg q ≤ l et deg r ≤ l.

Comme πl+1 est orthogonal à Pl, il vient :

∫ β

α

q(x)πl+1(x)ω(x)dx = 0

D'où :

∫ β

α

f(x)ω(x)dx =

∫ β

α

r(x)ω(x)dx =

l
∑

j=0

λjr(xj)

Comme f(xj) = r(xj) (
ar xj ra
ines de πl+1), on a E(f) = 0.
 Montrons que l'ordre n'est pas > 2l+1. Pour 
ela, montrons que le noyau de Peano K2l+1

est positif et qu'on a l'égalité du théorème.

D'après un lemme sur la forme de l'erreur, on sait que, 
omme f ∈ C2l+2([α, β]) :

E(f) =
1

(2l + 1)!

∫ β

α

K2l+1(t)f
(2l+2)(t)dt

Inversement, si φ ∈ C0([α, β]), on a :

∫ β

α

K2l+1(t)φ(t)dt = (2l + 1)!E(Φ)

où Φ est une primitive d'ordre 2l + 2 de φ.

Supposons par l'absurde qu'il existe t0 ∈ [α, β] tel que K2l+1(t0) < 0.
On pose K−

2l+1 = max(−K2l+1, 0) ∈ C0([α, β]) la partie négative de la fon
tion K2l+1 et soit φ un

polyn�me qui appro
he K−

2l+1 + ǫ uniformément à ǫ près sur [α, β].
On a don
 en parti
ulier :

0 ≤ K−

2l+1 < φ < K−

2l+1 + 2ǫ

ie

∣

∣

∣

∣

∣

∫ β

α

K2l+1(t)φ(t)dt −

∫ β

α

K2l+1(t)K
−

2l+1(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2ǫ

∫ β

α

|K2l+1(t)|dt

Comme :

∫ β

α

K2l+1(t)K
−

2l+1(t)dt = −

∫ β

α

(K2l+1(t))
2dt < 0
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on en déduit pour ǫ petit :
∫ β

α

K2l+1(t)φ(t)dt < 0

par dé�nition de φ.

Soit Φ une primitive d'ordre 2l+2 de φ. Φ est un polyn�me. É
rivons la division eu
lidienne de Φ
par π2

l+1 :

Φ(x) = π2
l+1(x)q(x) + r(x)

ave
 deg r ≤ deg π2
l+1 − 1 = l + 1 + l+ 1− 1 = 2l+ 1.

Ainsi E(r) = 0 d'où :

E(Φ) = E(π2
l+1q) =

∫ β

α

π2
l+1(x)q(x)ω(x)dx − 0


ar πl+1 admet les xj 
omme ra
ines.

La formule de la moyenne nous donne alors l'existen
e de θ ∈]α, β[ tel que :

E(Φ) = q(θ)

∫ β

α

π2
l+1(x)ω(x)dx

et par ailleurs :

E(Φ) =
1

(2l + 1)!

∫ β

α

K2l+1(t)φ(t)dt < 0

On va maintenant obtenir une 
ontradi
tion en montrant que q(θ) > 0.
Considérons le polyn�me g(x) = Φ(x)−r(x)−π2

l+1(x)q(θ) = π2
l+1(x)(q(x)−q(θ)). g admet x0, . . . , xl


omme zéros de multipli
ités 2 et θ de multipli
ité ≥ 1, ie au moins 2l+ 3 zéros.

Ainsi d'après le théorème de Rolle, on sait qu'il existe η entre les points xj et θ tel que g
(2l+2)(η) = 0.

Par suite :

0 = g(2l+2)(η) = Φ(2l+2)(η)− (2l + 2)!q(θ) = φ(η) − (2l + 2)!q(θ)

et 
omme φ(η) > 0 (par dé�nition de φ), on en déduit que q(θ) > 0, 
e qui fournit une 
ontradi
tion !
Don
 K2l+1 ≥ 0 et le 
orollaire sur l'erreur nous donne :

E(f) =
1

(2l + 2)!
f (2l+2)(ξ)E(x 7→ x2l+2)

Comme πl+1 est unitaire, on a x2l+2 = π2
l+1(x) + r(x) où r ∈ P2l+1, don
 :

E(x 7→ x2l+2) = E(π2
l+1) =

∫ β

α

π2
l+1(x)ω(x)dx


e qui 
on
lut la démonstration.

Lemmes utilisés

Dé�nition 0.1 (Poids) Un poids ω sur ]α, β[ est une fon
tion 
ontinue, stri
tement positive telle

que

∫ β

α
ω(x)dx 
onverge.

Dé�nition 0.2 (Ordre d'une méthode) On dit qu'une méthode de quadrature est d'ordre N si

la formule appro
hée est exa
te pour tout f ∈ PN et inexa
te pour au moins un f ∈ PN+1.

Proposition 0.2 (Formule de la moyenne) Soit ω ≥ 0 une fon
tion intégrable sur ]α, β[ telle

que

∫ β

α
ω(x)dx 
onverge. Alors pour tout f ∈ C0([α, β]), il existe ξ ∈]α, β[ tel que :

∫ β

α

f(x)ω(x)dx = f(ξ)

∫ β

α

ω(x)dx
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Démonstration Soient m et M respe
tivement le minimum et le maximum de la fon
tion f

sur [α, β].
Comme ω ≥ 0, on a :

m

∫ β

α

ω(x)dx ≤

∫ β

α

f(x)ω(x)dx ≤ M

∫ β

α

ω(x)dx

Si

∫ β

α
ω(x)dx = 0, le résultat est vrai pour ξ quel
onque.

Supposons don
 que

∫ β

α
ω(x)dx > 0 et soit alors q le quotient :

q =

∫ β

α
f(x)ω(x)dx
∫ β

α
ω(x)dx

∈ [m,M ] d'après la première inégalité ;

Le théorème des valeurs intermédiaires montre que f(]α, β[) est un intervalle ayant pour bornes

m,M . Ainsi :

� Si q ∈]m,M [, alors il existe ξ ∈]α, β[ tel que q = f(ξ) ;
� Si q = m et si f(ξ) > m pour tout ξ ∈]α, β[, alors :

∫ β

α

(f(x)−m)ω(x)dx > 0

puisque

∫ β

α
ω(x)dx > 0 ; 
e qui est 
ontradi
toire, il existe don
 ξ ∈]α, β[ tel que f(ξ) = m.

� Si q = M , on pro
ède de la même façon que pour le 
as pré
édent.

Dé�nition 0.3 (Erreur) L'erreur due à une méthode est donnée par :

E(f) =

∫ β

α

f(x)ω(x)dx −

l
∑

j=0

λjf(xj)

Théorème 0.3 (Formule de l'erreur) On suppose que la méthode est d'ordre N ≥ 0. Si f est

de 
lasse CN+1
sur [α, β] alors :

E(f) =
1

N !

∫ β

α

KN(t)f (N+1)(t)dt

où KN est une fon
tion sur [α, β], appelée noyau de Peano asso
ié à la méthode, dé�nie par :

KN(t) = E(x 7→ (x− t)N+ )

pour t ∈ [α, β].

Démonstration On observe d'abord que f 7−→ E(f) est une forme linéaire sur C0([α, β]).
Si g : (x, t) 7−→ g(x, t) est une fon
tion intégrable sur [α, β]× I, le théorème de Fubini implique :

E

(

x 7→

∫

t∈I

g(x, t)dt

)

=

∫

t∈I

E(x 7→ g(x, t))dt

La formule de Taylor reste intégral nous donne :

f(x) = pN(x) +

∫ β

α

1

N !
(x − t)N+f (N+1)(t)dt

Comme pN ∈ PN , on a E(pN ) = 0 par hypothèse, d'où :

E(f) = E

(

x 7→

∫ β

α

1

N !
(x− t)N+f (N+1)(t)dt

)

=

∫ β

α

E

(

x 7→
1

N !
(x− t)N+ f (N+1)(t)dt

)

=

∫ β

α

1

N !
f (N+1)(t)E

(

x 7→ (x− t)N+
)

dt

=
1

N !

∫ β

α

f (N+1)(t)E
(

x 7→ (x− t)N+
)

dt
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Corollaire 0.3.1 On a la majoration :

E(f) ≤
1

N !
‖f (N+1)‖∞

∫ β

α

|KN (t)|dt

Corollaire 0.3.2 On suppose que KN est de signe 
onstant. Alors pour tout f ∈ CN+1([α, β]), il
existe ξ ∈]α, β[) tel que :

E(f) =
1

N !
f (N+1)(ξ)

∫ β

α

KN(t)dt

De plus :

∫ β

α

KN(t)dt =
1

N + 1
E(x 7→ xn+1)

don
 :

E(f) =
1

(N + 1)!
f (N+1)(ξ)E(x 7→ xn+1)

Démonstration La première formule résulte du théorème et de la formule de la moyenne

appliquée à la fon
tion f (N+1)
et au poids ω = KN (ou ω = −KN si KN ≤ 0).

La deuxième égalité s'obtient en prenant f(x) = xN+1
qui donne f (N+1)(x) = (N + 1)!.

La troisième dé
oule des deux premières.

Cadre : Soit ]a, b[ un intervalle ouvert borné ou non dans R.

On se donne un poids sur ]a, b[, ie une fon
tion ω :]a, b[−→]0,+∞[ 
ontinue. On suppose en outre

que pour tout n ∈ N, l'intégrale
∫ b

a
|x|nω(x)dx est 
onvergente, 
'est le 
as par exemple si ]a, b[ est

borné et si

∫ b

a
ω(x)dx 
onverge.

Sous 
es hypothèses, on 
onsidère l'espa
e ve
toriel E des fon
tions 
ontinues sur ]a, b[ telles que :

‖f‖2 =

√

∫ b

a

|f(x)|2ω(x)dx < +∞

Grâ
e aux hypothèses faites sur E, E 
ontient l'espa
e ve
toriel des fon
tions polyn�mes.

L'espa
e E est muni du produit s
alaire naturel :

< f, g >=

∫ b

a

f(t)g(t)ω(t)dt

et ‖.‖2 est la norme asso
iée à 
e produit s
alaire.

Théorème 0.4 Il existe une suite de polyn�mes unitaires (pn)n∈N tels que deg pn = n, orthogonaux

deux à deux pour le produit s
alaire de E. Cette suite est unique. Les polyn�mes pn sont appelés

polyn�mes orthogonaux pour le poids ω.

Démonstration On 
onstruit pn par ré
urren
e à l'aide de Gram-S
hmidt.

On a p0(x) = 1 puisque p0 doit être unitaire.

Supposons p0, p1, . . . , pn−1 déjà 
onstruits. Comme deg pi = i, 
es polyn�mes forment une base de

Pn−1, on peut don
 
her
her pn sous la forme :

pn = xn −

n−1
∑

j=0

λj,npj(x)

La 
ondition < pn, pk >= 0 pour k = 0, . . . , n− 1 donne :

< pn, pk >= 0 =< xn, pk > −

n−1
∑

j=0

λj,n < pj , pk >=< xn, pk > −λk,n‖pk‖
2
2

On a don
 un et un seul 
hoix possible, à savoir :

λk,n =
< xn, pk >

‖pk‖22

Théorème 0.5 Pour tout poids ω sur ]a, b[, le polyn�me pn possède n ra
ines distin
tes dans

l'intervalle ]a, b[.
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Démonstration Soient x1, . . . , xk les zéros distin
ts de pn dans ]a, b[ et m1, . . . ,mk leurs

multipli
ités respe
tives.

On a m1 + . . .+mk ≤ deg pn = n.

Posons :

ǫi = 0 si mi est pair ;

ǫi = 1 si mi est impair.

et :

q(x) =

k
∏

i=1

(x− xi)
ǫi

on a deg q ≤ k ≤ n.

Le polyn�me pn × q admet dans ]a, b[ les zéros xi ave
 multipli
ités paires mi + ǫi, don
 pn × q est

de signe 
onstant dans ]a, b[\{x1, . . . , xk}. Par 
onséquent :

< pn, q >=

∫ b

a

pn(x)q(x)ω(x)dx 6= 0

Comme pn est orthogonal à Pn−1, on a né
essairement deg q = n, don
 k = n etm1 = . . . = mk = 1.
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