
Rédu
tion des endomorphismes auto-adjoints

Référen
es : [Gou94℄ p.240-241 ([Gri11℄).

Théorème 0.1 Soit E un espa
e eu
lidien (respe
tivement hermitien). Soit f un endomorphisme

de E auto-adjoint, ie f∗ = f .

Alors il existe une base orthonormée de ve
teurs propres pour f (et de plus ses valeurs propres sont

réelles).

Démonstration On pro
ède par ré
urren
e sur la dimension n = dimE.

 Si n = 1, le résultat est évident.

 Supposons le résultat vrai jusqu'au rang n− 1 et montrons-le pour le rang n.

⊲ On 
onsidère l'appli
ation :

Φ : E −→ R

x 7−→< x, f(x) >

C'est une forme quadratique (respe
tivement hermitienne) de forme polaire :

φ : E × E −→ R

(x, y) 7−→< x, f(y) >

En e�et, pour montrer que Φ est bien une forme quadratique, il su�t de montrer que φ est une

forme bilinéaire symétrique et que φ(x, x) = Φ(x), 
e qui est le 
as 
ar :

φ(x, x) =< x, f(x) >= Φ(x)

φ(λx + y, z) =< λx + y, f(z) >= λ < x, f(z) > + < y, f(z) >= λφ(x, z) + φ(y, z)

φ(x, y) =< x, f(y) >=< f∗(x), y >=< f(x), y >= φ(y, x)


ar f est auto-adjoint et que la symétrie et la linéarité par rapport à la première variable nous

donne la linéarité par rapport à la deuxième variable (on pro
ède de la même façon, si on souhaite

montrer qu'on a une forme hermitienne).

⊲ Comme on est en dimension �nie, alors la sphère unité S = {x ∈ E; ‖ x ‖= 1} de E est 
ompa
te

(pas besoin du théorème de Riesz, 
ar 
'est le sens fa
ile de 
e théorème qu'on utilise i
i).

De plus l'appli
ation Φ est 
ontinue, 
ar 
'est une 
omposée de deux fon
tions 
ontinues φ ◦ψ où :

ψ : E × E −→ E × E

(x, y) 7−→ (x, x)

est une appli
ation linéaire sur un espa
e de dimension �nie don
 est 
ontinue. Et l'appli
ation φ

est bilinéaire sur un espa
e de dimension �nie, don
 
ontinue. Elle est bien 
ontinue 
ar :

|φ(x, y)| = | < x, f(y) > | ≤‖ x ‖‖ f(y) ‖≤‖ x ‖‖ f ‖‖ y ‖

et f étant linéaire sur un espa
e de dimension �nie, elle est don
 
ontinue don
 la norme subor-

donnée de f existe bien (et aussi d'après l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz).

Ainsi Φ est 
ontinue sur le 
ompa
t S et à valeurs dans R, don
 elle est bornée et atteint ses bornes,

ie ∃x0 ∈ E, tel que :

Φ(x0) = sup
x∈S

Φ(x) := λ

⊲ On 
onsidère maintenant l'appli
ation :

Φ1 : E −→ R

x 7−→ λ ‖ x ‖2 −Φ(x)
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'est une forme quadratique (respe
tivement hermitienne) de forme polaire asso
iée :

φ1 : E × E −→ R

(x, y) 7−→ λ < x, y > − < x, f(y) >=< x, λy − f(y) >:=< x, g(y) >

(
'est évident 
ar φ1 dé�nit une forme bilinéaire symétrique 
ar 
'est la soustra
tion de deux formes

bilinéaires symétriques et on a bien φ1(x, x) = Φ1(x), 
'est tout aussi évident si on doit montrer

qu'on a à faire à une forme hermitienne).

De plus Φ1 est positive par dé�nition de λ et Φ1 n'est pas dé�nie positive, 
ar :

Φ1(x0) = λ ‖ x0 ‖ −Φ(x0) = λ− λ = 0

Don
 Φ1 est dégénérée et 
ette dégénéres
en
e entraîne 
elle de φ1, ie l'appli
ation :

j : E −→ E

x 7−→ φ1(x, .)

est non inje
tive, ie N(φ1) = {x ∈ E, φ1(x, y) = 0, ∀y ∈ E} 6= {0}, ie ∃x 6= 0 tel que ∀y ∈ E,

φ1(x, y) = 0 =< x, g(y) >.
L'appli
ation g = λid − f est don
 non surje
tive (
ar si on suppose que g est surje
tive, alors

∀y ∈ E, < x, g(y) >= 0 implique que x ∈ E⊥
, ie x = 0 
e qui n'est pas le 
as, d'où la non-

surje
tivité) et don
 également non inje
tive (
ar on est en dimension �nie), 
e qui entraîne l'ex-

isten
e d'un ve
teur normé e1 tel que g(e1) = 0 = λe1 − f(e1), ie λ ∈ R (par dé�nition de λ) est

valeur propre de f asso
iée au ve
teur propre normé e1.

⊲ Posons H = (< e1 >)
⊥
. H est stable par f . En e�et ∀x ∈< e1 > et ∀y ∈ H :

< x, f(y) >=< f∗(x), y >=< f(x), y >= 0


ar < e1 > stable par f (
ar un sous-espa
e propre est stable).

La restri
tion de f à H étant auto-adjointe, l'hypothèse de ré
urren
e assure l'existen
e d'une base

orthonormée (e2, . . . , en) de H qui diagonalise f|H (à valeurs propres réelles).

La base (e1, e2, . . . , en) est alors une base orthonormée qui diagonalise f et les valeurs propres de

f sont toutes réelles.

Lemme utilisé

Lemme 0.1 Une appli
ation 
ontinue sur un 
ompa
t et à valeurs réelles est bornée et atteint ses

bornes.

Démonstration Montrons d'abord que l'image d'un 
ompa
t par une appli
ation 
ontinue

est 
ompa
t.

On se pla
e toujours dans le 
adre métrique.

Soit K un 
ompa
t et f une appli
ation 
ontinue, montrons que f(K) est 
ompa
t.

Soit (yn) une suite de f(K), alors ∀n ∈ N il va exister xn ∈ K tel que yn = f(xn). On 
onsidère

la suite (f(xn))n ∈ f(K).
Comme K 
ompa
t, alors il existe φ : N −→ N stri
tement 
roissante telle que (xφ(n))n 
onverge

vers x ∈ K. Or 
omme f est 
ontinue alors la suite f(xφ(n)) 
onverge vers f(x) ∈ f(K), d'où la


ompa
ité de f(K).
Montrons maintenant que l'appli
ation atteint ses bornes.

Pour 
ela, on 
onsidère une suite régularisante, ie une suite (yn) ∈ f(K) telle que yn −→ sup f(K).
Comme f(K) est fermé alors sup f(K) ∈ f(K) don
 l'appli
ation atteint bien son maximum (on

pro
ède de même pour montrer que l'in�nimum est atteint via une suite minimisante).

Remarque : Existen
e d'une suite maximisante

Soit A ⊂ R non vide. On distingue deux 
as :

� Soit supA = +∞, ie A n'est pas majoré. Alors :

∀M > 0, ∃an ∈ A, an ≥M

en e�et, sinon 
ela signi�erait que :

∃M > 0, ∀an ∈ A, an < M


e qui 
orrespond à la dé�nition de M majorant de A.

Ainsi la suite (an) 
onverge vers supA.
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� Soit supA =M , ie A majoré. Alors :

∀ǫ > 0, ∃aǫ ∈ A,M − aǫ ≤ ǫ

en e�et, sinon 
ela signi�erait que :

∃ǫ > 0, ∀a ∈ A,M − a > ǫ

ie M − a serait un majorant de A plus petit que M 
e qui est impossible par dé�nition du

sup qui est le plus petit des majorants.

Ainsi la suite a 1

n

tend vers supA, 
ar :

0 ≤M − a 1

n

≤
1

n
−→ 0
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