Réduction des endomorphismes auto-adjoints
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Théoréme 0.1 Soit E un espace euclidien (respectivement hermitien). Soit f un endomorphisme
de E auto-adjoint, ie f* = f.

Alors il existe une base orthonormée de vecteurs propres pour f (et de plus ses valeurs propres sont
réelles).

Démonstration On procéde par récurrence sur la dimension n = dim FE.
~> Si n =1, le résultat est évident.
~> Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons-le pour le rang n.
> On considére 'application :
. F—R
rr—<zx, f(x) >

C’est une forme quadratique (respectivement hermitienne) de forme polaire :

¢o: ExFE—R
(z,y) —r<z, f(y) >

En effet, pour montrer que ® est bien une forme quadratique, il suffit de montrer que ¢ est une
forme bilinéaire symétrique et que ¢(z,x) = ®(z), ce qui est le cas car :

¢(z,2) =<z, f(z) >= ()

PNz +y,2) =< Az +y, f(2) >= A <z, f(2) >+ <y, f(2) >= Ad(z, 2) + ¢(y, 2)

o(z,y) =<z, f(y) >=<["(2),y >=< f(z),y >= ¢(y, 7)
car f est auto-adjoint et que la symétrie et la linéarité par rapport a la premiére variable nous
donne la linéarité par rapport a la deuxiéme variable (on procéde de la méme fagon, si on souhaite
montrer qu’on a une forme hermitienne).
> Comme on est en dimension finie, alors la sphére unité S = {x € F; || z |= 1} de E est compacte
(pas besoin du théoréme de Riesz, car c’est le sens facile de ce théoréme qu’on utilise ici).
De plus ’application ® est continue, car c’est une composée de deux fonctions continues ¢ o ou :

Y. ExXFE—FEXE
(z,y) — (2, z)

est une application linéaire sur un espace de dimension finie donc est continue. Et ’application ¢
est bilinéaire sur un espace de dimension finie, donc continue. Elle est bien continue car :

0@, y)| = [ <, fly) > [ <[l ) I<IF Iyl

et f étant linéaire sur un espace de dimension finie, elle est donc continue donc la norme subor-
donnée de f existe bien (et aussi d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz).
Ainsi ® est continue sur le compact S et & valeurs dans R, donc elle est bornée et atteint ses bornes,
ie dxg € E, tel que :
O(xg) = sup @(z) := A
zeS
> On considére maintenant I'application :

(I)liE*)R
:I:»—>)\||x||2 —d(x)



c’est une forme quadratique (respectivement hermitienne) de forme polaire associée :

¢1:EXE4)R
(T, y) — A <z,y>— <z, f(y) >=<z,\y — fly) >:=<w,9(y) >

(c’est évident car ¢; définit une forme bilinéaire symétrique car c’est la soustraction de deux formes
bilinéaires symétriques et on a bien ¢;(z,z) = ®1(z), c’est tout aussi évident si on doit montrer
qu’on a a faire & une forme hermitienne).

De plus ®; est positive par définition de A et ®; n’est pas définie positive, car :

Pi(zo) = Al 2o || =P(w0) =A—=A=0
Donc ®; est dégénérée et cette dégénérescence entraine celle de ¢, ie 'application :
j:E—FE
x— ¢1(x,.)

est non injective, ie N(¢1) = {z € E,¢1(z,y) = 0,Vy € E} # {0}, ie Iz # 0 tel que Vy € F,
d)l(zay) =0=< zag(y) >

L’application g = Xid — f est donc non surjective (car si on suppose que g est surjective, alors
Yy € E, < x,9(y) >= 0 implique que * € E*, ie # = 0 ce qui n’est pas le cas, d’oi1 la non-
surjectivité) et donc également non injective (car on est en dimension finie), ce qui entraine 'ex-
istence d’un vecteur normé e; tel que g(e;) = 0 = Xex — f(e1), ie A € R (par définition de A) est
valeur propre de f associée au vecteur propre normé e.

> Posons H = (< e; >)*. H est stable par f. En effet Vo €< e; > et Vy € H :

<z, fly) >=<f"(2),y >=< f(2),y >=0

car < e; > stable par f (car un sous-espace propre est stable).

La restriction de f & H étant auto-adjointe, ’hypothése de récurrence assure l’existence d’une base
orthonormée (ez,...,e,) de H qui diagonalise f|,, (& valeurs propres réelles).

La base (e1, ea,...,e,) est alors une base orthonormée qui diagonalise f et les valeurs propres de
f sont toutes réelles.

Lemme utilisé

Lemme 0.1 Une application continue sur un compact et a valeurs réelles est bornée et atteint ses
bornes.

Démonstration Montrons d’abord que I'image d’un compact par une application continue
est compact.
On se place toujours dans le cadre métrique.
Soit K un compact et f une application continue, montrons que f(K) est compact.
Soit (y,) une suite de f(K), alors Vn € N il va exister x,, € K tel que y, = f(x,). On considére
la suite (f(zn))n € f(K).
Comme K compact, alors il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (24(,))n converge
vers x € K. Or comme f est continue alors la suite f(z4(,)) converge vers f(x) € f(K), d’ot la
compacité de f(K).
Montrons maintenant que ’application atteint ses bornes.
Pour cela, on considére une suite régularisante, ie une suite (y,,) € f(K) telle que y,, — sup f(K).
Comme f(K) est fermé alors sup f(K) € f(K) donc 'application atteint bien son maximum (on
procéde de méme pour montrer que I'infinimum est atteint via une suite minimisante).

Remarque : Existence d’une suite maximisante
Soit A C R non vide. On distingue deux cas :
— Soit sup A = +00, ie A n’est pas majoré. Alors :

VM >0,3a, € A,ap > M
en effet, sinon cela signifierait que :
iM > 0,Va, € A,a, < M

ce qui correspond & la définition de M majorant de A.
Ainsi la suite (a,) converge vers sup A.



— Soit sup A = M, ie A majoré. Alors :
Ve >0,dac € A, M —a. <e¢
en effet, sinon cela signifierait que :
de >0,Vac A, M —a > ¢

ie M — a serait un majorant de A plus petit que M ce qui est impossible par définition du
sup qui est le plus petit des majorants.
Ainsi la suite a1 tend vers sup A, car :

0<M—-a1<—-——70
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