Le probléme de la ruine du joueur

Références : | | p-394-398 (| D-

Enoncé Un joueur joue & pile ou face avec une piéce non nécessairement équilibrée.
On note p la probabilité d’obtenir pile lors d’un jet.

Le joueur recoit 1 euro de la banque s’il obtient pile et en donne un s’il obtient face.
Sa fortune initiale est de a € N* euros et celle de la banque est de b € N* euros.

Le joueur joue jusqu’a sa ruine ou celle de la banque.

Modélisation On modélise le jeu de la maniére suivante :
(Y;)nen+ est une suite de variables aléatoires définie sur un espace probabilisé (2, A, P), indépen-
dantes et de méme loi pd; + gd_1, 0ot g =1 — p.
On note S, 1a fortune du joueur aprés n parties, pour un jeu qui ne s’arréterait pas, on pose Sy = a
et Sp =20, Y.
En posant Y = a, les filtrations naturelles (A, )nen- des processus Y et S sont les mémes.
On note T le temps d’arrét du jeu, ie T = inf{n € N*;S,, = 0ouS,, = a + b}.
On se pose trois questions :
— quelle est la probabilité P(T' < +00) que le jeu s’arréte ?
— quelle est la probabilité p = P(S7 = a + b) que le joueur gagne?
— quel est le temps moyen E(7T') d’arrét du jeu?

Etape 1 Déterminons la nature du processus S = (S, )nen- selon les valeurs de p.
Onasine N*a E(Sn - Sn71|An71) = E(Yn|¢4n71)
Les variables aléatoires (Y},) étant indépendantes, on a :

E(Sh = Sn-1]An-1) = E(Y,) = Z kP(Y, = k) = Z k(péy(k) +qé-1(k)) =p—q

k=—00 k=—o0

Ce qui nous donne la classification suivante pour le processus S :
— S est une sous-martingale si p > ¢;
1

— S est une martingale si p = ¢ = 3
— S est une sur-martingale si p < q.

Etape 2 FEtude du cas p # q.

Ecrivons la décomposition de Doob de la sous-martingale S et précisons son pro-
cessus croissant prévisible A
D’aprés le théoréme de décomposition de Doob, comme S est une sous-martingale : S = A+ M avec
M une martingale et A un processus croissant prévisible défini par Ag = 0et A,—Ap—1 = E(Sp—Sn—1|An-1).
Donc Ag =0etsin>1, A, — A,_1 = p— q d’aprés 'étape 1. Donc par récurrence sur n, on
obtient A, =n(p — q).

Déduisons-en que E(T) < 400 et déterminons la valeur de P(T < +o00) et de E(T) en
fonction de p
Le premier théoréme d’arrét appliqué a la martingale M = (S, —n(p— q))nen~ et au temps d’arrét
borné inf(T,n) nous donne :

a =E(So) = E(Sine(r,n) — inf(T,n)(p — q))



D’ou (p - q)E(inf(T’ n)) = E(Sinf(T,n)) - a.
D’aprés le théoréme de convergence monotone (ou de Beppo-Lévi), comme f,, = inf(7T',n) est une
fonction croissante et qui converge simplement vers T', alors E(T") = lim sup,, E(inf (T, n)).
Il en résulte que T est intégrable, ainsi en particulier P(T' < +o0) = 1.
De plus :
— la suite (Sinf(7,n))nen+ converge P-presque stirement vers St ;
— par définition de 7', Vn € N, 0 < Siug(1,n) < @+ b donc 0 < (p — q)E(inf(T',n)) < b;
Donc en appliquant le théoréme de convergence dominée, on obtient :

(p—@)E(T) =E(57) —a
De plus, par définition de 7', on a E(St) = (a 4+ b)P(S7 = a +b) + 0P(St = 0), d’out
E(T) (a+b)p—a
p—q

On définit pour s > 0, le processus U par Vn € N, U, = s5». Déterminons s pour
que U soit une martingale non constante et vérifions qu’alors la martingale arrétée
UT converge P-presque stirement et dans L; vers Ur.

Soit s > 0, puisque 55~ est A, _;-mesurable et indépendante de s¥, on a pour tout n € N* :

E(Un|An-—1) = E(ss"*lsy"|An_1) = sS"*IIE(sY"|An_1) = ssnflE(sY")

ie
—+o00
1
E(Up,|An_1) = U, _ FP(Y,, = k) =U,_ -
(Un]An-1) 1k;m5 ( ) 1(SP+SQ)

1
On a sp+ —q = 1 si et seulement si s?p — s+ ¢ = 0, équation du second degré dont les racines sont
s

1let Q_ Ainsi pour s = g, U est une martingale non constante.
p

Par définition de T et puisque 4 < 1, on a ¥n € N; la martingale arrétée UT est donc équi-

intégrable et converge P-presque stirement et dans L; vers Ur.

Déduisons-en les valeurs de p et de E(T).

a-+b
Par définition de T, Ur prend P-presque stirement les valeurs 1 ou (g) ; sa moyenne vaut

donc :

a+b a+b
E(Ur) = SO]P’(ST =0)+ (%) P(Sr=a+b)=1—p+ (%) P

Par ailleurs d’apreés le premier théoréme d’arrét, on a, Vn € N :

E(Uint(r.n)) = E(Uo) = <%> a

ce qui nous donne d’apreés le théoréme de convergence dominée :

E(UT) = h}lnE(Uinf(T,n)) = <%>

En reportant, on obtient, :

q
o p
p= b
- (2)
et
(ot
E(T) = P g
() p—gq 1_(g)a+b
p



. . 1
Etape 3 FEtudeducasp=g¢= 3

Vérifions que S est une martingale de carré intégrable et déterminons son proces-
sus croissant prévisible B.
Le processus S est une martingale dans Lo puisque les Y,, sont bornés.
On peut donc appliquer le théoréme de décomposition de Doob & la sous-martingale S2. Son proces-
sus croisant prévisible B est défini par By = 0 et ses accroissements, sin > 1, par B,—B,_1 = E((S,—Sn_1)?|An_1),
d’ot1 par indépendance de Y,? et de A, _1 :

+oo
By — Bt =E(Y2Au1) =E(V2) = S K (pou(k) +ao_i(k)) = 1

k=—o0

On a donc By = 0 et B,, = n par récurrence sur n > 1.

Déduisons-en que E(T') < +co et déterminons P(T < +00).
Le premier théoréme d’arrét appliqué a la martingale (S, — n?),en et au temps d’arrét borné
inf(7T,n) nous donne : Sy = a et

E(Sg) = E(Sint(r,n) — inf(T,n)) = a?
Puisque S?nf(T,n) < (a+b)?, on alors :
E(Sint(r.n)) = E(inf(T,n)) < (a +b)* — a®
ce qui nous donne d’aprés le théoréme de Beppo-Lévi :
E(T) = lim E(inf (T, n)) < (a + b)? — a?
Il en résulte que T est intégrable et en particulier P(T < +00) = 1.

Vérifions que la martingale arrétée S” converge P-presque stirement, dans L; et
dans L, vers St.
La suite (Sin(7,n))nen converge P-presque siirement vers St puisque on a pour n € N, 0 < Sipp(r.) < a+b;
puis le théoréme de convergence dominée nous montre qu’il y a aussi convergence dans Ly et Lo
vers St.

Déduisons-en les valeurs de E(St), p et E(T).
Le premier théoréme d’arrét appliqué a la martingale S et au temps d’arrét borné inf (7, n) nous
donne :

E(Sinf(T,n)) = E(ST) =a
Puisque par définition de T :
E(St) = (a+b)p

on a:
a

a+b

La relation du deuxiéme point de cette étape, nous donne également, ¥Vn € N* :

p:

E(inf(T,n)) = E(S?nf(T,n)) —a’
et puisque (Sin¢(7,n)) converge vers Sy dans Ly, en passant a la limite, on obtient :
E(T) = E(S%) — a*
De plus, puisque par définition de T', on a :
E(SF) = (a+b)*p = a(a +b)

on obtient :
E(T) = ab



Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Décomposition de Doob) Soit X une sous-martingale intégrable. Alors :

— il existe une martingale intégrable M et un processus croissant prévisible A uniques tels que
S=A+M;
— on a équivalence :

sup E(X,1) < 400 & supE(|M,,|) < +ooet Ay, € L1
neN neN
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