Série génératrice et équation diophantienne

Référence : | | p-194-196.
Proposition 0.1 Soient aq,...,ax des entiers naturels strictement positifs et premiers entre eux
dans leur ensemble. Pour n > 1, on note u, le nombre de k-uplets (x1,...,2;) € N¥ tels que
arz1 + ... +agzr =n. Alors :
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Démonstration
~ Pour 1 < i < k, considérons les séries formelles ZIZ en X @7 et considérons le produit de Cauchy
de ces k séries, le coefficient de X™ dans ce produit de Cauchy est :
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On a donc :
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La série formelle f(X) est la série génératrice de la suite u,. C’est une fraction rationnelle dont
les poles sont les racines aj-iémes, ..., ax-iémes de 'unité. Le pole 1 est de multiplicité k et tous
les autres sont de multiplicités < k. En effet, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe des entiers

ui, ..., u; tels que :
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Ainsi si w est une racine de 'unité de multiplicité k, ie telle que w® = w = ... = w* =1, alors
on a :
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~» On note P = {w1,...,wp} 'ensemble des poles de f avec wy = 1. Il existe alors des constantes
complexes ¢;; pour 1 <i<pet1<j<k—1etatelles que:
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~ Pour w € P et j € N, la fonction X — est développable en série formelle, ses

(w—X)/
coefficients s’obtiennent en dérivant j — 1 fois le développement en série formelle de la fonction
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Donc pour j < k—1,0n a:
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~» On déduit de ce qui précéde en prenant les coefficients de X™ dans les différents développements
en séries formelles que :
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via la formule de Stirling, car :
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On remarque que tous les autres termes de la somme sont négligeables devant n*~
on a donc :
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Il reste donc plus qu’a déterminer a, pour cela on multiplie f(X) par (1 — X)¥, puis on remplace
X par 1, ce qui nous donne :
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Et par conséquent, o vaut donc :
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D’ou le fait que :
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