
Série génératrie et équation diophantienne

Référene : [FGN09℄ p.194-196.

Proposition 0.1 Soient a1, . . . , ak des entiers naturels stritement positifs et premiers entre eux

dans leur ensemble. Pour n ≥ 1, on note un le nombre de k-uplets (x1, . . . , xk) ∈ N
k

tels que

a1x1 + . . .+ akxk = n. Alors :

un ∼+∞

1

a1 . . . ak

nk−1

(k − 1)!

Démonstration

 Pour 1 ≤ i ≤ k, onsidérons les séries formelles

∑

xi∈N
Xaixi

et onsidérons le produit de Cauhy

de es k séries, le oe�ient de Xn
dans e produit de Cauhy est :

∑

(x1,...,xk)∈Nk;a1x1+...+akxk=n

1 = un

On a don :

f(X) =
+∞
∑

n=0

unX
n =

k
∏

i=1

(

+∞
∑

xi=0

Xaixi

)

=
k
∏

i=1

1

1−Xai

La série formelle f(X) est la série génératrie de la suite un. C'est une fration rationnelle dont

les p�les sont les raines a1-ièmes, . . ., ak-ièmes de l'unité. Le p�le 1 est de multipliité k et tous

les autres sont de multipliités < k. En e�et, d'après le théorème de Bézout, il existe des entiers

u1, . . . , uk tels que :

k
∑

i=1

aiui = 1

Ainsi si ω est une raine de l'unité de multipliité k, ie telle que ωa1 = ωa2 = . . . = ωak = 1, alors
on a :

ω = ω
∑

k

i=1
aiui =

k
∏

i=1

(ωai)ui = 1

 On note P = {ω1, . . . , ωp} l'ensemble des p�les de f ave ω1 = 1. Il existe alors des onstantes

omplexes cij pour 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ k − 1 et α telles que :

f(X) =
α

(1−X)k
+

∑

1≤i≤p;1≤j≤k−1

cij

(ωi −X)j

 Pour ω ∈ P et j ∈ N, la fontion X 7−→ 1

(ω −X)j
est développable en série formelle, ses

oe�ients s'obtiennent en dérivant j − 1 fois le développement en série formelle de la fontion

X 7−→ 1

ω −X
. On a don :

1

ω −X
=

1

ω

1

1− X
ω

=
1

ω

+∞
∑

n=0

(

X

ω

)n

=

∞
∑

n=0

Xn

ωn+1

Don pour j ≤ k − 1, on a :

(j − 1)!

(ω −X)j
=

+∞
∑

n=j−1

n!

(n− j + 1)!

Xn−j+1

ωn+1

1



ie

1

(ω −X)j
=

+∞
∑

n=j−1

n!

(j − 1)!(n− j + 1)!

Xn−j+1

ωn+1
=

+∞
∑

n=0

(n+ j − 1)!

(j − 1)!n!

Xn

ωn+j
=

+∞
∑

n=0

Cn
n+j−1

Xn

ωn+j

 On déduit de e qui préède en prenant les oe�ients de Xn
dans les di�érents développements

en séries formelles que :

un = αCn
n+k−1 +

∑

2≤i≤p;1≤j≤k−1

cijC
n
n+j−1ω

−(n+j)
i

On remarque que le premier terme est équivalent quand n tend vers l'in�ni à :

α
nk−1

(k − 1)!

via la formule de Stirling, ar :

(n+ k − 1)!

n!
∼
√

2π(n+ k − 1)

(

n+ k − 1

e

)n+k−1
1√
2πn

( e

n

)n

=

√

n+ k − 1

n

(

n+ k − 1

n

)n

(n+ k − 1)k−1e−(k−1)

=

√

1 +
k − 1

n
+

(

1 +
k − 1

n

)n

+ (n+ k − 1)k−1e−(k−1) ∼ nk−1

ar

(

1 +
k − 1

n

)n

−→ ek−1
et

√

1 +
k − 1

n
−→ 1.

On remarque que tous les autres termes de la somme sont négligeables devant nk−1
(ar j < k),

on a don :

un ∼ α
nk−1

(k − 1)!

Il reste don plus qu'à déterminer α, pour ela on multiplie f(X) par (1 −X)k, puis on remplae

X par 1, e qui nous donne :

(1−X)kf(X) =

k
∏

i=1

1−X

1−Xai

=

k
∏

i=1

1

1 +X + . . .+Xai−1

Et par onséquent, α vaut don :

k
∏

i=1

1

1 + 1 + 12 + . . .+ 1ai−1
=

k
∏

i=1

1

ai
=

1

a1 . . . ak

D'où le fait que :

un ∼ 1

a1 . . . ak

nk−1

(k − 1)!
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