
Simpliité de An pour n ≥ 5

Référenes : [Per96℄ p.28-29 ([Gou94℄ et [Mé06℄).

Théorème 0.1 Le groupe alterné An est simple pour n ≥ 5.

Rappels : An est dé�ni omme étant le noyau du morphisme de groupe surjetif dé�ni par la

signature ǫ : Sn −→ {−1, 1}, dont le noyau est formé des permutations paires (ie de signature 1).
De plus, on dit qu'un groupe est simple, si ses sous-groupes distingués sont triviaux.

Démonstration

Étape 1 n = 5.

Étudions les éléments de A5. Le groupe A5 admet

5!

2
= 60 éléments. Déterminons es éléments :

� un élément d'ordre 1 : l'identité, ie (a)(b)(c)(d)(e), ave a, b, c, d, e distints.

� 15 éléments d'ordre 2, qui sont les produits de transpositions, ie (a b)(c d) ave a, b, c, d dis-

tints deux à deux.

Les produits de transpositions sont d'ordre 2 ar (a b)(c d)(a b)(c d) = (a b)(a b)(c d)(c d) = (a)(b)(c)(d).
Les produits de transpositions sont dansA5 ar ǫ((a b)) = −1 d'où ǫ((a b)(c d)) = ǫ((a b))ǫ((c d)) = 1.
Il y en a 15 ar on hoisit tout d'abord a, ie on a C1

5 possibilités, ensuite on hoisit b, ie C1
4

possibilités, puis c, ie on a C1
3 possibilités et en�n on a C1

2 possibilités pour hoisir d, d'où
5 × 4 × 3 × 2 = 120 possibilités pour le produit de transpositions. Cependant, on sait que

(a b)(c d) = (c d)(a b), don il reste 60 possibilités, ensuite (a b)(c d) = (b a)(c d) don il reste

30 possibilités et en�n (a b)(c d) = (b a)(d c) don au �nal on a 15 possibilités.

� 20 éléments d'ordre 3, qui sont les 3-yles, ie (a b c) ave a, b, c distints deux à deux.

Les 3-yles sont bien d'ordre 3 ar (a b c)(a b c) = (a c b) et (a b c)(a c b) = (a)(b)(c).
Les 3-yles sont dans A5 ar ǫ((a b c)) = (−1)3+1 = 1.
Il y en a 20, ar on a C1

5 possibilités pour hoisir a, on a C1
4 possibilités pour hoisir b

et C1
3 possibilités pour hoisir c, d'où 5 × 4 × 3 = 60 possibilités pour les 3-yles. Or

(a b c) = (b c a) = (c a b) d'où 20 possibilités.

� 24 éléments d'ordre 5, qui sont les 5-yles, ie (a b c d e) ave a, b, c, d, e distints deux à deux.

Les 5-yles sont d'ordre 5 ar (a b c d e)(a b c d e) = (a c e b d), (a b c d e)(a c e b d) = (a d b e c),
(a b c d e)(a d b e c) = (a e d c b), (a b c d e)(a e d c b) = (a)(b)(c)(d)(e).
Les 5-yles sont dans A5 ar ǫ((a b c d e)) = (−1)5+1 = 1.
Il y en a 24 ar on a C1

5 possibilités pour hoisir a, C1
4 possibilités pour hoisir b, C1

3 pos-

sibilités pour hoisir c, C1
2 possibilités pour hoisir d et C1

1 possibilités pour hoisir e, d'où
5×4×3×2×1 = 120 possibilités. Or (a b c d e) = (b c d e a) = (c d e a b) = (d e a b c) = (e a b c d)
d'où 24 possibilités.

On a bien trouvé de la sorte tous les éléments ar 1 + 15 + 20 + 24 = 60 = |A5|. On sait que les

3-yles sont onjugués dans A5 et les produits de transpositions aussi.

Soit alors H un sous-groupe distingué de A5 tel que H 6= {1}. Alors si H ontient un élément

d'ordre 2, on sait qu'il les ontient tous (ar H distingué, ie les éléments de H sont onjugués dans

A5), de même si H ontient un élément d'ordre 3 alors il les ontient tous.

De plus si H ontient un élément d'ordre 5, il ontient alors le 5-Sylow engendré par et élément,

don tous les 5-Sylow puisqu'ils sont onjugués d'après le théorème de Sylow, don tous les éléments

d'ordre 5.
Or 15 + 1 = 16 ∤ 60, 20 + 1 = 21 ∤ 60 et 24 + 1 = 25 ∤ 60, don H ontient au moins deux types

d'éléments, ie il admet au moins 1 + 15 + 21 = 36 éléments, or 36 ∤ 60 et d'après le théorème de

Lagrange le ardinal de H doit diviser elui de A5 d'où H = A5.
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Étape 2 n ≥ 5.
On pose E = {1, . . . , n}.
Soit H un sous-groupe distingué de An et H 6= {1}.
Soit σ ∈ H et σ 6= 1.
Le but est ii de se ramener au as où n = 5 et pour ei fabriquer à partir de σ un élément non

trivial de H qui n'agisse en fait que sur un ensemble à 5 éléments, don qui ait n− 5 points �xes.

Soit τ ∈ An.

On onsidère le ommutateur ρ = τστ−1σ−1
.

Comme ρ = (τστ−1)σ−1
et que H est distingué dans An, alors ∀τ ∈ An, ∀σ ∈ H , τστ−1 ∈ H ,

d'où omme σ−1 ∈ H (ar H groupe) alors ρ ∈ H .

Comme ρ = τ(στ−1σ−1), alors ρ est le produit de deux éléments du type de τ de sorte que si τ
admet beauoup de points �xes alors ρ aussi.

Plus préisément, omme σ 6= 1 alors ∃a ∈ E tel que σ(a) = b 6= a.
Soit c ∈ E tel que c 6= a, b, σ(b) (un tel élément existe ar n ≥ 5).
Soit τ le 3-yle τ = (a c b), de tel sorte que τ−1 = (a b c) (en e�et ττ−1 = (a c b)(a b c) = (a)(b)(c)).
On onsidère ρ = τστ−1σ−1 = (a c b)(σ(a)σ(b)σ(c)).
Comme b = σ(a), l'ensemble F = {a, b, c, σ(a), σ(b), σ(c)} a au plus 5 éléments et on a ρ(F ) = F et

ρ(E \ F ) = idE\F (par dé�nition de ρ puisque son support est F et ainsi ette permutation n'agit

que sur son support et laisse �xe les autres éléments).

Quitte à rajouter au besoin des éléments à F , on peut supposer que |F | = 5.
On remarque que ρ 6= 1 ar ρ(b) = τσ(b) 6= b (en e�et par l'absurde, si τσ(b) = b, alors en

omposant par τ−1
, σ(b) = τ−1(b) = c et on a hoisi c 6= σ(b)).

Soit alors A(F ) l'ensemble des permutations paires de F . Comme |F | = 5 alors A(F ) ≃ A5 et

A(F ) se plonge dans An via l'appliation :

A(F ) →֒ An

u 7−→ u

où u|F = u et u|E\F
= idE\F .

On pose H0 = {u ∈ A(F ), u ∈ H} = H ∩ A(F ). Alors H0 est distingué dans A(F ), ρ|F ∈ H0 et

ρ|F 6= idF . En e�et :

� H0 ⊂ A(F ) par dé�nition. Soit u ∈ H0, alors u ∈ A(F ) et u ∈ H . Soit g ∈ A(F ). Alors
gug−1 ∈ A(F ) ar g, u ∈ A(F ) et gug−1 = g u g−1

ar le plongement est un morphisme de

groupes, d'où gug−1 ∈ H ar H est distingué dans An.

� ρ ∈ A(F ) et ρ ∈ H (on l'a montré préédemment), don ρ|F ∈ H , d'où ρ|F ∈ H0.

� ρ(b) 6= b d'après e qu'on a montré préédemment et b ∈ F don ρ|F 6= idF .
Comme A(F ) ≃ A5 et que A5 est simple alors H0 = A(F ) (ar on vient de montrer que ρ|F ∈ H0

et ρ|F 6= 1).
Soit alors u un 3-yle de A(F ), alors u ∈ H0 d'après e qu'on vient de faire, don u ∈ H (par

dé�nition de H0) et est toujours un 3-yle.
Or les 3-yles sont onjugués dans An (pour n ≥ 5) et u est un 3-yle dans H don tous les

3-yles sont dans H (ar H distingué dans An, don stable par onjugaison).

Or les 3-yles engendrent An don H = An.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 Soit n ≥ 3. Alors An est engendré par les 3-yles.

Démonstration On proède par réurrene sur n.

� n = 3 Le groupe A3 est de ardinal

3!

2
= 3. Plus préisément A3 est omposé de l'identité

et des 3-yles (1 2 3) et (1 3 2) et (1 2 3)(1 3 2) = (1)(2)(3), d'où le fait que A3 soit engendré

par les 3-yles.
� n ≥ 3 On suppose que An est engendré par les 3-yles. Soit σ ∈ An+1. Alors on distingue

deux as :

 si σ(n + 1) = n + 1, alors σ ∈ An et don σ s'érit omme un produit de 3-yles par

hypothèse de réurrene.

 si σ(n+1) = i < n+1, on onsidère alors le 3-yle τ = (n+1 j i) ave j ∈ {1, . . . n+1}
et j 6= i, n. Alors τσ(n + 1) = τ(i) = n + 1 et on se ramène ainsi au as préédent, don

σ = τ−1× un produit de 3-yles.
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Lemme 0.2 (Théorème de Lagrange) Soit G un groupe �ni. Alors l'ordre de tout sous-groupe

H de G divise l'ordre de G.

Démonstration On onsidère la relation d'équivalene xRy ⇔ xy−1 ∈ H . C'est bien une

relation d'équivalene ar :

� xRx ar xx−1 = e ∈ H ar H sous-groupe ;

� si xRy, ie xy−1 ∈ H , alors (xy−1)−1 = yx−1 ∈ H ar H groupe, d'où yRx ;
� si xRy et yRz, alors xy−1 ∈ H et yz−1 ∈ H d'où xy−1yz−1 = xz−1 ∈ H ar H groupe, ie

xRz.
On note x la lasse de x ∈ G.

On a x = Hx = {zx, z ∈ H} ar y ∈ x ⇔ yRx ⇔ yx−1 ∈ H ⇔ y ∈ Hx.
Pour tout x ∈ G, l'appliation :

H −→ Hx

y 7−→ yx

est une bijetion (en e�et, on peut exhiber sa réiproque : Hx ∋ y 7−→ yx−1 ∈ H). Don

|H | = |Hx|.
Ainsi les lasses ont toutes |H | éléments. Or les lasses d'équivalene forment une partition de G
don |G| = n|H | où n = |G/H | est le nombre de lasses d'équivalene.

Lemme 0.3 Soit n ≥ 2. Le ardinal de An est

n!

2
.

Démonstration On utilise la dé�nition du groupe alterné An, 'est le noyau de l'appliation :

ǫ : Sn −→ {−1, 1}. D'après la propriété universelle du quotient, on sait que le morphisme de

groupes ǫ induit un isomorphisme de Sn/ ker(ǫ) −→ Im(ǫ). Or Im(ǫ) = {−1, 1} ≃ Z/2Z, don
|Sn| = |An| × 2 ; d'où le résultat.

Lemme 0.4 Soit σ ∈ Sn un yle d'ordre p, ie σ = (a1 . . . ap). Soit τ ∈ Sn. Alors τστ−1 = (τ(a1) . . . τ(ap)).

Démonstration Montrons que le support de τστ−1
est {τ(a1), . . . , τ(ap)}. Si x /∈ (τ(a1) . . . τ(ap)),

alors τ−1(x) /∈ (a1 . . . ap) et don τστ−1(x) = ττ−1(x) = x.
Regardonsmaintenant omment agit τστ−1

sur son support. Si x = τ(ai), alors τστ
−1(x) = τσ(ai) = τ(ai+1).

D'où le résultat.

Lemme 0.5 Soit n ≥ 3. Soient a1, . . . , an ∈ {1, . . . n} distints deux à deux, soient b1, . . . , bn ∈ {1, . . . , n}
distints deux à deux. Alors ∃σ ∈ An telle que σ(ai) = bi pour tout i = 1, . . . , n− 2.

Démonstration On remarque qu'il existe σ̂ ∈ Sn tel que ∀i ∈ {1, . . . , n}, σ̂(ai) = bi (par
dé�nition de Sn, quitte à prendre σ̂ =

∏n

i=1
(ai bi)). On distingue alors deux as :

� soit ǫ(σ̂) = 1, alors σ̂ ∈ An et on a le résultat.

� soit ǫ(σ̂) = −1 alors on pose σ = σ̂(an−1 an) ( an−1 6= an d'après l'énoné du lemme) et ainsi

ǫ(σ) = ǫ(σ̂)ǫ((an−1 an)) = 1, don σ ∈ An et ∀i = {1, . . . , n− 2}, σ(ai) = bi.

Corollaire 0.1.1 Soit n ≥ 5. Alors les 3-yles sont onjugués dans An.

Démonstration Soient (a b c) ∈ An et (a′ b′ c′) ∈ An ave a 6= b 6= c et a′ 6= b′ 6= c′.
Comme n − 2 ≥ 5 − 2 ≥ 3 alors d'après le lemme préédent il existe σ ∈ An tel que σ(a) = a′,
σ(b) = b′ et σ(c) = c′, ie (a′ b′ c′) = (σ(a)σ(b)σ(c)) = σ(a b c)σ−1

.

Corollaire 0.1.2 Soit n ≥ 5. Alors les produits de transpositions sont onjugués dans An.

Démonstration On distingue deux as :

� si n ≥ 6, soient (a b)(c d) ∈ An et (a′ b′)(c′ d′) ∈ An ave a 6= b 6= c 6= d et a′ 6= b′ 6= c′ 6= d′.
Alors d'après le lemme préédent, ∃σ ∈ An telle que σ(a) = a′, σ(b) = b′, σ(c) = c′ et

σ(d) = d′, ie (a′ b′)(c′ d′) = σ(a b)(c d)σ−1 = σ(a b)σ−1σ(c d)σ−1
.

� si n = 5, soient (a b)(c d)(e) ∈ A5 et (a′ b′)(c′ d′)(e′) ∈ A5, alors d'après le lemme préédent

∃σ ∈ A5 telle que σ(a) = a′, σ(b) = b′ et σ(e) = e′, on a alors deux possibilités :

 soit σ(c) = c′ et σ(d) = d′ et alors (a′ b′)(c′ d′)(e′) = σ(a b)(c d)(e)σ−1 = σ(a b)σ−1σ(c d)σ−1σ(e)σ−1
.

 soit σ(c) = d′ et σ(d) = c′ et alors σ(c d)σ−1 = (d′ c′) = (c′ d′) (ar c′ 6= d′ par hypothèse)
d'où le résultat.
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Et An pour n ≤ 4 ?

A0 et A1 A0 = A1 = ∅

A2 |A2| =
2!

2
= 1, don A2 = {()} et est simple.

A3 |A3| =
3!

2
= 3, plus préisément A3 est omposé de (), (1 2 3) et de (1 3 2).

Déterminons les sous-groupes possibles de A3, on a : {()} et A3 et si on onsidère seulement deux

éléments de A3, on a forément l'élément {()} sinon le sous-groupe n'admet pas d'élément neutre et

si on ajoute par exemple (1 2 3) alors e dernier n'admet pas d'inverse dans le sous-groupe puisque

son inverse est (1 3 2) (et vie versa). Don A3 est simple.

A4 |A4| =
4!

2
= 12. Déterminons les éléments de A4 :

� un élément d'ordre 1 : () ;
� 3 éléments d'ordre 2 : (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3) ;
� 8 éléments d'ordre 3 de la forme (a b c) ave a, b, c distints ar on a 4 possibilités pour

hoisir a, 3 possibilités pour hoisir b et 2 possibilités pour hoisir c, soit 24 possibilités, or

(a b c) = (b c a) = (c a b) don il reste 8 possibilités, on a don trouvé tous les éléments !

Déterminons un sous-groupe deA4 distingué. Considérons le sous-groupeH = {(); (1 2)(3 4); (1 3)(2 4); (1 4)(2 3)}.
Il est bien distingué ar : ∀σ ∈ A4,

σ(1 2)(3 4)σ−1 = σ(1 2)σ−1σ(3 4)σ−1 = (σ(1)σ(2))(σ(3)σ(4))

e qui sera néessairement un produit de transposition don dans H . Don A4 n'est pas simple.
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