
Sous-Variétés

Référene : [Rou09℄ p.284-287.

Théorème 0.1 1. L'ensemble des matries réelles de déterminant 1, ie SLn(R) est une sous-

variété de dimension n2 − 1 dont l'espae tangent en un point X ∈ SLn(R) est :

{H ∈ Mn(R); tr(X
−1H) = 0}

2. L'ensemble des matries orthogonales, ie On(R) est une sous-variété de Mn(R) de dimension

n(n− 1)/2 dont l'espae tangent en un point X ∈ On(R) est :

{H ∈ Mn(R);
t(X−1H) = −X−1H}

3. Soit V le sous-ensemble de Mn(R) des matries de rang r ave 0 < r < n. Soit U le sous-

ensemble de Mn(R) des matries dont le premier mineur r× r (ie en haut à gauhe) est non

nul. Alors V et V ∩ U sont des sous-variétés de Mn(R) de dimension n2 − (n− r)2.

Démonstration

Étape 1 : assertion 1

On pose :

f : Mn(R) −→ R

X 7−→ det(X)− 1

C'est une appliation de lasse C1
(et même C∞

) sur Mn(R). Comme pour tout X ∈ SLn(R),
pour tout H ∈ Mn(R), on a :

D det(X)(H) = tr( tX̃H))

On a don :

Df(X)(X) = tr(Id) = n

Don la forme di�érentielle Df(X) est non nulle pour tout X ∈ SLn(R), ainsi d'après le théorème

des sous-variétés aratérisées impliitement, SLn(R) est don une sous-variété de Mn(R) de di-

mension n2 − 1 (ar dé�nie par une seule relation impliite) et son espae vetoriel tangent en X
est :

{H ∈ Mn(R); tr(X
−1H) = 0}

Pour X = Id, on remarque que 'est le sous-espae formé des matries de trae nulle.

Étape 2 : assertion 2

On proède de la même manière que pour SLn(R). On rappelle que :

On(R) = {X ∈ Mn(R);
tXX = Id}

On pose :

g : Mn(R) −→ Sn(R)

X 7−→ tXX − Id
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g est une appliation de lasse C1
de l'ensemble Mn(R) dans l'ensemble des matries symétriques.

Déterminons sa di�érentielle, soit X ∈ On(R), soit H ∈ Mn(R) :

g(X +H)− g(X) = t(X +H)(X +H)− Id− tXX + Id

= ( tX + tH)(X +H)− tXX

= tXX + tXH + tHX + tHH − tXX

= tXH + tHX + o(‖H‖)

Don :

Dg(X)(H) = tXH + tHX = X−1H + t(X−1H)

ar X ∈ On(R) don X−1 = tX .

Soit maintenant Y ∈ Sn(R), l'équation Dg(X)(H) = Y admet la solution H =
1

2
XY , en e�et :

Dg(X)

(

1

2
XY

)

=
1

2
tXXY +

1

2
tY tXX

=
1

2
(Y + tY ) = Y

ar Y ∈ Sn(R).
Ainsi l'appliation Dg(X) est surjetive don d'après le théorème des sous-variétés dé�nies im-

pliitement, on sait que On(R) est une sous-variété de Mn(R) de dimension :

dimOn(R) = dimMn(R)− dimSn(R) = n2 −
n(n+ 1)

2
=

n(n− 1)

2

Et son espae tangent en X ∈ On(R) est :

{H ∈ Mn(R);
t(X−1H) = −X−1H}

Pour X = Id, on remarque que 'est le sous-espae des matries antisymétriques.

Étape 3 : assertion 3 Pour X ∈ Mn(R), on érit :

(

A B
C D

)

ave A ∈ Mr,r(R), B ∈ Mr,n−r(R), C ∈ Mn−r,r(R) et D ∈ Mn−r,n−r(R).

Montrons que X ∈ V ∩ U si et seulement si A ∈ GLr(R) et D = CA−1B.
Par dé�nition de U et V , on a X ∈ U ∩ V si et seulement si X et A sont exatement de rang r.
Cela revient à dire que A ∈ GLr(R) et que rang(X) = r, rang de ses r premières olonnes.

Cette dernière ondition signi�e enore que les n − r dernières olonnes de X sont ombinaisons

linéaires des r premières, e qui se traduit par une égalité matriielle de la forme :

(

B
D

)

=

(

A
C

)

×M

où M ∈ Mr,n−r(R).
Comme A est inversible, ela équivaut à M = A−1B et D = CM = CA−1B.

L'ensemble U ∩ V est don aratérisé par les onditions A ∈ GLr(R) et D = CA−1B.

Montrons maintenant que U ∩ V et V sont des sous-variétés.

D'après e que l'on vient de montrer, ela signi�e que U ∩ V est, dans Mn(R), le graphe de

l'appliation :

g : GLr(R)×Mr,n−r(R)×Mn−r,r(R) −→ Mn−r,n−r(R)

(A,B,C) 7−→ D = CA−1B

Or le groupe linéaire GLr(R) est l'ouvert de Mn(R) dé�ni par la non-nullité du déterminant, don

l'ensemble GLr(R)×Mr,n−r(R)×Mn−r,r(R) est un ouvert de dimension :

d = r2 + r(n− r) + (n− r)r = r2 + rn− r2 + nr − r2 = n2 − (n− r)2
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Comme g est de lasse C1
, d'après le théorème sur les sous-variétés on sait que le sous-ensemble

V de Mn(R) est une sous-variété de V ∩ U de dimension d.
En�n soit X0 ∈ V quelonque, alors il existe P,Q ∈ GLn(R) tels que PX0Q ait son premier mineur

(ie en haut à gauhe) non nul, ie PX0Q ∈ U ∩ V .

Don l'appliation X 7−→ PXQ est un di�éomorphisme de Mn(R) sur lui-même, don V est une

sous-variété en X0 de dimension d. D'où V sous-variété de Mn(R) de dimension d.

Trus utilisés

Théorème 0.2 (sous-variétés impliites) Soit U un ouvert de R
n
. Soient f1, . . . , fp : U −→ R

des fontions de lasse C1
. Soit V = {x = (x1, . . . , xn) ∈ U ; f1(x1, . . . , xn) = 0; . . . ; fp(x1, . . . , xn) = 0}.

On suppose que les di�érentielles Df1(x), . . . , Dfp(x) sont indépendantes de tout point de V .

Alors V est une sous-variété de dimension n− p de R
n
et l'espae vetoriel tangent en a ∈ V est

l'ensemble :







v = (v1, . . . , vn);

n
∑

j=1

∂f1
∂xj

(a)vj = 0; . . . ,

n
∑

j=1

∂fp
∂xj

(a)vj = 0







Théorème 0.3 (des sous-variétés) Soit V un sous-ensemble de R
n
. Soit a ∈ V . Soit d ∈ N.

Alors les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

1. V est lisse en a, de dimension d ;

2. (dé�nition impliite) il existe un voisinage ouvert U de a dans R
n
et n−d fontions fi : U −→ R

de lasse C1
telles que :

x ∈ V ∩ U ⇔ x ∈ U et f1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , fp(x1, . . . , xn) = 0

et les di�érentielles Df1(a), . . . , Dfn−p(a) sont indépendantes ;

3. (graphe) il existe un voisinage ouvert U de a dans R
n
, un voisinage ouvert U ′

de (a1, . . . , ad)
dans R

d
et n−d fontions gi : U

′ −→ R, de lasse C1
, telles que (après éventuelle permutation

des oordonnées xi) :

x ∈ U ∩ V ⇔ (x1, . . . , xd) ∈ U ′
et xd+1 = g1(x1, . . . , xd), . . . , xn = gn−d(x1, . . . , xd)

4. (dé�nition paramétrique) il existe un voisinage ouvert U de a dans R
n
, un voisinage ouvert

Ω de 0 dans R
d
et n fontions φi : Ω −→ R, de lasse C1

, telles que l'appliation :

φ : u = (u1, . . . , ud) 7−→ x = (φ1(u), . . . , φn(u))

soit un homéomorphisme de Ω sur V ∩U , ave a = φ(0) et que la matrie jaobienne Dφ(0)
soit injetive.

Si on note f = (f1, . . . , fn−d), g = (g1, . . . , gn−d) et φ = (φ1, . . . , φn) l'espae vetoriel tangent en

a à V est alors :

2. le noyau de Df(a) ;

3. le graphe de Dg(a1, . . . , ad) ;

4. l'image de Dφ(0).

Lemme 0.1 Soit A une matrie de rang r. Alors il existe P,QinGLn(R) telles que :

PAQ =

(

Ir 0
0 0

)

Calul de la di�érentielle du déterminant Comme le déterminant d'une matrie est un

polyn�me en ses oe�ients, on en déduit que l'appliation M 7−→ det(M) est de lasse C∞
.

Soit M ∈ Mn(R). Pour aluler la di�érentielle du déterminant au point M , nous allons aluler

les dérivées partielles du déterminant au point M .

Désignons par (Eij)1≤i,j≤n la base anonique de Mn(R). En notant A = (aij)1≤i,j≤n les éléments

de Mn(R), il s'agit de aluler

∂ det

∂aij
(M).
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En désignant par C = (Cij)1≤i,j≤n la omatrie de M (de sorte que Cij est le ofateur de l'élément

d'indie (i, j) de M), la n-linéarité du déterminant entraîne, pour tout (i, j) et pour tout t ∈ R :

det(M + tEij) = det(M) + tCij

Don :

∂ det

∂aij
(M) = lim

t−→0,t6=0

det(M + tEij)− det(M)

t
= Cij

Ainsi si H = (hij) ∈ Mn(R), on a :

D det(M)(H) =
∑

i,j

hij

∂ det

∂aij
(M) =

∑

i,j

hijCij = tr( tCH)

Lorsque M est inversible, on peut obtenir une autre expression de la di�érentielle en utilisant

l'identité

tC = (det(M))M−1
qui entraîne :

D det(M)(H) = (det(M))tr(M−1H)

pour tout H ∈ Mn(R).
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