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Proposition 0.1 L'exponentielle réalise une surje
tion de Mn(C) dans GLn(C).

Démonstration

Étape 1 Montrons un lemme.

Lemme 0.1 L'exponentielle réalise une bije
tion entre les matri
es nilpotentes et les matri
es

unipotentes.

Démonstration

Montrons que exp envoie bien une matri
e nilpotente sur une matri
e unipotente.

Soit N une matri
e nilpotente, alors :

exp(N) =

n−1∑

k=0

Nk

k!

Ainsi la matri
e :

N ′ =
n−1∑

k=1

Nk

k!

est aussi nilpotente puisque de la forme N × P (N) ave
 P un polyn�me. Don
 exp(N) = Id+N ′

est unipotente.

D'où la fait que exp : N −→ U , en notant N l'ensemble des matri
es nilpotentes et U 
elui des

matri
es unipotentes.

Montrons que l'appli
ation :

ψ : N −→ N

N 7−→ exp(N)− Id

est une bije
tion.

Pour 
ela, exhibons la bije
tion ré
iproque. Considérons :

φ : N −→ N

N 7−→ ln(Id+N) =
n−1∑

k=1

(−1)k−1N
k

k

� φ est bien une appli
ation de N dans N 
ar φ(N) = NR(N) où R est un polyn�me.

� Montrons que φ ◦ ψ = ψ ◦ φ = id. On pose :

P (X) =

n∑

k=1

Xk

k!
et Q(X) =

n−1∑

k=1

(−1)k−1X
k

k

L'appli
ation ψ asso
ie à N la matri
e P (N) et φ asso
ie à N la matri
e Q(N), ainsi ψ ◦ φ
asso
ie à N la matri
e P (Q(N)) = (P ◦Q)(N). Pour déterminer 
ela, on a seulement besoin

de 
onnaître le polyn�me P ◦Q tronqué à la puissan
e n− 1. Or 
omme :

ex − 1 = P (x) + o(xn−1) et ln(1 + x) = Q(x) + o(xn−1)
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elui-
i est exa
tement la partie polynomiale du développement limité à l'ordre n− 1 en 0 de

la fon
tion eln(1+x) − 1 = x, ie X . On a don
 pour tout N ∈ N :

(ψ ◦ φ)(N) = N

On obtient de la même façon que (φ◦ψ)(N) = N pour tout N ∈ N puisque ln(1+ex−1) = x.

En 
on
lusion pour tout N ′ ∈ N , il existe un unique N ∈ N tel que exp(N) = Id+N ′
.

Étape 2 Déterminons l'image de l'appli
ation M ∈ Mn(C) 7−→ exp(M).
On distingue deux 
as.

� Soit B ∈ GLn(C) et supposons que le spe
tre de B soit réduit à {λ} ∈ C∗
(
ar sinon B ne

pourrait pas être inversible). La matri
e :

N =
1

λ
(B − λId)

est don
 nilpotente 
ar d'après le théorème Cayley-Hamilton B est annulé par son polyn�me


ara
téristique (X − λ)n.
On a don
 B = λ(Id + N). D'après l'étape pré
édente, la matri
e unipotente Id + N est

l'exponentielle d'une matri
e M . De plus, λ étant non nul et l'exponentielle réalisant une

surje
tion de C dans C∗
, on sait qu'il existe µ ∈ C tel que λ = eµ.

Ainsi B = eµ exp(M) = eµId exp(M) = exp(µId) exp(M) = exp(µM) puisque µId 
ommute

ave
 M . Don
 B ∈ Im(exp).
� Soit B ∈ GLn(C) quel
onque. On va se ramener au 
as pré
édent. On sait que le polyn�me


ara
téristique de B s'é
rit :

χB = (X − λ1)
n1 × . . .× (X − λr)

nr

où les λi ∈ C∗
sont deux à deux di�érents et les ni ∈ N∗

.

Comme B est annulé par χB, le lemme de dé
omposition des noyaux assure que :

C
n =

r⊕

i=1

ker(B − λiId)
ni

On 
onsidère la 
on
aténation des bases de ker(B − λiId)
ni
, 
'est une base B de Cn

. Notons

b l'endomorphisme de Cn
asso
ié à B.

Chaque sous-espa
e Fi = ker(B − λiId)
ni

est stable par b et l'endomorphisme bi induit par

b sur Fi est annulé par (X − λi)
ni
. Son spe
tre est don
 réduit à λi. La matri
e B′

de l'en-

domorphisme b dans la base B est don
 diagonale par blo
s, ie B′ = diag(B1, . . . , Br) ave

sp(Bi) = {λi}.
D'après la première étape, on sait que pour tout 1 ≤ i ≤ r, il existe Mi ∈ Mn(C) tels que

Bi = exp(Mi) et si on pose M = diag(M1, . . . ,Mr), on obtient B′ = exp(M).
En�n en notant P la matri
e de passage de la base 
anonique à B, on aB = PB′P−1 = P exp(M)P−1 = exp(PMP−1

et don
 B ∈ Im(exp).
Par 
onséquent exp : Mn(C) −→ GLn(C) est surje
tive.

Remarque : La fon
tion exponentielle de Mn(R) dans GLn(R) n'est pas surje
tive, on peut s'en

rendre 
ompte par un argument de 
onnexité, 
ar Mn(R) ≃ Rn2

est 
onnexe alors que GLn(R)
admet deux 
omposantes 
onnexes.

Lemme 0.2 L'exponentielle réalise une surje
tion de C dans C
∗
.
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