Etude d'un systéme dynamique

Référence : | | p-88-90.

Proposition 0.1 Soit A €]0,1]. Etudions la suite (x,,)nen définie par :

{ Zo E]Oa 1[;

VneNz,4 =1 —\z?

n

Démonstration
Etape 1 : étude de la fonction définissant la suite
Soit :
f:0,1] — R
z— 1 — \z?
~» On remarque tout d’abord que ]0, 1] est stable par f, en effet :
<<l
0<a2?<1
0<i?<A<1
1< -X?<0
0<1l-X?<1
~> Ensuite f est dérivable sur 0,1 et de dérivée pour tout x €]0, 1] :

f(z)=-2Xx <0

Donc la fonction f est (strictement) décroissante sur ]0, 1], par conséquent f o f est croissante sur

10, 1] (on peut le vérifier par le calcul au besoin).

~» Ainsi les deux sous-suites (Zan)nen €t (Z2n41)nen sont monotones et bornées (car comprises
entre 0 et 1), donc convergentes. Reste a savoir si elles ont la méme limite.
~» On sait que les sous-suites (o, )nen et (Z2n+1)nen convergent vers un point fixe de f o f. Pour

x €]0,1[, on a :

(fof)(z)—z=1-XN1-X2®)2—2=1-A14+ Nzt —2\2?) —z =1\ — 2 +2)22? — A3z

Cette expression peut étre factorisée par f(x) —x = 1 — \x? — z, car les points fixes de f sont des

points fixes de f o f. On trouve :
(fof)z)—x=(1—-Xx® —2)(N\2? = Az +1—N)
Déterminons les points fixes de f o f

~» Etude du premier polynéme
L’équation 1 — A\x? — 2 = 0 a pour discriminant :

A=1+4X>0

car A > 0.
Donc I’équation admet deux solutions réelles :

)\1 et )\2 = =

—2) 2 —2)

144N -1 V/T 14N 1-VI+dx  —1+VI14A

2\



Déterminons le signe de ces solutions :

0<A<1
2<1+V1+4X<1+4+5
et 0 <2X <2 d’ou:
A <0

Par conséquent A; n’est pas un point fixe de f sur ]0, 1.

0<A<1

1<V1I+4x<V5

0<—-14+V1I+4X<-14+5
D'ou :

-1 5
0</\2§i<1

Ainsi la seule solution dans 0, 1] est A2 que nous noterons désormais [.
~» Etude du second polynome
A222 — Az + 1 — X =0 a pour discriminant :

A =2 — 4021 = X\) = A2 =422 403 = N2 (=3)% +4))

Le signe de A dépend ici de A. On distingue alors trois cas :
Cas1: /\E}O,g[.

Alors A < 0 et le polynéme A2z — Az + 1 — X n’admet pas de solution réelle. Donc le seul
point fixe de f o f dans ]0,1[ est ! (qui est aussi un point fixe de f), par conséquent les
sous-suites (Za5,)neN €t (T2n41)nen convergent vers I, ainsi (2, )nen converge vers .

3
Cas2: A= -.
as 1

Alors A = 0 et le polynome admet une racine double qui vaut :

-A 1 14 2
2)2 2\ 23 3
Or on remarque que pour A = e on a aussi :

1=Z
3

. . . 2
Donc encore une fois, on n’a qu’un seul point fixe et la suite (z,,)nen converge vers [ = 3

Cas 3 : /\E}%,l{.
Alors A > 0 donc le polynome admet deux racines réelles distinctes qui sont :

CA-MW3H4N 1-/3%4r lgﬁA+AM—3+4A71+w#3+4A
- 22 - 22 2 22 - 2\

l

Montrons que (z,,)nen ne converge vers ! ('unique point fixe de f) que si elle est stationnaire.

3
Onalf/()|=|-2N|=|V1+4 =1 =+v1+4X—1>1car A > 1
Soit alors k €]1,|f'(1)|[, par continuité de f’, on sait qu’il existe un voisinage V' de [ tel que
sixz eV, alors |f'(z)] > k.
Supposons que la suite (z,),en converge vers [. Alors il existe ng € N tel que pour tout
n > ng, T, € V. On déduit alors de 1’égalité des accroissements finis que pour tout n > ng :

|f(@n) = F(D] = Klzn —1]

ie
|Xnt1 — U] = K|z, —



ie
|2 — 1] 2 K" |n, =
Si xp, # 1, alors lim, k"~ " |z,, — | = 400 ce qui contredit I’hypothése de convergence de la
suite, on a donc z,, =, ie la suite est stationnaire.
De plus pour tout n € N, on a :

Tppi=dAel-Xl=1-Nel="> sz, =1
car x, > 0. Donc (x,)nen n'est stationnaire que si zg = [, ie la suite est constante et zo = [.

Supposons maintenant que zy # [, alors la suite (z,),en ne converge pas (si elle ne peut
pas converger vers [, elle ne peut pas converger car f n’admet pas d’autre point fixe). Les
suites (Z2n)nen €t (Zan+1)nen ne peuvent donc pas converger vers | (sinon l’autre sous-suite
convergerait vers [ car f(I) =1 et la suite (z,)nen aussi). Elles ne peuvent donc pas avoir la
méme limite (pour la méme raison). On en déduit que 'une converge vers I et l’autre vers
lQ et que f(ll) = lQ et f(lg) = ll.

Plus précisément, on a :

L <l<ly

En effet :

Lh<leol-V-3+4A<VIi+dr—1cV-3+4A+V1+4)X>2

cette derniére inégalité est vérifiée car :

3
A> =
>4

V14+4N>2
V=344 +V1I+4r>2

Et puis la fonction f étant strictement décroissante, on en déduit que f(l1) < f(1), ie la > 1

puisque f(I) =1let f(l1) = lo.

On distingue alors deux cas :

— Sixg < I, alors 21 > [, ie pour tout n, xo, <l et xa,41 > I car |0,![ et ]I, 1] sont stables
par f o f; par conséquent (L2, )nen converge vers Iy et (Zopt1)nen vers la.

— Si g > [ c’est le contraire.

Remarque Grace a I’étude que nous venons de mener, on peut facilement étudier la suite définie

. u 2. . N
par u,+1 = 2 — u2, il suffit pour cela de poser x, = 7" et d’étudier le cas ot A = 2.
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