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Proposition 0.1 Soit λ ∈]0, 1]. Étudions la suite (xn)n∈N dé�nie par :

{

x0 ∈]0, 1[;
∀n ∈ N, xn+1 = 1− λx2

n

Démonstration

Étape 1 : étude de la fon
tion dé�nissant la suite

Soit :

f :]0, 1[ −→ R

x 7−→ 1− λx2

 On remarque tout d'abord que ]0, 1[ est stable par f , en e�et :

0 < x < 1

0 < x2 < 1

0 < λx2 < λ ≤ 1

−1 < −λx2 < 0

0 < 1− λx2 < 1

 Ensuite f est dérivable sur ]0, 1[ et de dérivée pour tout x ∈]0, 1[ :

f ′(x) = −2λx < 0

Don
 la fon
tion f est (stri
tement) dé
roissante sur ]0, 1[, par 
onséquent f ◦ f est 
roissante sur

]0, 1[ (on peut le véri�er par le 
al
ul au besoin).

 Ainsi les deux sous-suites (x2n)n∈N et (x2n+1)n∈N sont monotones et bornées (
ar 
omprises

entre 0 et 1), don
 
onvergentes. Reste à savoir si elles ont la même limite.

 On sait que les sous-suites (x2n)n∈N et (x2n+1)n∈N 
onvergent vers un point �xe de f ◦ f . Pour
x ∈]0, 1[, on a :

(f ◦ f)(x)− x = 1− λ(1 − λx2)2 − x = 1− λ(1 + λ2x4 − 2λx2)− x = 1− λ− x+ 2λ2x2 − λ3x4

Cette expression peut être fa
torisée par f(x)− x = 1− λx2 − x, 
ar les points �xes de f sont des

points �xes de f ◦ f . On trouve :

(f ◦ f)(x) − x = (1− λx2 − x)(λ2x2 − λx + 1− λ)

Déterminons les points �xes de f ◦ f
 Étude du premier polyn�me

L'équation 1− λx2 − x = 0 a pour dis
riminant :

∆ = 1 + 4λ2 > 0


ar λ > 0.
Don
 l'équation admet deux solutions réelles :

λ1 =
1 +

√
1 + 4λ

−2λ
=

−1−
√
1 + 4λ

2λ
et λ2 =

1−
√
1 + 4λ

−2λ
=

−1 +
√
1 + 4λ

2λ

1



Déterminons le signe de 
es solutions :

0 < λ ≤ 1

2 < 1 +
√
1 + 4λ ≤ 1 +

√
5

et 0 < 2λ ≤ 2 d'où :

λ1 < 0

Par 
onséquent λ1 n'est pas un point �xe de f sur ]0, 1[.

0 < λ ≤ 1

1 <
√
1 + 4λ ≤

√
5

0 < −1 +
√
1 + 4λ ≤ −1 +

√
5

D'où :

0 < λ2 ≤ −1 +
√
5

2
< 1

Ainsi la seule solution dans ]0, 1[ est λ2 que nous noterons désormais l.

 Étude du se
ond polyn�me

λ2x2 − λx + 1− λ = 0 a pour dis
riminant :

∆ = λ2 − 4λ2(1 − λ) = λ2 − 4λ2 + 4λ3 = λ2(−3λ2 + 4λ)

Le signe de ∆ dépend i
i de λ. On distingue alors trois 
as :

Cas 1 : λ ∈
]

0,
3

4

[

.

Alors ∆ < 0 et le polyn�me λ2x2 − λx + 1 − λ n'admet pas de solution réelle. Don
 le seul

point �xe de f ◦ f dans ]0, 1[ est l (qui est aussi un point �xe de f), par 
onséquent les

sous-suites (x2n)n∈N et (x2n+1)n∈N 
onvergent vers l, ainsi (xn)n∈N 
onverge vers l.

Cas 2 : λ =
3

4
.

Alors ∆ = 0 et le polyn�me admet une ra
ine double qui vaut :

−−λ

2λ2
=

1

2λ
=

1

2

4

3
=

2

3

Or on remarque que pour λ =
3

4
, on a aussi :

l =
2

3

Don
 en
ore une fois, on n'a qu'un seul point �xe et la suite (xn)n∈N 
onverge vers l =
2

3
.

Cas 3 : λ ∈
]

3

4
, 1

[

.

Alors ∆ > 0 don
 le polyn�me admet deux ra
ines réelles distin
tes qui sont :

l1 =
λ− λ

√
−3 + 4λ

2λ2
=

1−
√
−3 + 4λ

2λ
et l2 =

λ+ λ
√
−3 + 4λ

2λ2
=

1 +
√
−3 + 4λ

2λ

Montrons que (xn)n∈N ne 
onverge vers l (l'unique point �xe de f) que si elle est stationnaire.

On a |f ′(l)| = | − 2λl| = |
√
1 + 4λ− 1| =

√
1 + 4λ− 1 > 1 
ar λ >

3

4
.

Soit alors k ∈]1, |f ′(l)|[, par 
ontinuité de f ′
, on sait qu'il existe un voisinage V de l tel que

si x ∈ V , alors |f ′(x)| > k.

Supposons que la suite (xn)n∈N 
onverge vers l. Alors il existe n0 ∈ N tel que pour tout

n ≥ n0, xn ∈ V . On déduit alors de l'égalité des a

roissements �nis que pour tout n ≥ n0 :

|f(xn)− f(l)| ≥ k|xn − l|

ie

|xn+1 − l| ≥ k|xn − l|
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ie

|xn − l| ≥ kn−n0 |xn0
− l|

Si xn0
6= l, alors limn k

n−n0 |xn0
− l| = +∞ 
e qui 
ontredit l'hypothèse de 
onvergen
e de la

suite, on a don
 xn0
= l, ie la suite est stationnaire.

De plus pour tout n ∈ N, on a :

xn+1 = λ ⇔ 1− λx2
n
= 1− λl2 ⇔ x2

n
= l2 ⇔ xn = l


ar xn > 0. Don
 (xn)n∈N n'est stationnaire que si x0 = l, ie la suite est 
onstante et x0 = l.

Supposons maintenant que x0 6= l, alors la suite (xn)n∈N ne 
onverge pas (si elle ne peut

pas 
onverger vers l, elle ne peut pas 
onverger 
ar f n'admet pas d'autre point �xe). Les

suites (x2n)n∈N et (x2n+1)n∈N ne peuvent don
 pas 
onverger vers l (sinon l'autre sous-suite


onvergerait vers l 
ar f(l) = l et la suite (xn)n∈N aussi). Elles ne peuvent don
 pas avoir la

même limite (pour la même raison). On en déduit que l'une 
onverge vers l1 et l'autre vers

l2 et que f(l1) = l2 et f(l2) = l1.

Plus pré
isément, on a :

l1 < l < l2

En e�et :

l1 < l ⇔ 1−
√
−3 + 4λ <

√
1 + 4λ− 1 ⇔

√
−3 + 4λ+

√
1 + 4λ > 2


ette dernière inégalité est véri�ée 
ar :

λ >
3

4√
1 + 4λ > 2

√
−3 + 4λ+

√
1 + 4λ > 2

Et puis la fon
tion f étant stri
tement dé
roissante, on en déduit que f(l1) < f(l), ie l2 > l

puisque f(l) = l et f(l1) = l2.

On distingue alors deux 
as :

� Si x0 < l, alors x1 > l, ie pour tout n, x2n < l et x2n+1 > l 
ar ]0, l[ et ]l, 1[ sont stables
par f ◦ f ; par 
onséquent (x2n)n∈N 
onverge vers l1 et (x2n+1)n∈N vers l2.

� Si x0 > l 
'est le 
ontraire.

Remarque Grâ
e à l'étude que nous venons de mener, on peut fa
ilement étudier la suite dé�nie

par un+1 = 2− u2
n
, il su�t pour 
ela de poser xn =

un

2
et d'étudier le 
as où λ = 2.

Référen
es

[FGN07℄ Serge Fran
inou, Hervé Gianella, and Serge Ni
olas. Oraux x-ens analyse 1. Cassini,

2007.

3


