
Théorème de Carathéodory

Référen
es : [Tau05℄ ou [FGN10℄.

Théorème 0.1 Soit E un espa
e a�ne eu
lidien de dimension �nie non nulle.

Soit A une partie de E.
Alors tout élément de Cv(A) l'enveloppe 
onvexe de A est un bary
entre à 
oe�
ients positifs ou

nuls de k points de A ave
 k ≤ 1 + dim(E).

Rappels

Dé�nition 0.1 Un espa
e a�ne eu
lidien est un espa
e a�ne (E , E) où E est un espa
e ve
toriel

eu
lidien.

Dé�nition 0.2 Soit K un 
orps 
ommutatif. Un K-espa
e a�ne est un triplet (E , E, ∗) où E est

un ensemble non vide, E est un K-espa
e ve
toriel et ∗ est une loi externe ∗ : E×E −→ E possédant

les propriétés suivantes :

� ∀P ∈ E, l'appli
ation φP : E −→ E telle que ~u 7−→ P ∗ ~u est bije
tive ;

� ∀P ∈ E, ∀~u,~v ∈ E, on a (P ∗ ~u) ∗ ~v = P ∗ (~u ∗ ~v).
On dit alors que E est l'espa
e ve
toriel asso
ié à (E , E, ∗) et que (E , E, ∗) est un espa
e a�ne

atta
hé à E.

Démonstration Soit M ∈ Cv(A). Alors d'après le lemme qui suit M est une 
ombinaison


onvexe de k points de A, ie

M =
k
∑

i=1

tiAi

ave
 Ai ∈ A et ti ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , k}.
Ainsi 
ela signi�e que :

−−−→
A1M =

k
∑

i=1

ti
−−−→
A1Ai =

k
∑

i=2

ti
−−−→
A1Ai

(
ar

−−−→
A1A1 =

−→
0 et d'après les di�érentes façons de noter un bary
entre).

On raisonne par l'absurde et on suppose que k > 1 + dim(E).

Étape 1 Le système (
−−−→
A1A2, . . . ,

−−−→
A1Ak) est lié (
ar M 
ombinaison 
onvexe de Ai) don
 il

existe λ2, . . . , λk ∈ R non tous nuls tels que :

λ
−−−→
A1A2 + . . .+ λk

−−−→
A1Ak =

−→
0

On pose µ1 = λ2 + . . .+ λk et µi = −λi pour i = {2, . . . , k}. Alors :

k
∑

i=1

µi = µ1 +

k
∑

i=2

µi =

k
∑

i=2

λ+

k
∑

i=2

(−λi) = 0

et les µi sont non tous nuls, 
ar les λi sont non tous nuls.

Ainsi si O ∈ E , on a :

µ1
−−→
OA1 + . . . µk

−−→
OAk =

−→
0
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En e�et :

k
∑

i=1

µi
−−→
OAi = µ1

−−→
OA1 +s um

k
i=2µi

−−→
OAi

= µ1
−−→
OA1 +

k
∑

i=2

µi(
−−→
OA1 +

−−−→
A1Ai)

= µ1
−−→
OA1 +

k
∑

i=2

µi
−−→
OA1 +

k
∑

i=2

µi
−−−→
A1Ai

=

(

µ1 +

k
∑

i=2

µi

)

−−→
OA1 +

k
∑

i=2

µi
−−−→
A1Ai

=

(

k
∑

i=1

µi
−−→
OAi

)

−

k
∑

i=2

λi
−−−→
A1Ai

= 0

par dé�nition des µi et des λi.

Étape 2 Comme les (µi)1≤i≤k sont non tous nuls et que

∑

µi = 0 alors ∃j ∈ {1, . . . , k} tel

que µj > 0. Posons pour 1 ≤ i ≤ k,

λ = inf{
ti

µi
, µi > 0}

(on a le droit puisqu'il y a au moins

tj

µj
∈ λ). Et soit vi = ti− λµi. On a vi ∈ R+ par dé�nition de

λ et :

k
∑

i=1

vi =

k
∑

i=1

(ti − λµi) =

k
∑

k=1

ti − λ

k
∑

i=1

µi = 1


ar

∑

ti = 1 et

∑

µi = 0.
D'autre part ∃q ∈ {1, . . . , k} tel que vq = 0 par dé�nition de λ et 
ar vi = ti − λµi, don
 :

M =

k
∑

i=1,i6=q

viAi


ar :

−−→
OM =

k
∑

i=1

ti
−−→
OAi

=
k
∑

i=1

ti
−−→
OAi − λ

k
∑

i=1

µi
−−→
OAi par dé�nition des µi ;

=
k
∑

i=1

(tiλµi)
−−→
OAi

=

k
∑

i=1

vi
−−→
OAi

=

k
∑

i=1,i6=q

vi
−−→
OAi

Ainsi on a é
rit M 
omme bary
entre de k − 1 points de A 
e qui 
ontredit notre hypothèse de

départ.

Corollaire 0.1.1 Soit A une partie non vide de E. Si A est une partie 
ompa
te de E alors Cv(A)
est aussi 
ompa
te.
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Démonstration Soient n = dim(E) et

K = {(t1, . . . , tn+1) ∈ [0, 1]n+1,

n+1
∑

i=1

ti = 1}

K est un 
ompa
t de R
n+1

. On pose :

f : K × En+1 =⇒ E

(t1, . . . , tn+1, A1, . . . , An+1) 7−→

n+1
∑

i=1

tiAi

Or Cv(A) = f(K × An+1) d'après le théorème pré
édent, f est 
ontinue et K × An+1
est un


ompa
t (
ar produit �ni de 
ompa
ts) alors Cv(A) est 
ompa
t.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 Un produit �ni de 
ompa
ts est 
ompa
t.

Démonstration On se pla
e dans le 
as métrique, ie l'espa
e admet une distan
e. Dans 
e


as, on a la 
ara
térisation séquentielle de la 
ompa
ité, ie de toute suite d'un 
ompa
t, on peut

extraire une sous-suite 
onvergente.

On pro
ède par ré
urren
e sur le nombre de 
ompa
t dans le produit.

� k = 2 On 
onsidère K1 ×K2. Soient (xn, yn) ∈ K1 ×K2 une suite. Comme K1 est 
ompa
t

alors il existe une fon
tion φ : N −→ N stri
tement 
roissante telle que (xφ(n))n 
onverge vers

x ∈ K1. Comme K2 est aussi 
ompa
t alors il existe ψ : N −→ N stri
tement 
roissante telle

que (xψ(n)) 
onverge vers y ∈ K2. De plus puisque (xφ(n)) 
onverge alors (xψ(φ(n))) 
onverge
aussi vers x ∈ K1. Ainsi on a trouvé une sous-suite de K1 ×K2 qui 
onverge dans K1 ×K2

d'où le résultat.

� k ≥ 2 On suppose le résultat vrai pour un produit de n 
ompa
ts. On 
onsidère un produit

de n+ 1 
ompa
ts : K1 × . . .×Kn+1 = Q1 ×Kn+1 ave
 Kn+1 
ompa
t et Q1 produit de n


ompa
ts don
 
ompa
t par hypothèse de ré
urren
e, d'où K1× . . .×Kn+1 
ompa
t d'après

l'initialisation.

Lemme 0.2 L'image par une appli
ation 
ontinue d'un 
ompa
t est 
ompa
t.

Démonstration On se pla
e toujours dans le 
adre métrique.

Soit K un 
ompa
t et f une appli
ation 
ontinue, montrons que f(K) est 
ompa
t.

Soit (yn) une suite de f(K), alors ∀n ∈ N il va exister xn ∈ K tel que yn = f(xn). On 
onsidère

la suite (f(xn))n ∈ f(K).
Comme K 
ompa
t, alors il existe φ : N −→ N stri
tement 
roissante telle que (xφ(n))n 
onverge

vers x ∈ K. Or 
omme f est 
ontinue alors la suite f(xφ(n)) 
onverge vers f(x) ∈ f(K), d'où la


ompa
ité de f(K).

Remarque : Si xn −→ x alors f(xn) −→ f(x) ave
 f 
ontinue, 
e résultat se démontre en

utilisant les dé�nitions de la 
ontinuité de f et de la 
onvergen
e de xn.

En e�et, 
omme xn −→ x alors :

∀ǫ > 0, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, d(xn, x) < ǫ

Comme f est 
ontinue en xn en parti
ulier alors 
ela signi�e que :

∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀y, d(xn, y) < δ ⇒ d(f(xn), f(y)) < ǫ

En parti
ulier la dé�nition de 
ontinuité s'applique au point x, si on �xe ǫ > 0, ∃δ > 0 tel que

d(xn, x) < δ ⇒ d(f(xn), f(x)) < ǫ.

Or 
omme xn −→ x, on sait qu'un tel δ existe, ie pour ǫ > 0 �xés et pour 
e δ > 0 �xés, on a

∃N ∈ N, ∀n ≥ N , d(xn, x) < δ ⇒ d(f(xn), f(x)) < ǫ.

Or δ dépend uniquement du ǫ d'avant d'où pour ǫ > 0 �xés, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N , d(f(xn), f(x)) < ǫ.

D'où le résultat.
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