Théoreme de Carathéodory

Références : | | ou | |

Théoréme 0.1 Soit £ un espace affine euclidien de dimension finie non nulle.

Soit A une partie de £.

Alors tout élément de Cv(A) 'enveloppe conveze de A est un barycentre a coefficients positifs ou
nuls de k points de A avec k < 1+ dim(E).

Rappels

Définition 0.1 Un espace affine euclidien est un espace affine (€, E) ot E est un espace vectoriel
euclidien.

Définition 0.2 Soit K un corps commutatif. Un K-espace affine est un triplet (£, E, ) ou £ est
un ensemble non vide, E est un K-espace vectoriel et x est une loi externe x : Ex E — £ possédant
les propriétés suivantes :

- VP € &, Uapplication ¢p : E — & telle que & — P x U est bijective ;

-VPe&, VU, 7€ E, ona (Px*w)*¥=Px(dx7).
On dit alors que E est l’espace vectoriel associé a (€, E,x) et que (E,E,*) est un espace affine
attaché a E.

Démonstration Soit M € Cv(A). Alors d’aprés le lemme qui suit M est une combinaison
convexe de k points de A, ie

k
M = ZtiAi
=1

avec A; € Aett; >0,Vie{l,... k}.
Ainsi cela signifie que :
k k

/11—]\>4 = Z tiAl—AZ = Z tim
i=1 i=2

— = .
(car A1 A1 = 0 et d’apres les différentes fagons de noter un barycentre).
On raisonne par I’absurde et on suppose que k& > 1+ dim(&).

. — -
Etape 1 Le systéme (A1 As,..., A1 Ay) est lié (car M combinaison convexe de A;) donc il
existe Ag,...,Ar € R non tous nuls tels que :

A Ay + .+ M A AL = O

On pose 3 = Ao+ ...+ g et p; = —\; pour i = {2,...,k}. Alors :

k k k k
Z,Ui = +Zui = Z)\+Z(_)\i) =0
=1 =2 i—2 =2

et les p; sont non tous nuls, car les \; sont non tous nuls.
Ainsisi O € £, on a: R
[1,10141 +... /LkOAk =0



En effet :

=2
k k
— — —
= mOA; + ZMOz‘h + ZMzAlAz
=2 =2
k K
= <M1 + Zm) OA; + ZMzAlAz
=2 =2
e AN
= <Z mOAZ) - NALA;
i=1 =2
=0
par définition des p; et des ;.
Etape 2 Comme les (1;)1<i<k sont non tous nuls et que > pu; = 0 alors 35 € {1,...,k} tel
que p; > 0. Posons pour 1 <i < k,

t;
A=inf{Z, 5 >0
{Mi }

t .
(on a le droit puisqu’il y a au moins - € \). Et soit v; = t; — Ay;. On a v; € Ry par définition de

2%
et :
k k k

k
Zvi:Z(ti—)\ui):Zti—)\ /Li:1
i=1 k=1 1

i=1 = i=

car > t; =1et > p; =0.
D’autre part 3¢ € {1, ..., k} tel que v, = 0 par définition de A et car v; = t; — Ay,, donc :

car :

k k
= Z tiaﬁ - A Z Hi@ par définition des p; ;

k
—
= ’UZOAAz
1,i#q

.
Il

Ainsi on a écrit M comme barycentre de k — 1 points de A ce qui contredit notre hypothése de
départ.

Corollaire 0.1.1 Soit A une partie non vide de €. Si A est une partie compacte de € alors Cv(A)
est aussi compacte.



Démonstration Soient n = dim(€) et

n+1
K ={(t1,... tns1) € [0,1]"F1, Zti =1}
i=1

K est un compact de R™t!. On pose :

fKxETt—=¢
n+1
(tl,.. .,tn+1,A1,.. -;An—i-l) — thAl

i=1

Or Cv(A) = f(K x A™!) d’aprés le théoréme précédent, f est continue et K x A™*! est un
compact (car produit fini de compacts) alors Cv(A) est compact.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 Un produit fini de compacts est compact.

Démonstration On se place dans le cas métrique, ie I’espace admet une distance. Dans ce
cas, on a la caractérisation séquentielle de la compacité, ie de toute suite d'un compact, on peut
extraire une sous-suite convergente.

On procéde par récurrence sur le nombre de compact dans le produit.
— k = 2 On considére K7 x Ks. Soient (z,,,y,) € K1 X K3 une suite. Comme K; est compact
alors il existe une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que (24(,,))n converge vers
x € K;. Comme K> est aussi compact alors il existe v : N — N strictement croissante telle
que (2y(n)) converge vers y € K. De plus puisque (24(,)) converge alors (zy4(n))) converge
aussi vers x € Ki. Ainsi on a trouvé une sous-suite de K7 x Ks qui converge dans K; x Ky
d’ou le résultat.

— k > 2 On suppose le résultat vrai pour un produit de n compacts. On considére un produit

de n+ 1 compacts : K1 X ... X K41 = Q1 X K41 avec K, 41 compact et Q1 produit de n
compacts donc compact par hypothése de récurrence, d’oit Ky x ... x K, ;1 compact d’aprés
I’initialisation.

Lemme 0.2 L’image par une application continue d’un compact est compact.

Démonstration On se place toujours dans le cadre métrique.
Soit K un compact et f une application continue, montrons que f(K) est compact.
Soit (y,) une suite de f(K), alors Vn € N il va exister x,, € K tel que y, = f(x,). On considére
la suite (f(zn))n € f(K).
Comme K compact, alors il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (24(,))n converge
vers x € K. Or comme f est continue alors la suite f(z4,)) converge vers f(x) € f(K), d’ot la
compacité de f(K).

Remarque : Si z,, — x alors f(z,) — f(z) avec f continue, ce résultat se démontre en
utilisant les définitions de la continuité de f et de la convergence de x,,.
En effet, comme z,, — x alors :

Ve > 0,3IN € N,Vn > N,d(z,,xz) <€
Comme f est continue en z,, en particulier alors cela signifie que :
Ve > 0,30 > 0,Vy,d(zn,y) < d = d(f(zn), fly)) <e

En particulier la définition de continuité s’applique au point z, si on fixe ¢ > 0, 3§ > 0 tel que
d(zp,x) < 6=d(f(zy), f(z)) <e.

Or comme z,, — x, on sait qu’'un tel § existe, ie pour € > 0 fixés et pour ce § > 0 fixés, on a
AN e N,Vn > N, d(zp,z) < d = d(f(zn), f(z)) < e

Or § dépend uniquement du e d’avant d’ott pour € > 0 fixés, AN € N, Vn > N, d(f(z,), f(x)) < e.
D’oit le résultat.
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