Théoréme de Liapounov

Références : | | p-138-143 (| et | D-

Théoréme 0.1 Soit le systeme différentiel :

y' = f(y)
y(0) ==z

avec f: R" — R"™ de classe C* et telle que f(0) = 0.

On suppose que la matrice A = Df(0) a toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement
négative.

Alors lorigine est un point d’équilibre attractif du systéme différentiel et pour tout x assez voisin
de 0, la solution y(t) tend exponentiellement vers 0 lorsque t tend vers linfini.

But : comparer le comportement des solutions du systéme différentiel :

y' = f(y)
y(0) ==z

a celui des solutions du systéme linéarisé au voisinage de 0 :

{ 2= Az
z2(0) ==

Démonstration

Etape 1 : Soient \Aq,...,\; les valeurs propres distinctes de A. Montrons que 3P € R[X] tel
que Vt € R, Vx € R"”,
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D’aprés le lemme des noyaux, on sait que :
C" = Pker(A - \I)™
J
ol m; est la multiplicité de A;.

AinsiVz € C",on a . = x1 + ... + xk, avec les x; € ker(A — \;1)™9.
Chaque sous-espace E; est stable par A, donc :
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car xj € Ej, ie (A—\;I)P(z;) = 0 pour p > m;. L'espace C™ étant muni d’une norme quelconque,
on a donc, Vi € Ret 1 < j < k une inégalité de la forme :
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Ainsi pour z € C" :

k k
ez (< | ey |< O+ et | D RO max || 2 ||
j=1 j=0

D’ou l'inégalité voulue par équivalence des normes sur C”.

Etape 2 Déduisons-en le comportement de z(t) quand ¢ — 4+00. On a :

2= Az
z2(0) ==
La solution du systéme linéarisé est z(t) = e*42. Comme les valeurs propres de A sont de partie

réelle strictement négative, alors 3a > 0 tel que R(\;) < —a pour tout j =1,..., k. Ainsi d’apres
I’étape 1, on a :
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Or C(14|t))»~tet®*N)+a) 5 0 quand t — 400 (car on a choisi a pour cela), donc cette quantité
est bornée pour ¢ > 0, d’ou :
| 2(t) |< Cem || 2 ||

Donc z(t) tend exponentiellement vers 0 quand ¢ — +oo et l'origine est un point d’équilibre
attractif.

Etape 3 Montrons que :
o0
b(z,y) = / < etz ety > dt
0

définit une forme bilinéaire symétrique sur R™ et que la forme quadratique g(x) = b(z, x) (appelée
fonction de Liapounov) est définie positive.
— b bien définie :

| < ez ey > | <[l ea [l ey < CPe x|l y |

d’aprés I'étape 2 et 'inégalité de Cauchy-Schwartz, donc b est bien définie.
— b linéaire par rapport i la premiére variable : soient z,y € R™, soit A € R :

o0
b(Ax +y,z) = / < ez +y), etz > dt
OOO
= / (A < ez etz > 4 < ey etz >)dt
0

= \b(z,2) + by, 2)

car < .,. > est le produit scalaire canonique de R".



— b symétrique : b(x,y) = b(y, ) car < .,. > est.
— b bilinéaire : car linéaire par rapport & la premiére variable et symétrique.
— ¢ définie positive : soit € R"™, on suppose que :

bz, z) :/ | etz |2 dt = 0
0

A

Alors d’aprés le théoréme de nullité de 'intégrale, on a Va € [0, +oo[, ez = 0, d’ot = = 0.

Etape 4 Montrons que :
< gradq(z), Az >= 2b(z, Az) = — || = ||
Soient x,y € R™, soit t € R, on a :
q(z +ty) = b(z + ty, x + ty) = b(x, ) + 2b(x, ty) + b(ty, ty)
= q(x) + 2tb(w,y) + t*q(y)

D’otl en dérivant par rapport &t :

%(q(x +ty)) = 2b(x, y) + 2tq(y)
Ainsi :

Da(e)(y) = 5 (alar + 1)), = 20(z.)

En particulier, on a donc :
+oo
< gradq(x), Ar >= Dq(z)(Ax) = 2b(z, Ax) = / 2 < etz e Ax > dt
0

Or < ez, etdr >'=< et Az, etx > + < ez, et Az >= 2 < e, et Az > d'ou

o0

/ 2 < etz et Ar > dt = [|| ez |2 =~ || = ||?
0
car || !4z ||— 0 quand ¢t — +oo d’aprés I'étape 2.
Etape 5 On suppose qu’il existe une solution () au probléme initial définie pour tout ¢ > 0.

On pose 7(y) = f(y) — Ay. Montrons que q(y)' = — || v ||* +2b(y, r(y)) et que Ja, B > 0 tels que

q(y) < o implique — || y [I* +2b(y, 7(y)) < Ba(y)-
On a le systéme : y' = f(y) = Ay + r(y).

q'(y) = Da(y)(y') = 2b(y,y") = 2b(y, Ay) + 20(y, 7(y)) = — | y > +2b(y,7(y))
d’apres ’étape 4.
On remarque qu’on aurait simplement q(z)’ = — || z || pour le systéme linéarisé. L’idée est que,

r étant petit, les fonctions q(y(t)) et ¢(z(t)) auront & peu prés le méme comportement quand
t — 4o0. Pour préciser cela, on va majorer b(y,r(y)) en utilisant, par commodité, la norme
donnée par la forme quadratique ¢. On a :

by, ()| < Vay)Valr(y))

d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour une forme bilinéaire et par définition de la norme
associée & une forme quadratique.
Comme r(y) = £(y) — Ay = f(y) — £(0) = DF(0)(y) (car £(0) = 0 et A = Df(0)) et comme par

définition de la différentielle :
fla+h) = f(a) + Df(a)(h)+ [ B[l (ll h 1)
avec €(h) — 0 quand h — 0. Sion fait a =0, h =y et || . ||= 1/¢(.), alors on obtient :

f(y)=f(0)+Df0)(y) + vVaye(vay))



D’ott Ve > 0, 3o > 0 tel que ¢(y) < o implique 1/q(r(y)) < e1/q(y) (par définition de limite).
Ainsi :
26(y, r(y)) < 2¢eq(y)

De plus d’apres I’équivalence des normes || . || et 1/q(.), il existe une constante C > 0 telle que
Cq(y) <[l y |I?, ot : / ,
ay) = — | v I* +2b(y, 7(y)) < —Ba(y)

C
pour ¢(y) < a et avec § = C' — 2¢ (qui est positif si on choisit € < 5)

Etape 6 Déduisons-en que ¢(x) < a implique ¢(y(t)) < a pour tout t > 0 et que ¢(y(t)) < e Plq(x).
D’apres ’étape 5, on a : q(y(t)) < —pBq(y(t)) lorsque ¢(y(t)) < «, cette condition est satisfaite
pour ¢ > 0 si la donnée initiale = vérifie ¢(z) < a.

En effet, sinon il existerait ¢y > 0 tel que q(y(to)) = o d’ott q(y(to)) < —PBq(y(to)) < 0 et q(y(¢))
devrait étre > « pour t légérement inférieur & ¢y, ce qui est en contradiction avec la définition de
to.

q(y) vérifie une inéquation différentielle, on la résout :

(e”'q(y)) = €"*(qly)' + Ba(y)) <0

d’aprés I’étape 5. Or y(0) = doa V¢ > 0 :

q(y(t)) < e Plq(x)

Donc y(t) tend exponentiellement vers 0 quand t — +o00, tout comme z(¢) du systéme linéarisé.

Lemmes utilisés
— Cauchy-Schwartz ;
— norme définie a partir d’'une forme quadratique
— ajouter déf d’'un point d’équilibre attractif;
— ajouter méthode de calcul d’une différentiel avec ’ajout de ¢;
— ajouter formule liant le gradient et la différentielle.

Lemme 0.1 (Décomposition des noyaux) Soit f € L(E). Soit P = P, ... P, € K[X] avec les
P; € K[X] premiers entre eux deux & deux. Alors : ker(P(f)) = ker(P1(f)) @ ... @ ker(Pk(f)).

Démonstration On procéde par récurrence sur k > 2.

— k=2 Comme P; et P, sont premiers entre eux alors d’aprés le théoréme de Bézout il va
exister U,V € K[X] tels que UP, + VP, = 1.
Soit x € ker(Py(f)) Nker(Pe(f)). Alors Pi(f)(z) = 0 et Py(f)(x) = 0. Or d’aprés la re-
lation de Bézout x = (UPy + VP)(z) = UP(f)(z) + VP2(f)(x) = 0 donc = = 0. Donc
ker(Py(f)) Nker(Py(f)) = {0}
Soit = € ker(P(f)). On a toujours z = (UP; + V Py)(x). Or :

Py(f)(UPL(f)(x)) =UPLPa(f)(x) =UP(f)(xz) =0

donc UP; (f)(x) € ker(Pa(f)).
De méme, on montre que VP2 (f)(z) € ker(P1(f)) donc z = UPy(f)(z) + VP2 (f)(x) s’écrit
somme d’un élément de ker(P;(f)) et de ker(Py(f)) d’ou le résultat.

— k > 2 On suppose que le résultat est vrai au rang k.
On a P = Q1Q2 avec Q1 = Py... P, et Q2 = Pry1, comme les polynomes @1 et Q2 sont
premiers entre eux, alors d’aprés le cas ou k = 2, on a ker(P(f)) = ker(Q1(f)) ® ker(Q2(f)).
Or par hypothése de récurrence on sait que ker(Q1(f)) = ker(Py(f)) & ... ®ker(P(f)). D’ou
le résultat.

Corollaire 0.1.1 C" = P, ker(4 — \;1)™



Démonstration On pose P = [];(X —A;)™/. Comme les (X —\;)™/ sont premiers entre eux
deux & deux (car les \; sont distincts) et comme A est la matrice d’un endomorphisme f € £(C"),
alors d’aprés le lemme des noyaux :

ker(P(f)) = @ ker(f — \jid)™

Or A diagonalisable, donc P(f) =0 d’ou ker(P(f)) = C™, d’ou le résultat.

Lemme 0.2 Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont équiva-
lentes.

Démonstration Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et (eq,...,e,) une base de
E. AlorsVz € E, x =), z;e;.
On sait que Ny(x) = sup, |z;| définit une norme sur E. Montrons que toutes les normes sur F sont
équivalentes a Nj.
Soit N une norme sur F, on a Vx € E :
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1
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Munissons maintenant K" de la norme produit, ie || (x1,...,2,) ||co= sup, |z;|.L’application :

¢ (K™ || - llsc) — (E, No)
(:cl,...,xn)r—>z:ci
i=1

est une isométrie donc S = {z € E,No(x) = 1} est un compact de (E, Np) (car image de la
sphére unité de K", qui est compacte car fermée et bornée dans K", par ¢ qui est continue car
isométrique). D’aprés l'inégalité précédente et celle de Minkowski, on a :

IN(z) = N(y)| < N(z —y) < CNo(z —y)

Donc l’application N : (E, Ng) — R est continue.
Or comme S est un compact de (E, No), on en déduit que b = inf y,(z)—1 N(z) # 0. Ainsi Vz € E,
x#0:

N(z) = No(z)N ( Noz(x)) > bNy ()
D’ou le résultat.

Lemme 0.3 Une suite convergente est bornée.

Démonstration Comme (uy), est une suite convergente alors :
Ve >0,IN e N,Vn > N, |u, — 1| <€

Ainsisin > N, |up| = |up, =1 +1| < e+
Donc Vn € N, |u,| < max, <y |un| + €+ |I].
Donc (up), est bornée.
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