
Théorème de Liapounov

Référenes : [Rou09℄ p.138-143 ([Gou08℄ et [Gou94℄).

Théorème 0.1 Soit le système di�érentiel :

{

y′ = f(y)

y(0) = x

ave f : Rn −→ Rn
de lasse C1

et telle que f(0) = 0.
On suppose que la matrie A = Df(0) a toutes ses valeurs propres de partie réelle stritement

négative.

Alors l'origine est un point d'équilibre attratif du système di�érentiel et pour tout x assez voisin

de 0, la solution y(t) tend exponentiellement vers 0 lorsque t tend vers l'in�ni.

But : omparer le omportement des solutions du système di�érentiel :

{

y′ = f(y)

y(0) = x

à elui des solutions du système linéarisé au voisinage de 0 :

{

z′ = Az

z(0) = x

Démonstration

Étape 1 : Soient λ1, . . . , λk les valeurs propres distintes de A. Montrons que ∃P ∈ R[X ] tel
que ∀t ∈ R, ∀x ∈ Rn

,

‖ etAx ‖≤ P (|t|)





k
∑

j=1

etℜ(λj)



 ‖ x ‖

D'après le lemme des noyaux, on sait que :

C
n =

⊕

j

ker(A− λjI)
mj

où mj est la multipliité de λj .

Ainsi ∀x ∈ Cn
, on a x = x1 + . . .+ xk, ave les xj ∈ ker(A− λjI)

mj
.

Chaque sous-espae Ej est stable par A, don :

etAxj = etλjetA−tλjIxj

= etλj

(

∞
∑

p=0

tp

p!
(A− λjI)

p

)

xj

= etλj

(

mj−1
∑

p=0

tp

p!
(A− λjI)

p

)

xj
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ar xj ∈ Ej , ie (A−λjI)
p(xj) = 0 pour p ≥ mj . L'espae C

n
étant muni d'une norme quelonque,

on a don, ∀t ∈ R et 1 ≤ j ≤ k une inégalité de la forme :

‖ etAxj ‖ ≤‖ etλj ‖‖ xj ‖‖

mj−1
∑

p=0

tp

p!
(A− λjI)

p ‖

≤‖ etλj ‖‖ xj ‖ mj(1 + |t|)mj−1 ‖ A− λjI ‖mj

≤ C ‖ etℜ(λj)+iℑ(λj) ‖ (1 + |t|)mj−1 ‖ xj ‖

≤ Cetℜ(λj)(1 + |t|)n−1 ‖ xj ‖

Ainsi pour x ∈ Cn
:

‖ etAx ‖≤

k
∑

j=1

‖ etAxj ‖≤ C(1 + |t|)n−1





k
∑

j=0

etℜ(λj)



max
j

‖ xj ‖

D'où l'inégalité voulue par équivalene des normes sur Cn
.

Étape 2 Déduisons-en le omportement de z(t) quand t −→ +∞. On a :

{

z′ = Az

z(0) = x

La solution du système linéarisé est z(t) = etAx. Comme les valeurs propres de A sont de partie

réelle stritement négative, alors ∃a > 0 tel que ℜ(λj) < −a pour tout j = 1, . . . , k. Ainsi d'après
l'étape 1, on a :

‖ z(t) ‖=‖ etAx ‖ ≤ C(1 + |t|)n−1





k
∑

j=1

etℜ(λj)



 ‖ x ‖

= C(1 + |t|)n−1





k
∑

j=1

etℜ(λj)eta



 e−at ‖ x ‖

Or C(1+ |t|)n−1et(ℜ(λj)+a) −→ 0 quand t −→ +∞ (ar on a hoisi a pour ela), don ette quantité

est bornée pour t ≥ 0, d'où :

‖ z(t) ‖≤ Ce−at ‖ x ‖

Don z(t) tend exponentiellement vers 0 quand t −→ +∞ et l'origine est un point d'équilibre

attratif.

Étape 3 Montrons que :

b(x, y) =

∫ ∞

0

< etAx, etAy > dt

dé�nit une forme bilinéaire symétrique sur Rn
et que la forme quadratique q(x) = b(x, x) (appelée

fontion de Liapounov) est dé�nie positive.

� b bien dé�nie :

| < etAx, etAy > | ≤‖ etAx ‖‖ etAy ‖≤ C2e−2at ‖ x ‖‖ y ‖

d'après l'étape 2 et l'inégalité de Cauhy-Shwartz, don b est bien dé�nie.

� b linéaire par rapport à la première variable : soient x, y ∈ Rn
, soit λ ∈ R :

b(λx+ y, z) =

∫ ∞

0

< etA(λx + y), etAz > dt

=

∫ ∞

0

(λ < etAx, etAz > + < etAy, etAz >)dt

= λb(x, z) + b(y, z)

ar < ., . > est le produit salaire anonique de Rn
.

2



� b symétrique : b(x, y) = b(y, x) ar < ., . > l'est.

� b bilinéaire : ar linéaire par rapport à la première variable et symétrique.

� q dé�nie positive : soit x ∈ Rn
, on suppose que :

b(x, x) =

∫ ∞

0

‖ etAx ‖2 dt = 0

Alors d'après le théorème de nullité de l'intégrale, on a ∀x ∈ [0,+∞[, etAx = 0, d'où x = 0.

Étape 4 Montrons que :

< grad q(x), Ax >= 2b(x,Ax) = − ‖ x ‖2

Soient x, y ∈ Rn
, soit t ∈ R, on a :

q(x+ ty) = b(x+ ty, x+ ty) = b(x, x) + 2b(x, ty) + b(ty, ty)

= q(x) + 2tb(x, y) + t2q(y)

D'où en dérivant par rapport à t :

d

dt
(q(x + ty)) = 2b(x, y) + 2tq(y)

Ainsi :

Dq(x)(y) =
d

dt
(q(x+ ty))|t=0

= 2b(x, y)

En partiulier, on a don :

< grad q(x), Ax >= Dq(x)(Ax) = 2b(x,Ax) =

∫ +∞

0

2 < etAx, etAAx > dt

Or < etAx, etAx >′=< etAAx, etAx > + < etAx, etAAx >= 2 < etAx, etAAx > d'où :

∫ ∞

0

2 < etAx, etAAx > dt = [‖ etAx ‖2]∞0 = − ‖ x ‖2

ar ‖ etAx ‖−→ 0 quand t −→ +∞ d'après l'étape 2.

Étape 5 On suppose qu'il existe une solution y(t) au problème initial dé�nie pour tout t ≥ 0.
On pose r(y) = f(y) − Ay. Montrons que q(y)′ = − ‖ y ‖2 +2b(y, r(y)) et que ∃α, β > 0 tels que

q(y) ≤ α implique − ‖ y ‖2 +2b(y, r(y)) ≤ βq(y).
On a le système : y′ = f(y) = Ay + r(y).

q′(y) = Dq(y)(y′) = 2b(y, y′) = 2b(y,Ay) + 2b(y, r(y)) = − ‖ y ‖2 +2b(y, r(y))

d'après l'étape 4.

On remarque qu'on aurait simplement q(z)′ = − ‖ z ‖2 pour le système linéarisé. L'idée est que,

r étant petit, les fontions q(y(t)) et q(z(t)) auront à peu près le même omportement quand

t −→ +∞. Pour préiser ela, on va majorer b(y, r(y)) en utilisant, par ommodité, la norme

donnée par la forme quadratique q. On a :

|b(y, r(y))| ≤
√

q(y)
√

q(r(y))

d'après l'inégalité de Cauhy-Shwartz pour une forme bilinéaire et par dé�nition de la norme

assoiée à une forme quadratique.

Comme r(y) = f(y) − Ay = f(y) − f(0) −Df(0)(y) (ar f(0) = 0 et A = Df(0)) et omme par

dé�nition de la di�érentielle :

f(a+ h) = f(a) +Df(a)(h)+ ‖ h ‖ ǫ(‖ h ‖)

ave ǫ(h) −→ 0 quand h −→ 0. Si on fait a = 0, h = y et ‖ . ‖=
√

q(.), alors on obtient :

f(y) = f(0) +Df(0)(y) +
√

q(y)ǫ(
√

q(y))
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D'où ∀ǫ > 0, ∃α > 0 tel que q(y) ≤ α implique

√

q(r(y)) ≤ ǫ
√

q(y) (par dé�nition de limite).

Ainsi :

2b(y, r(y)) ≤ 2ǫq(y)

De plus d'après l'équivalene des normes ‖ . ‖ et

√

q(.), il existe une onstante C > 0 telle que

Cq(y) ≤‖ y ‖2, d'où :

q(y)′ = − ‖ y ‖2 +2b(y, r(y)) ≤ −βq(y)

pour q(y) ≤ α et ave β = C − 2ǫ (qui est positif si on hoisit ǫ <
C

2
).

Étape 6 Déduisons-en que q(x) < α implique q(y(t)) ≤ α pour tout t ≥ 0 et que q(y(t)) ≤ e−βtq(x).
D'après l'étape 5, on a : q(y(t))′ ≤ −βq(y(t)) lorsque q(y(t)) ≤ α, ette ondition est satisfaite

pour t ≥ 0 si la donnée initiale x véri�e q(x) < α.

En e�et, sinon il existerait t0 > 0 tel que q(y(t0)) = α d'où q(y(t0))
′ ≤ −βq(y(t0)) < 0 et q(y(t))

devrait être > α pour t légèrement inférieur à t0, e qui est en ontradition ave la dé�nition de

t0.

q(y) véri�e une inéquation di�érentielle, on la résout :

(eβtq(y))′ = eβt(q(y)′ + βq(y)) ≤ 0

d'après l'étape 5. Or y(0) = x d'où ∀t ≥ 0 :

q(y(t)) ≤ e−βtq(x)

Don y(t) tend exponentiellement vers 0 quand t −→ +∞, tout omme z(t) du système linéarisé.

Lemmes utilisés

� Cauhy-Shwartz ;

� norme dé�nie à partir d'une forme quadratique

� ajouter déf d'un point d'équilibre attratif ;

� ajouter méthode de alul d'une di�érentiel ave l'ajout de t ;

� ajouter formule liant le gradient et la di�érentielle.

Lemme 0.1 (Déomposition des noyaux) Soit f ∈ L(E). Soit P = P1 . . . Pk ∈ K[X ] ave les

Pi ∈ K[X ] premiers entre eux deux à deux. Alors : ker(P (f)) = ker(P1(f))⊕ . . .⊕ ker(Pk(f)).

Démonstration On proède par réurrene sur k ≥ 2.
� k=2 Comme P1 et P2 sont premiers entre eux alors d'après le théorème de Bézout il va

exister U, V ∈ K[X ] tels que UP1 + V P2 = 1.
Soit x ∈ ker(P1(f)) ∩ ker(P2(f)). Alors P1(f)(x) = 0 et P2(f)(x) = 0. Or d'après la re-

lation de Bézout x = (UP1 + V P2)(x) = UP1(f)(x) + V P2(f)(x) = 0 don x = 0. Don
ker(P1(f)) ∩ ker(P2(f)) = {0}.
Soit x ∈ ker(P (f)). On a toujours x = (UP1 + V P2)(x). Or :

P2(f)(UP1(f)(x)) = UP1P2(f)(x) = UP (f)(x) = 0

don UP1(f)(x) ∈ ker(P2(f)).
De même, on montre que V P2(f)(x) ∈ ker(P1(f)) don x = UP1(f)(x) + V P2(f)(x) s'érit
somme d'un élément de ker(P1(f)) et de ker(P2(f)) d'où le résultat.

� k ≥ 2 On suppose que le résultat est vrai au rang k.

On a P = Q1Q2 ave Q1 = P1 . . . Pk et Q2 = Pk+1, omme les polyn�mes Q1 et Q2 sont

premiers entre eux, alors d'après le as où k = 2, on a ker(P (f)) = ker(Q1(f))⊕ ker(Q2(f)).
Or par hypothèse de réurrene on sait que ker(Q1(f)) = ker(P1(f))⊕ . . .⊕ker(Pk(f)). D'où
le résultat.

Corollaire 0.1.1 Cn =
⊕

j ker(A− λjI)
mj
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Démonstration On pose P =
∏

j(X−λj)
mj

. Comme les (X−λj)
mj

sont premiers entre eux

deux à deux (ar les λj sont distints) et omme A est la matrie d'un endomorphisme f ∈ L(Cn),
alors d'après le lemme des noyaux :

ker(P (f)) =
⊕

j

ker(f − λjid)
mj

Or A diagonalisable, don P (f) = 0 d'où ker(P (f)) = Cn
, d'où le résultat.

Lemme 0.2 Dans un espae vetoriel normé de dimension �nie, toutes les normes sont équiva-

lentes.

Démonstration Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie et (e1, . . . , en) une base de

E. Alors ∀x ∈ E, x =
∑

i xiei.

On sait que N0(x) = supi |xi| dé�nit une norme sur E. Montrons que toutes les normes sur E sont

équivalentes à N0.

Soit N une norme sur E, on a ∀x ∈ E :

N(x) = N

(

n
∑

i=1

xiei

)

≤

n
∑

i=1

N(xiei) ar N norme ;

=

n
∑

i=1

|xi|N(ei) ar N norme ;

≤ sup
i

|xi|

n
∑

i=1

N(ei) = CN0(x)

Munissons maintenant Kn
de la norme produit, ie ‖ (x1, . . . , xn) ‖∞= supi |xi|.L'appliation :

φ : (Kn, ‖ . ‖∞) −→ (E,N0)

(x1, . . . , xn) 7−→

n
∑

i=1

xi

est une isométrie don S = {x ∈ E,N0(x) = 1} est un ompat de (E,N0) (ar image de la

sphère unité de Kn
, qui est ompate ar fermée et bornée dans Kn

, par φ qui est ontinue ar

isométrique). D'après l'inégalité préédente et elle de Minkowski, on a :

|N(x)−N(y)| ≤ N(x− y) ≤ CN0(x− y)

Don l'appliation N : (E,N0) −→ R est ontinue.

Or omme S est un ompat de (E,N0), on en déduit que b = infN0(x)=1 N(x) 6= 0. Ainsi ∀x ∈ E,

x 6= 0 :

N(x) = N0(x)N

(

x

N0(x)

)

≥ bN0(x)

D'où le résultat.

Lemme 0.3 Une suite onvergente est bornée.

Démonstration Comme (un)n est une suite onvergente alors :

∀ǫ > 0, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, |un − l| < ǫ

Ainsi si n ≥ N , |un| = |un − l + l| ≤ ǫ+ |l|.
Don ∀n ∈ N, |un| ≤ maxn<N |un|+ ǫ+ |l|.
Don (un)n est bornée.
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