
Théorème de Müntz

Référenes : [Gou08℄ p.291-292 ([Gou94℄).

Énoné

Théorème 0.1 (Théorème de Müntz) Soit (C, ‖ . ‖2) l'espae des fontions ontinue sur [0, 1]
muni de la norme L2.

Soit (αn)n∈N∗
une suite de nombres réels stritement positifs stritement roissante.

Alors E =< (x 7−→ xαn)n∈N∗ > est dense dans C si et seulement si la série

∑

n∈N

1

αn

diverge.

Lemmes préliminaires

Lemme 0.1 Soit E un espae préhilbertien. Soit V un sous-espae de E muni d'une base (e1, . . . , en).
Soit x ∈ E.

Alors la distane d de x à V (ie d = infy∈V ‖ x− y ‖) véri�e :

d2 =
G(e1, e2, . . . , en, x)

G(e1, . . . , en)

Démonstration Soit y la projetion orthogonale de x sur V , alors x = y + z ave y ∈ V et

z ∈ V ⊥
.

Ainsi d = infy∈V ‖ x− y ‖=‖ z ‖.
De plus ∀i, < ei, y >=< ei, x − z >=< ei, x > ar z ∈ V ⊥

(ie ∀v ∈ V , < z, v >= 0) et

‖ x ‖2=‖ y ‖2 + ‖ z ‖2 +2 < y, z >=‖ y ‖2 + ‖ z ‖2 (pour la même raison) ; e qui entraîne :
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< e1, e1 > < e1, e2 > . . . < e1, en > < e1, x >
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< en, e1 > . . . . . . < en, en > < en, x >

< x, e1 > . . . . . . < x, en > < x, x >
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< e1, e1 > < e1, e2 > . . . < e1, en > < e1, y >
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< en, e1 > . . . . . . < en, en > < en, y >

< y, e1 > . . . . . . < y, en > ‖ y ‖2 + ‖ z ‖2

















Le déterminant est linéaire par rapport à sa dernière olonne (ar le déterminant est une forme n-

linéaire alternée, ie det(P1, . . . Pn)+det(P1, . . . , Qn) = det(P1, . . . , Pn+Qn)), d'où det(M) = det(P )+det(Q)
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ave :

P =

















< e1, e1 > < e1, e2 > . . . < e1, en > < e1, y >
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< en, e1 > . . . . . . < en, en > < en, y >

< y, e1 > . . . . . . < y, en > ‖ y ‖2
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< e1, e1 > < e1, e2 > . . . < e1, en > 0
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< en, e1 > . . . . . . < en, en > 0
< y, e1 > . . . . . . < y, en > ‖ z ‖2

















Or det(P ) = G(e1, . . . , en, y) = 0 ar y ∈< e1, e2, . . . , en > (ie le rang de P est inférieur ou égal à

n− 1, ie P n'est pas bijetive) et det(Q) =‖ z ‖2 G(e1, . . . , en).
D'où G(e1, . . . , en, x) = det(M) = det(Q) =‖ z ‖2 G(e1, . . . , en), ie :

‖ z ‖2= d2 =
G(e1, . . . , en, x)

G(e1, . . . , en)

Lemme 0.2 Soient a1, . . . , an ∈ K et b1, . . . , bn ∈ K tels que pour tous i, j = 1, . . . n, ai + bj 6= 0.
On pose ∆n le déterminant de Cauhy d'ordre n.

Alors :

∆n =

∏

i<j(aj − ai)
∏

i<j(bj − bi)
∏

i,j(ai + bj)

Démonstration Supposons tout d'abord que les ai sont distints deux à deux et n ≥ 2.
L'existene de la déomposition d'une fration en éléments simples nous donne : ∃λ1, . . . , λn ∈ K

tels que :

R(X) =
(b1 −X) . . . (bn−1 −X)

(X + a1) . . . (X + an)
=

λ1

(X + a1)
+ . . .+

λn

(X + an)

Déterminons les λk, pour e faire on �xe k et on multiplie R(X) par (x + ak) :

R(X)(X + ak) = λk + (X + ak)

(

λ1

(X + a1)
+ . . .+

λn

(X + an)

)

Et on e�etue X = −ak :

λk =

∏n−1

i=1
(bi + ak)

∏n−1

i=1,i6=k(ai − ak)

Maintenant si on pose L1, . . . , Ln les lignes de la matrie de Cauhy ∆n, puisque le déterminant

est invariant par ajout à une ligne d'une ombinaison linéaire des autres, on a :









L1

. . .

Ln−1

Ln









=
1

λn









L1

. . .

Ln−1
∑

λiLi









Ce que nous pouvons érire :

1

λn
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a1 + b1
. . .

1

a1 + bn
.
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R(b1) . . . R(bn)









=
1

λn









1

a1 + b1
. . .

1

a1 + bn
.
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0 . . . 0 R(bn)









On développe le déterminant par rapport à la dernière ligne :

∆n =
R(bn)

λn

(−1)2n∆n−1

=

∏n−1

i=1
(bi − bn)

∏n

i=1
(bn + ai)

∏n−1

i=1
(ai − an)

∏n−1

i=1
(bi + an)

∆n−1

2



Montrons alors par réurrene sur n ≥ 2 la formule de l'énoné du lemme sahant que∆1 =
1

a1 + b1
.

� si n = 2, alors :

∆2 =
(b1 − b2)(a1 − a2)

(b2 + a1)(b2 + a2)(b1 + a2)
∆1

=
(b1 − b2)(a1 − a2)

(b2 + a1)(b2 + a2)(b1 + a2)

1

(a1 + b1)

=

∏2

i<j(aj − ai)
∏2

i<j(bj − bi)
∏

i,j(ai + bj)

Ce qui orrespond au résultat voulu.

� Supposons la relation de l'énoné vraie au rang n− 1. Alors :

∆n =

∏n−1

i=1
(bi − bn)

∏n

i=1
(bn + ai)

∏n−1

i=1
(ai − an)

∏n−1

i=1
(bi + an)

∆n−1

=

∏n−1

i=1
(bi − bn)

∏n

i=1
(bn + ai)

∏n−1

i=1
(ai − an)

∏n−1

i=1
(bi + an)

∏n−1

i<j (aj − ai)
∏n−1

i<j (bj − bi)
∏n−1

i,j (ai + bj)

=

∏n

i<j(aj − ai)
∏n

i<j(bj − bi)
∏n

i,j(ai + bj)

Corps de la démonstration

Étape 1 Soit m ∈ R
∗
+, soit N ∈ N

∗
. On pose EN =< (xαi )1≤i≤N >. Exprimons en fontion

des αi et de m, ∆N (m) = inff∈EN
‖ xm − f ‖ où xm

désigne la fontion : x 7−→ xm
.

Le nombre∆N (m) s'interprète omme la distane (au sens L2) de x
m
àEN (puisque qu'on onsidère

un inf sur EN ).

Ainsi par dé�nition du déterminant de Gram et du lemme sur e dernier, on a :

∆N (m)2 =
G(xm, xα1 , . . . , xαN )

G(xα1 , . . . , xαN )

Or ∀a, b, on a :

< xa, xb >=

∫ 1

0

xaxbdx =

∫ 1

0

xa+bdx =
1

a+ b+ 1

Ainsi :

G(xm, xα1 , . . . , xαN ) = det













1

2m+ 1

1

m+ α1 + 1
. . .

1

m+ αN + 1
.

.

.

.

.

.

1

m+ αN + 1
. . . . . .

1

2αN + 1













=det

(

1

ai + bj

)

1≤i,j≤n

ave a1 = m, a2 = α1, . . ., an = αN et b1 = m+ 1, b2 = α1 + 1, . . ., bn = αN + 1.
D'où d'après le lemme sur le déterminant de Cauhy :

G(xm, xα1 , . . . , xαN ) =

∏

i<j(aj − ai)
∏

i<j(bj − bi)
∏

i,j(ai + bj)

=
(α1 −m)(α2 −m) . . . (αN −m)

∏

i<j(αj − αi)
2

(2m+ 1)(m+ α1 + 1) . . . (m+ αN + 1)(α1 +m+ 1) . . . (αN +m+ 1)
∏

i,j(αi + αj + 1)

=

∏

i(αi −m)2
∏

i<j(αj − αi)
2

(2m+ 1)
∏

i(m+ αi + 1)
∏

i,j(αi + αj + 1)
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De la même façon, on trouve que :

G(xα1 , . . . , xαN ) =

∏

i<j(αj − αi)
2

∏

i,j(αi + αj + 1)

Don :

∆N (m)2 =

∏

i(αi −m)2

(2m+ 1)
∏

i(m+ αi + 1)

Ainsi :

∆N (m) =
1√

2m+ 1

∏

i

∣

∣

∣

∣

αi −m

m+ αi + 1

∣

∣

∣

∣

Étape 2 Soit E =< (xαi )i∈N∗ >. Montrons que E est dense dans C si et seulement si la série

∑

n

1

αn

diverge.

(⇒) On suppose que E est dense dans C. Il existe m > 0 tel que αn 6= m, pour tout n.

Or la fontion xm ∈ C = E don la suite (∆N (m))N∈N∗ = d(xm, E)2 −→ 0, ie :

lim
N−→∞

N
∏

i=1

∣

∣

∣

∣

αi −m

m+ αi + 1

∣

∣

∣

∣

= 0 (1)

ie :

lim
N−→∞

N
∏

i=1

αi −m

m+ αi + 1
= 0 (2)

On distingue alors deux as :

� Si la suite (αn) est majorée, alors la série

∑

n

1

αn

est immédiatement divergente (ar alors

∀n, |αn| < M , ie

1

|αn|
>

1

M
et la série de terme général

1

M
est divergente).

� Sinon, ie αn −→ ∞. Soit alors N0 ∈ N tel que ∀n ≥ N0, αn > m, alors ∀n ≥ N0 :

un = log
αn −m

αn +m+ 1
= log

(

1− 2m+ 1

αn +m+ 1

)

∼ −2m+ 1

αn

Or

∑

un diverge (d'après (2)), don

∑ 1

αn

diverge aussi.

(⇐) On suppose que la série

∑ 1

αn

diverge.

D'après le théorème de Stone-Weierstrass, il su�t de montrer que ∀m ∈ N, xm ∈ E (puisque les

polyn�mes sont denses dans les fontions ontinues).

Soit don m ∈ N. Distinguons de nouveau deux as pour montrer que l'équation (2) est véri�ée.

� Si la suite (αn) est majorée, alors :

N
∏

i=1

|αi −m|
αi +m+ 1

≤
N
∏

i=1

1 + αi

αi +m+ 1

=

N
∏

i=1

(

1− 1

αi +m+ 1

)

≤
(

1− 1

supi(αi +m+ 1)

)N

−→ 0

Don l'équation (1) est véri�ée.

� Sinon l'équivalent de la suite un montre que la série

∑

un diverge vers −∞, d'où le fait que

(2) est véri�ée.
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