
Théorème de Sylow

Référene : [Per96℄ p.18-20.

Théorème 0.1 Soit G un groupe de ardinal |G| = n = pαm ave p premier et m ne divisant pas

p. Alors :

1. Si H est un sous-groupe de G qui est un p-groupe alors il existe un p-Sylow S tel que H ⊂ S ;

2. Les p-Sylow sont tous onjugués dans G (et don leur nombre k divise n) ;

3. On a k ≡ 1[p] (don k divise m).

Rappels :

Dé�nition 0.1 On appelle p-sous-groupe de G (où |G| = pαm ave p premier et m ne divisant

pas p) un sous-groupe de ardinal pa (ave a ≤ α).

Dé�nition 0.2 On appelle p-sous-groupe de Sylow de G (où |G| = pαm, p premier et m ne

divisant pas p) un sous-groupe de ardinal pα.

Remarque : S est un p-sous-groupe de Sylow de G signi�e :

� S est un p-groupe ;
� l'indie (G : S) est premier ave p.

Démonstration

Étape 1 On montre l'existene d'un p-Sylow dans G.

On plonge tout d'abordG dansSn d'après le théorème de Cayley. Puis on plongeSn dansGLn(Fp)
de la manière suivante :

Sn −→ GLn(Fp)

σ 7−→ uσ

où uσ est dé�ni sur la base anonique par uσ(ei) = eσ(i).
Finalement, on a réalisé G omme sous-groupe de GLn(Fp) qui possède un p-Sylow, don G aussi

d'après le lemme (0.1).

Étape 2 On démontre (1) et (2) ensemble.

Soit H un p-sous-groupe. Soit S un p-Sylow de G.

D'après un lemme i-dessous, on sait qu'il existe a ∈ G tel que aSa−1 ∩H soit un p-Sylow de G.

Mais omme H est un p-groupe, ie |H | = pβ , ainsi on a :

� aSa−1 ∩H ⊂ H (par dé�nition de l'intersetion) ;

� |H | = pβ et |aSa−1 ∩H | = pα ar 'est un p-Sylow.
Or pα est le plus grand ardinal possible pour un p-sous-groupe d'oùH = aSa−1∩H . En partiulier

H ⊂ aSa−1
qui est un p-Sylow (ar aSa−1 ∩H ⊂ aSa−1

). D'où le (1).
Si de plus H est un p-Sylow, alors on a exatement H = aSa−1

ar on peut faire la même preuve

et aboutir à H ⊂ aSa−1
et |H | = |aSa−1|, d'où H = aSa−1

dans e as. D'où le (2).
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Étape 3 Montrons (3).
Soit X l'ensemble des p-Sylow de G. On onsidère l'ation par onjugaison de G sur X , ie :

ρ : G −→ S(X)

g 7−→ ρg : h 7−→ ghg−1

Soit S un p-Sylow. S opère sur X (par restrition de l'ation à S) et on a via un lemme qui suit :

|X | ≡ |XS|[p]

Il reste à voir que |XS| = 1. Bien sûr si s ∈ S, on a sSs−1 = S, autrement dit S ∈ XS
et on doit

don montrer que 'est le seul.

Pour ela, soit T un p-Sylow et supposons T normalisé par S, ie

∀s ∈ S, sT s−1 = T

On onsidère le sous-groupe N de G engendré par S et T , ie N =< S, T >.

On a S ⊂ N et T ⊂ N et e sont, a fortiori, des p-Sylow de N. Mais omme S normalise T , on a

T distingué dans S et don T est l'unique p-Sylow de N don S = T .

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 Soit G un groupe ave |G| = n = pαm ave p premier et m ne divisant pas p.
Soit H un sous-groupe de G. Soit S un p-Sylow de G.

Alors ∃a ∈ G tel que aSa−1 ∩H soit un p-Sylow de G.

Démonstration Le groupe G opère sur G/S (= {aS, a ∈ G}) par translation à gauhe :

σ : G −→ S(G/S)

g 7−→ σg : (aS) 7−→ g.(aS) = (ga)S

Montrons tout d'abord que le stabilisateur de aS dans G est aSa−1
.

� Soit g ∈ StabG(aS), ie g.(aS) = aS, ie ∃s, s′ ∈ S tels que : gas = as′, ie ga = as′s−1
, ie

g = as′s−1a−1
, d'où g ∈ aSa−1

(ar S est un groupe).

� Soit g ∈ aSa−1
, alors ∃s ∈ S tel que g = asa−1

. On onsidère g.(aS) = (ga)S, ie g.(aS) = (asa−1a)S = aS
(ar S est un groupe).

De plus H opère aussi sur G/S par restrition de l'ation ave pour stabilisateur de aS : aSa−1∩H .

Il reste don à voir que l'un de es sous-groupes (les aSa−1 ∩H) est un Sylow de H . Ce sont déjà

des p-groupes et il su�t don que pour un a ∈ G, |H/(aSa−1 ∩H)| soit premier ave p.
Mais on a d'après un lemme i-dessous que |H/(aSa−1 ∩H)| = |ω(aS)| le ardinal de l'orbite de

aS dans G/S sous l'ation de H . Si tous es nombres étaient divisibles par p, il en serait de même

de |G/S| ar G/S est réunion des orbites |ω(aS)| ; e qui ontredit que S est un p-Sylow de G.

Lemme 0.2 Soit G un p-groupe opérant sur un ensemble X. Soit XG
l'ensemble des points �xes

sous G, ie

XG = {x ∈ X, ∀g ∈ G, g.x = x}

Alors |X | ≡ |XG|[p].

Démonstration On érit X omme réunion disjointe de ses orbites sous G en remarquant

que :

x ∈ XG ⇔ ω(x) = {x}

En e�et :

� Si x ∈ XG
, alors par dé�nition ∀g ∈ G, g.x = x. Or par dé�nition :

ω(x) = {y ∈ X, ∃g ∈ G, y = g.x} = {g.x, g ∈ G}

D'où ω(x) = {x}.
� Si ω(x) = {x} alors ∀g ∈ G, g.x = x d'où x ∈ XG

.
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Si x /∈ XG
, on a don |ω(x)| > 1 et omme |ω(x)| divise |G| = pn (d'après le théorème de Lagrange),

alors p divise |ω(x)|.
Le résultat provient alors de l'égalité :

|X | = |XG|+
∑

x/∈XG

|ω(x)|

Lemme 0.3 L'appliation :

G/Hx −→ ω(x)

g 7−→ g.x

est une bijetion (Hx est l'ensemble des lasses à gauhe).

Lemme 0.4 GLn(Fp) possède un p-Sylow.

Démonstration Soit Fp = Z/pZ ave p premier le orps �ni à p éléments et on onsidère

GLn(Fp) pour n ∈ N
∗
.

Alors on sait que GLn(Fp) est un groupe �ni de ardinal : (pn − 1)(pn − p) . . . (pn − pn−1), ie

|GLn(Fp)| = mpn
n−1

2
ave m ne divisant pas p.

Soit P = {A = (aij), aij = 0, si i > j et aii = 0} l'ensemble des matries triangulaires supérieures

ave des 1 sur la diagonale. Alors P est un p-Sylow, en e�et, les aij pour i < j sont hoisis

quelonques et il reste n2/2−n/2 oe�ients à hoisir, sahant qu'on a p possibilités pour haque

oe�ients ar ils sont dans Fp, d'où |P | = p× p× . . .× p = pn
n−1

2
.

Montrons que |GLn(Fp)| = (pn − 1)(pn − p) . . . (pn − pn−1).
On sait que les olonnes d'une matrie A ∈ GLn(K) forment une base de K

n
, don |GLn(Fp)|

orrespond au ardinal de l'ensemble des bases de F
n
p . Déterminons alors le ardinal de et ensemble.

On hoisit tout d'abord un premier veteur a1 pour former notre base de F
n
p et on le hoisit non

nul, don on a pn − 1 possibilités pour hoisir e veteur (ar |Fn
p | = pn). Ensuite on hoisit notre

deuxième veteur a2 de tel sorte que a2 /∈< a1 >, e qui nous laisse pn − p possibilités pour a2
(ar < a1 >= {λa1, λ ∈ Fp}, ie | < a1 > | = p). Ainsi de suite on onstruit notre base, si on a

déjà hoisi a1, . . . , ai éléments pour hoisir ai+1, on le prend /∈< a1, . . . , ai >, don on a pn − pi

possibilités pour ai+1. En�n on hoisit en dernier an pour lequel il reste pn − pn−1
possibilités,

d'où le résultat.

Lemme 0.5 (Théorème de Cayley) Un groupe �ni de ardinal n est isomorphe à un sous-

groupe de Sn (autrement dit se plonge dans Sn).

Démonstration On sait que le groupe G agit sur lui-même par translation à gauhe, ie :

σ : G −→ S(G)

g 7−→ σg : x 7−→ g.x

Comme G est de ardinal n alors on sait que S(G) est isomorphe à Sn.

Montrons maintenant que le morphisme σ est injetif.

Soit g ∈ ker(σ), alors σg = id, ie ∀x ∈ G, g.x = x don en multipliant par x−1
on obtient que

g = e. Don σ est bien injetive.

De plus d'après la propriété universelle du quotient, on sait qu'il existe un isomorphisme entre

G/ ker(σ) et ℑ(σ) qui est un sous-groupe de Sn. D'où le résultat.
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