Théoreme de prolongement de Tietze

Référence : [ |

Théoréme 0.1 (de Tietze) Soit (X,d) un espace métrique. Soit Y un fermé de X. Soitgo : Y — R
une fonction continue. Alors go admet un prolongement continu fo: X — R.

Démonstration

Etape 1 Montrons le résultat pour les fonctions continues et bornées par 1.
On note CY(X,R) (respectivement CP(Y,R)) l'ensemble des applications continues et bornées

de X (respectivement Y) dans R muni de la norme ||f|oc = sup,cx |f(x)| (respectivement
[flloe = supsey [ f(2)])-
Soit :

T:CY(X,R) — CP(Y,R)
f—fiy
I’application restriction a Y.
Montrons que T est presque surjective, ie Ja €]0, 1] et C' < oo tels que Vg € CP(Y,R), |lg]lcc < 1

et 3f € CJ(X,R) tel que [lg —T(f)|loc < aet [|fllc < C.
~~ Soit alors g € CP(Y,R) telle que [|g||s < 1. Posons :

Wl =

Y*z{:veY; Sg(ﬂﬁ)ﬁl}

1
Y™ = {:I: eY;-1<g(x) < —g}
On pose :

) = 1dist(z,Y ™) — dist(z,Y")
YT 3 dist(w, Y ) + dist(z, Y +)

Alors f € CP(X,R) et || flloo < %
~» Montrons que ||[T(f) — gllco < % en distinguant trois cas.
- Casl:xz eY™ alors g(x)— f(z) = g(z) —% € [0, ;] car comme z € YT, alors % <g(x) <1,
d’oit 0 < g(x) < %
— Cas2:z €Y, alors g(z) — f(z) = g(z) + % € [—%,O].

[\

1
- Cas3:x e Y\ (YTUYT), alors |g(z) — f(x)] < lg(@)| + (@)l < 5 + [ fll <
D’ou le fait que T soit presque surjective.

~~ D’aprés le lemme qui suit, comme 7" est une application linéaire des espaces de Banach C} (X, R)

et CI?(Y, R) qui est presque surjective, alors T est surjective et plus précisément, elle vérifie que
1

Vg € CR(Y,R) tel que ||g]|oo < 1 alorsil existe f € CP(X,R) tel que g = T(f) et || f]loo < N 3 5 = 1.
3

Autrement dit si g € CP(Y,R) est tel que ||g]lc < 1, alors g admet un prolongement continu f tel
que || flloo < 1.

§ .




Etape 2 Montrons que si [g(x)| < 1 pour tout z € Y, alors g admet un prolongement continu
f tel que |[f(x)] < 1 pour tout € X, ie montrons le résultat pour les fonctions continues et
strictement bornées par 1.
~~ Soit donc g € CY(Y,R) telle que |g(x)| < 1, on sait d’apreés I’étape 1 qu’il existe un prolongement
continu h de g tel que |h(z)| < 1 pour tout 2 € X. Distinguons deux cas :

- Si |h(z)|] < 1 pour tout x € X, alors on pose f = h;

— Sinon, on pose Z = {z € X; |h(z)| = 1} et soit f =u x h ou pour tout z € X :

. dist(z, Z)
 dist(z,Y) + dist(z, Z)

alors f répond & la question, car u = 1 sur Y et ainsi |f(z)] < |h(z)| < 1 et f(x) = 0 si
|h(x)| =1 (car Y N Z = 0).

Etape 3 Conclusion. On considére un homéomorphisme de R dans | — 1,1[ (par exemple la
fonctionu — argtg(u)). Soit g = ¢ o gg, alors d’aprés I’étape 2, g admet un prolongement continu
f tel que |f(z)| < 1 pour tout x € X, ainsi fo = ¢! o f constitue un prolongement continu de go
sur X.

Lemme utilisé

Lemme 0.1 Soient E, F des espaces de Banach. Soit T € L(E, F) presque surjective, ie Jo €]0,1]
et C < oo tels que pour touty € F, ||y|| < 1, il existe x € E tel que ||y —T(z)|| < « et ||z]| < C.
Alors T est surjective et plus précisément pour tout y € F tel que |ly|| < 1, il existe x € E tel que

y=T() et |2l < <

_a'

Démonstration ~~ On va construire par récurrence une suite (z, )nen de E telle que ||z, || < C

et :
ly = T(x1) — T (22) — ... — ™ T(x,)| < ™
— x7 existe bien car T est presque surjective ;
— Supposons z1,...,x, construits vérifiant les conditions voulues sur la suite, alors on a :
y—T(x1) —aT(x2) — ... — " T ()
an =1
donc puisque T est presque surjective, on sait qu’il existe z,+1 € E tel que ||2,11]] < C et :
—T(z1) —aT(xs) —...— o™ 'T(x
| Te - aTten) 2) 0,0 <
(6%
dot |ly—T(z1)—aT(x2)—...—a"T(zn41)| < a™1. Dot la construction de la suite voulue.
~ Posons :
“+oo
T = Z a"
n=1
Cette série est absolument convergente dans I’espace de Banach F car :
“+oo
< n—1 < C X
ol < 3 am el < O x ——
n=1
Donc en passant a la limite dans la relation vérifiée par la suite x,,, on obtient :
ly =T ()] <«
car o™ < « puisque « €]0, 1[.
D’ou le résultat.
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