
Théorème de prolongement de Tietze

Référen
e : [QZ06℄.

Théorème 0.1 (de Tietze) Soit (X, d) un espa
e métrique. Soit Y un fermé de X. Soit g0 : Y −→ R

une fon
tion 
ontinue. Alors g0 admet un prolongement 
ontinu f0 : X −→ R.

Démonstration

Étape 1 Montrons le résultat pour les fon
tions 
ontinues et bornées par 1.
On note C0

b
(X,R) (respe
tivement C0

b
(Y,R)) l'ensemble des appli
ations 
ontinues et bornées

de X (respe
tivement Y ) dans R muni de la norme ‖f‖∞ = supx∈X |f(x)| (respe
tivement

‖f‖∞ = sup
x∈Y

|f(x)|).
Soit :

T : C0
b (X,R) −→ C0

b (Y,R)

f 7−→ f|Y

l'appli
ation restri
tion à Y .

Montrons que T est presque surje
tive, ie ∃α ∈]0, 1[ et C < ∞ tels que ∀g ∈ C0
b
(Y,R), ‖g‖∞ ≤ 1

et ∃f ∈ C0
b
(X,R) tel que ‖g − T (f)‖∞ ≤ α et ‖f‖∞ ≤ C.

 Soit alors g ∈ C0
b
(Y,R) telle que ‖g‖∞ ≤ 1. Posons :

Y + =

{

x ∈ Y ;
1

3
≤ g(x) ≤ 1

}

Y − =

{

x ∈ Y ;−1 ≤ g(x) ≤ −
1

3

}

On pose :

f(x) =
1

3

dist(x, Y −)− dist(x, Y +)

dist(x, Y −) + dist(x, Y +)

Alors f ∈ C0
b
(X,R) et ‖f‖∞ ≤

1

3
.

 Montrons que ‖T (f)− g‖∞ ≤
2

3
en distinguant trois 
as.

� Cas 1 : x ∈ Y +
, alors g(x)−f(x) = g(x)−

1

3
∈ [0,

2

3
] 
ar 
omme x ∈ Y +

, alors

1

3
≤ g(x) ≤ 1,

d'où 0 ≤ g(x) ≤
2

3
.

� Cas 2 : x ∈ Y −
, alors g(x)− f(x) = g(x) +

1

3
∈ [−

2

3
, 0].

� Cas 3 : x ∈ Y \ (Y + ∪ Y −), alors |g(x)− f(x)| ≤ |g(x)|+ |f(x)| ≤
1

3
+ ‖f‖∞ ≤

2

3
.

D'où le fait que T soit presque surje
tive.

 D'après le lemme qui suit, 
omme T est une appli
ation linéaire des espa
es de Bana
h C0
b
(X,R)

et C0
b
(Y,R) qui est presque surje
tive, alors T est surje
tive et plus pré
isément, elle véri�e que

∀g ∈ C0
b
(Y,R) tel que ‖g‖∞ ≤ 1 alors il existe f ∈ C0

b
(X,R) tel que g = T (f) et ‖f‖∞ ≤

1

3

1− 2

3

= 1.

Autrement dit si g ∈ C0
b
(Y,R) est tel que ‖g‖∞ ≤ 1, alors g admet un prolongement 
ontinu f tel

que ‖f‖∞ ≤ 1.
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Étape 2 Montrons que si |g(x)| < 1 pour tout x ∈ Y , alors g admet un prolongement 
ontinu

f tel que |f(x)| < 1 pour tout x ∈ X , ie montrons le résultat pour les fon
tions 
ontinues et

stri
tement bornées par 1.
 Soit don
 g ∈ C0

b
(Y,R) telle que |g(x)| < 1, on sait d'après l'étape 1 qu'il existe un prolongement


ontinu h de g tel que |h(x)| ≤ 1 pour tout x ∈ X . Distinguons deux 
as :

� Si |h(x)| < 1 pour tout x ∈ X , alors on pose f = h ;

� Sinon, on pose Z = {x ∈ X ; |h(x)| = 1} et soit f = u× h où pour tout x ∈ X :

u(x) =
dist(x, Z)

dist(x, Y ) + dist(x, Z)

alors f répond à la question, 
ar u = 1 sur Y et ainsi |f(x)| ≤ |h(x)| < 1 et f(x) = 0 si

|h(x)| = 1 (
ar Y ∩ Z = ∅).

Étape 3 Con
lusion. On 
onsidère un homéomorphisme de R dans ] − 1, 1[ (par exemple la

fon
tionu 7−→ argtg(u)). Soit g = φ ◦ g0, alors d'après l'étape 2, g admet un prolongement 
ontinu

f tel que |f(x)| < 1 pour tout x ∈ X , ainsi f0 = φ−1 ◦ f 
onstitue un prolongement 
ontinu de g0
sur X .

Lemme utilisé

Lemme 0.1 Soient E, F des espa
es de Bana
h. Soit T ∈ L(E,F ) presque surje
tive, ie ∃α ∈]0, 1[
et C < ∞ tels que pour tout y ∈ F , ‖y‖ ≤ 1, il existe x ∈ E tel que ‖y − T (x)‖ ≤ α et ‖x‖ ≤ C.

Alors T est surje
tive et plus pré
isément pour tout y ∈ F tel que ‖y‖ ≤ 1, il existe x ∈ E tel que

y = T (x) et ‖x‖ ≤
C

1− α
.

Démonstration  On va 
onstruire par ré
urren
e une suite (xn)n∈N deE telle que ‖xn‖ ≤ C

et :

‖y − T (x1)− αT (x2)− . . .− αn−1T (xn)‖ ≤ αn

� x1 existe bien 
ar T est presque surje
tive ;

� Supposons x1, . . . , xn 
onstruits véri�ant les 
onditions voulues sur la suite, alors on a :

∥

∥

∥

∥

y − T (x1)− αT (x2)− . . .− αn−1T (xn)

αn

∥

∥

∥

∥

≤ 1

don
 puisque T est presque surje
tive, on sait qu'il existe xn+1 ∈ E tel que ‖xn+1‖ ≤ C et :

∥

∥

∥

∥

y − T (x1)− αT (x2)− . . .− αn−1T (xn)

αn
− T (xn+1)

∥

∥

∥

∥

≤ α

d'où ‖y−T (x1)−αT (x2)− . . .−αnT (xn+1)‖ ≤ αn+1
. D'où la 
onstru
tion de la suite voulue.

 Posons :

x =

+∞
∑

n=1

αn−1xn

Cette série est absolument 
onvergente dans l'espa
e de Bana
h E 
ar :

‖x‖ ≤
+∞
∑

n=1

αn−1‖xn‖ ≤ C ×
1

1− α

Don
 en passant à la limite dans la relation véri�ée par la suite xn, on obtient :

‖y − T (x)‖ ≤ α


ar αn ≤ α puisque α ∈]0, 1[.
D'où le résultat.
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