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Serd possivel ouvir a forma de um tambor?

Conseguimos determinar a forma de um tambor através dos sons que
este emite?

Ou, pelo contrario, serd que ha dois tambores diferentes que soam da
mesma forma?



Serd possivel ouvir a forma de um tambor?

Conseguimos determinar a forma de um tambor através dos sons que
este emite?

Ou, pelo contrario, serd que ha dois tambores diferentes que soam da
mesma forma?

Mas antes de mais. ..o que significa “soar da mesma forma”?



Facto (a precisar daqui a pouco):
O som de um tambor fica caracterizado por um conjunto de
frequéncias particulares de vibragao.

Assim:

“Soar da mesma forma = Emitir as mesmas frequéncias de vibragio”



Facto (a precisar daqui a pouco):
O som de um tambor fica caracterizado por um conjunto de
frequéncias particulares de vibragao.

Assim:

“Soar da mesma forma = Emitir as mesmas frequéncias de vibragao”

Conhecidas as frequéncias de vibragao, serd que conseguimos
determinar a forma do tambor?

Ou, pelo contrario, sera que dois tambores diferentes podem ter as
mesmas frequéncias de vibragao?



Podemos ouvir a—ferma o tamanho de uma corda?

Equagao das Ondas
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A corda esta fixa nos extremos:
u(0,t) = u(L,t) = 0, vVt >0
Conhecemos a posigao e velocidade inicial:

u(z,0) = p(a), t(,0) = Y()



Vamos comegar por procurar solugoes especiais do problema: solugoes
que mantenham a forma.

Solugdes estaciondrias:

u(z,t) = f(z)g(t),  x€[0,L], t=0
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Vamos comegar por procurar solugoes especiais do problema: solugoes
que mantenham a forma.

Solugdes estaciondrias:

u(z,t) = f(z)g(t), ze€l0,L], t=0

AL GO, S

Como a corda esté fixa nos extremos: f(0) = f(L) = 0.



Substituindo

u(z,t) = f(x)g(t) na equagdo das ondas j(gv t) = 02@(1‘ t)
’ o2’ Oz
vem:
F@)g"(t) = ¢ f"(2)g(t)
Entao:
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Substituindo

u(z,t) = f(x)g(t) na equagdo das ondas —
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Substituindo

u(z,t) = f(x)g(t) na equagdo das ondas a—tg(;z:, t)y=c @(z,t),
vem:
F@)g"(t) = ¢ f"(2)g(t)
Entao:

g"(t) _ ["(=)
g(t)  fl=)

(@) = =2 f(=),
é{ywz—mmw

= constante(= —\)

Demos origem a dois problemas:

{f%) M) z € [0, L]
( —

f(0) )0

g'(t) + A’g(t) =0, t>0




f(0) = f(L)=0.

{f”(x)—i—)\f(x) =0 z€]0,L]

Mostra-se que A > 0 e que a solugao geral da primeira equagao é:
f(z) = Asin(vAz) + Bcos(VAz),

para certos A, B € R.
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Mostra-se que A > 0 e que a solugao geral da primeira equagao é:
f(z) = Asin(vAz) + Bcos(VAz),
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f(0)=B=0; f(L)=Asin(~VAL)=0



f"@)+Af(x) =0 wel0,L]
f(0) = f(L) = 0.

Mostra-se que A > 0 e que a solugao geral da primeira equagao é:
f(z) = Asin(vAz) + Bcos(VAz),
para certos A, B € R.

Por outro lado,

f(0)=B=0; f(L)=Asin(~VAL)=0

Entao

I3 para certo n € N

Portanto encontramos as solugoes:

n?n?

f(z) = Asin(vVA\z), A= 7 AeR




flx
) =
Asin(v\
)\x)
A= n2r2

L27

AR




Quanto a segunda equagao

g'(t) + Ac’g(t) =0, t>0

temos

g(t) = asin(vAct) + bcos(VAct).



Conclusao: u(x,t) = f(x)g(t) conduz a
u(z, t) = sin(vVAz)(Csin(vVAct) + Dcos(Vet)), C,DeR
que tem frequéncia de vibragdo (1/P)

\/XC_ nc

or 2L



Para cada n € N, obtemos uma solugao:

nmct

up(z,t) = sin(%) (C’n sin( T ) + D, cos(nzd)).

Prova-se que a solugao geral da equagao das ondas é da forma

u(z,t) = Z U (2, 1)

neN




Conclusao: as frequéncias emitidas por uma corda formam uma
nc
oo (i),
sucessao (Ap)n 7).
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Questao: Sera que podemos ouvir o tamanho de uma corda?
Ou seja: Sera que, dada uma corda (¢ fixo), o conhecimento de todas
as suas frequéncias determina o seu comprimento?



Conclusao: as frequéncias emitidas por uma corda formam uma
nc
oo (i),
sucessao (Ap)n 7).
c 2c 3c ne
2L’ 2L° 2L 2L

Questao: Sera que podemos ouvir o tamanho de uma corda?
Ou seja: Sera que, dada uma corda (¢ fixo), o conhecimento de todas
as suas frequéncias determina o seu comprimento?

Resposta: Sim. Duas cordas com comprimentos diferentes emitem
frequéncias diferentes.



Propriedades importantes acerca de solugoes estacionarias.

@)+ Af(x)=0 zel0I]
f(0) = f(L) =0.

» Linearidade: Uma combinagao linear de solugoes ainda é uma
solugao

» Principio de reflexao: Posso prolonga-las de forma impar ao
intervalo [0, 2L] de forma regular.
] “mirtor"
S negative of mirror

reflectionofg
w9

:j.]o \aT :}zL

mir !:Or
reflection of g




Podemos ouvir a forma de um tambor?




Equacao das Ondas num dominio plano: Q C R?

u(z,y,t) — deslocamento vertical do ponto (z,y) no instante ¢

9%u 9
w(zmyvt):(: Au(z7y7t)7 (Ivy)EQv t>0

Tambor fixo no bordo:
u(z,y,t) =0, V(z,y) € 09Q,t > 0.

Posicao e Velocidade Inicial:

0
u(%y,o) =(z,y), V(z,y) € Q.

u(xayvo) = @(l’,y), E



Como determinar as frequéncias
emitidas por um tambor €27

Separagao de variaveis:
u(z,y,t) = f(z,y)g(t)
Tambor fixo no bordo:
f(z,y) = 0 para (z,y) € 9Q.
Substituindo por outro lado a forma na equacao, obtemos
fla,y)g"(t) = Eg(t)Af(z,y)
e portanto existe A > 0 tal que

9"t) _ Af(z,y)
cg(t)  f(z,y)

= —>\,



Como determinar as frequéncias
emitidas por um tambor €27

Separagao de variaveis:
u(z,y,t) = f(z,y)g(t)
Tambor fixo no bordo:
f(z,y) = 0 para (z,y) € 9Q.
Substituindo por outro lado a forma na equacao, obtemos
fla,y)g"(t) = Eg(t)Af(z,y)
e portanto existe A > 0 tal que

g't) _ Aflwy) _
cgt)  flz,y) ’

7Af(f£,y) = )\f(l‘,y),
- { g"(t) = =A3g(t).




Somos conduzidos a resolugao de dois problemas distintos:

1. O problema

{—Af(x,w =M (z,y) (x,y)€Q
f(:E,y)ZO (I,y)E@Q

determina os valores de A admissiveis (vamos chamé-los de valores
proprios).

2. Estes determinam as frequéncias emitidas pelo tambor, ja que a
solugao do segundo problema

g"(t) + \Pg(t) =0, t>0

g(t) = acos(vVAct) + bsin(vAct)

Frequéncias:

Ve

on



Teorema

O problema
—“Af=AemQ;  floa=0

admite solugao nao nula para uma sucessao de valores
D<A <A< )A3< ...

Estes valores designam-se por valores proprios de —A em 2 (com
condigoes de fronteira de Dirichlet).

Recordemos que os valores proprios determinam as frequéncias
emitidas por um tambor:

Ve
Freq. = —.

2
Logo, a pergunta “Podemos ouvir a forma de um tambor?” traduz-se
da seguinte forma:
Suponhamos que dispomos de um analisador de freguéneias valores
proprios perfeito. Serad que conseguimos deduzir a forma de um
tambor?



Dito de outra forma:
Sejam €1, Q29 dois dominios planos e considerem-se os problemas

{ —Af=Afem { —Ag = pg em Qo
flog, =0 gloa, =0

Suponhamos que os problemas admitem os mesmos valores proprios.
(caso em que se chamardo iso-espectrais).
Sera que € e )y sdo isométricos?



Um pouco de histoéria

» Sir Arthur Schuster (1882)

To find out the different tunes sent out by a vibrating
system is a problem which may or may not be solvable
in certain special cases, but it would baffle the most
skillful mathematician to solve the inverse problem and
to find out the shape of a bell by means of the sounds
which it is capable of sending out. And this is the
problem which ultimately spectroscopy hopes to solve in
the case of light. In the meantime we must welcome with
delight even the smallest step in the desired direction.



Um pouco de histoéria

» Sir Arthur Schuster (1882)

To find out the different tunes sent out by a vibrating
system is a problem which may or may not be solvable
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the case of light. In the meantime we must welcome with
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» Mark Kac, Can one hear the shape of a drum?, The American
Math. Monthly 1966.



Um pouco de histoéria

E possivel ouvir a forma de um tambor?

Indicios para a resposta Sim

» H. Weyl (1911) - Podemos ouvir a area de um tambor.
(2 tambores de areas diferentes emitem frequéncias diferentes)

» Podemos ouvir o perimetro de um tambor (A. Pleijel 1954), e até
o namero de buracos que este contém (Kac, 66).



Um pouco de histoéria

E possivel ouvir a forma de um tambor?

Indicios para a resposta Sim

» H. Weyl (1911) - Podemos ouvir a area de um tambor.
(2 tambores de areas diferentes emitem frequéncias diferentes)

» Podemos ouvir o perimetro de um tambor (A. Pleijel 1954), e até
o namero de buracos que este contém (Kac, 66).

Indicios para a resposta Nao

» Urakawa (1982): Se 2 C R™ com n > 4, ndo podemos ouvir a
forma de um “tambor”.



E possivel ouvir a forma de um tambor?

Resposta Final: Nao!

- C. Gordon, D. Webb. and S. Wolpert, Isospectral plane domains
and surfaces via Riemannian orbifolds, Inventiones Mathematicae
(1992)




Os seguintes dominios sdo iso-espectrais (os tambores emitem as
mesmas frequéncias):

Seja A um valor préprio do
primeiro problema, e f # 0:

—Af=Afem
szem@Ql

Construimos g # 0 tal que

= —Ag = )\g em )y
g =0 em 00y






—Af=Af (1)
Propriedades.

> u,v solucdo de (1) = u + v, —u solugdo de (1)
» A equagdo (1) é invariante por isometria, i.e., se u resolve (1) em
Q e 7 & uma translacdo, rotagdo ou reflexao, entao

u o 7 resolve (1) em 771(Q).



Notagoes / Propriedades

Os conjuntos representados correspondem ao dominio de uma funcao

(i.e., a um tambor).
rotagao
f

\> : d
reflexdao



Notagoes / Propriedades
Os conjuntos representados correspondem ao dominio de uma funcao
(i.e., a um tambor).

Principio de Reflexao:

T

—Af=Afem T
f =0 na base

Entao o prolongamento:
f _ f_em T1
—fem Ty

—Af = \f no losango.

verifica






Como construir, a partir daqui, outros pares de tambores
iso-espectrais?
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