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Prefacio

Esta dissertacao foi redigida com o objectivo de obter o grau de Mestre
em Matematica, pela Universidade de Lisboa.

As matrizes constituem um modo eficaz e engenhoso de guardar e apre-
sentar informacao. Pelo uso tao diversificado que elas tém, torna-se possivel
lancar diversos olhares quando se tenta desenvolver resultados que estudem
a sua estrutura. Esta tese pretende ser uma recolha de alguns resultados,
interessantes de per si, mas cujas demonstragoes sao de algum modo um
exemplo de como é possivel ter uma determinada abordagem quando se
estuda o problema das dimensoes de espagos vectoriais de matrizes. Apre-
sentamos uma abordagem diferente em cada capitulo, e dois resultados que
tém demonstragoes diferentes em capitulos diferentes.

Pelo facto de varios dos problemas tratados estarem relacionados com
comutatividade, apresenta-se na introdugao um estudo da equacao matricial
AX = XA. De resto, nao se pretende apresentar um estudo exaustivo de
nenhum problema em particular, antes mostrar e comparar aproximacgoes
a determinados problemas. As lacunas e incorrecgoes que este trabalho
contenha sao, obviamente, da minha inteira responsabilidade.






Introducao

Notacao

Sendo F' um corpo, m, n nimeros naturais, f e g um polinémios com coe-
ficientes num corpo, e £ um numero real, vamos usar as seguintes convencgoes
notacionais:

dmn O simbolo de Kronecker, que representa 1 se m = n e 0 caso
contrario,

[n] o conjunto {1,...,n},
- mde(f, g) o méximo divisor comum dos polinémios f e g,
[2] o menor inteiro maior ou igual a z,
|z| o maior inteiro menor ou igual a z,
- gr(f) o grau de f,
My xn(F') o conjunto das matrizes do tipo m X n sobre o corpo F,
M, (F) o conjunto das matrizes do tipo n X n,
GL,(F) o conjunto das matrizes invertiveis do tipo n x n,
- diag(z1,...,x,) a matriz diagonal A = [a;;], com a;; = x;,
- Omn € 0, as matrizes nulas dos tipos m X n e n X n, respectivamente,
- I, a matriz identidade, do tipo n X n,

- Ej;; a matriz composta por zeros em todas as entradas, excepto na
entrada (7, ), onde tem um 1.



Para matrizes A, B,C € M,(F'), em que C' é uma matriz de zeros e uns,
i1 <...<ip,j1 <...<js€[n]e(Xg:k € [t]), uma familia de matrizes
com Xy, € My, (F), n1 + ...+ ng = n, notaremos por

- diag(Xy,...,X;) a matriz diagonal por blocos
X1 b...PD Xt,

- vec(A) a matriz coluna, com as n? entradas da matriz A, dispostas
por uma certa ordem, a especificar em cada ocasiao,

- C(A) o comutador de A, ou seja, o conjunto das matrizes de M, (F)
que comutam com A,

- M,[C](F') o subespago de M, (F') constituido pelas matrizes X = [z;]
que verificam x;; = 0 se ¢;; = 0,

« Aliy...ip|J1 ... js] a matriz do tipo r x s formada pelas linhas iy, ..., i,
e pelas colunas ji,...,Js de A, isto é, cuja entrada (p,q) é a entrada
(ipajq) de A4,

- F[A] o conjunto { f(A) : f € F[z] },
- AT a transposta de A,

- ¢(A) a caracteristica de A,

- tr(A) o trago de A,

- det(A) ou |A| o determinante de A.

Quando falarmos do polinémio caracteristico de A, estamos a considerar o
polinémio det(AI,, — A).

Sejam finalmente R um anel, M um médulo sobre R e Y C M. Sejam
também T uma algebra sobre F', e X C T. Notaremos por

- alg <X> a F-subalgebra de T gerada por X,
- <X > o F-subespago vectorial de T" gerado por X e
- <Y >p o R-submédulo de M gerado por Y.

E claro que a notacao <X > pode ser usada quando T for apenas um
espaco vectorial.

Para A e B conjuntos, usaremos A C B para denotar a inclusao estrita
de conjuntos, usando A C B para permitir a igualdade.



Resultados Gerais sobre comutatividade

Dada uma matriz A, com entradas num corpo, é bem conhecido o re-
sultado que afirma que ela é semelhante & soma directa de matrizes com-
panheiras dos seus factores invariantes. Se todos os valores préprios de A
pertencerem ao corpo, entdao A é também semelhante & soma directa de
matrizes companheiras dos seus divisores elementares. Notaremos por Jj a
matriz do tipo k X k com a forma

01 0 -0
00 1 ---0
0 o1
0 0 |

com J; = [0], e assim, a matriz companheira do divisor elementar (z — \)¥

serd A\l + Ji.
Vamos agora estudar a equacao
AX = XA (1)

em que A é uma matriz com entradas num corpo F' algebricamente fechado.
Aqui seguiremos de perto [Ga, pp. 215-223], onde se podem encontrar as
demonstacoes dos resultados aqui apresentados.

E simples de verificar que, se A tiver forma normal de Jordan A, soma
de matrizes companheiras dos divisores elementares, e se U for tal que
A =UAU" entdo as solucdes da equacio (1) terdo a forma X = UXU ™,
com X solucao de

AX = XA

Assim, podemos estudar a equacao (1) supondo que A estd na forma nor-
mal de Jordan, com divisores elementares (x — A1)P1, ..., (z — A\¢)Pt. Neste
caso, o estudo das n? equacdes escalares leva ao seguinte resultado: parti-
cionando X em blocos

X1 o Xu
Xag:a,Beft] =] o
X o Xu



em que X,g € do tipo p, X pg, e sendo T}, a matriz triangular superior do
tipom xm

ap air - A;m—1

0 ()
: L. m

0O --- 0 ao

entao, se Ao = A\g, Xop tem uma das seguintes formas:

Xoc,@ = Tpa S€ Pa = Pg,
Xap = { Opapﬁ_pa Ty, } se pa < pg, ou

0p,, —
Xop = [ paT::p"‘ ] se Pa > Dg.

Diremos de uma matriz que esteja numa destas trés formas que € triangular
superior reqular. Se Ao # Ag, entao Xag = Op,, py-

E simples de verificar que a matriz (2) também se pode obter como
polinémio em J,,, da seguinte forma:

T = apl + a1 + angn +...+ am,lJr’;‘_l.

Sejam agora i1,...,4; os factores invariantes diferentes de 1 da matriz
A,com iy | ... |41, eny > ... >ng > 0 os seus respectivos graus. Ao fazer a
contagem dos parametros que aparecem na matriz X, verificamos que estes
s&0 em numero de .

N =) (2i — )n,,
i=1

que ¢é a dimensao do comutador de A. Como
n=ni+...+n,

temos N > n, com igualdade se e s6 se n; = n, isto é, se o primeiro divisor
elementar tiver grau n, ou seja, se a matriz for ndo derrogatéria. Por outro
lado, F[A] CC(A), e dim F[A] = n se e s6 se A for nao derrogatéria. Assim,
obtivemos o seguinte resultado:

Proposicao Para A € M, (F), temos que A é nao derrogatéria sse

C(A) = FA].



Finalmente, enunciamos outro resultado que serd 1til para o que se segue.

Proposicao Se duas matrizes A e B comutam, e se A estd na forma
A= diag(Al, AQ),

com Ay € Mg, (F) e Ay € My, (F), s1 4+ s2 = n e sem valores préprios
comuns, entdo B tem a forma

B = diag(B1, B2)

com By € M, (F) e By € M, (F).

O 0o
Ooo0oo






Capitulo 1

Usando Geometria
Algébrica

Listen very carefully,

I shall say this only once.
(Michelle, em Allo Allo,
de D. Croft e J. Lloyd)

1.1 Variedades de Matrizes

Neste capitulo vamos explorar a estrutura de espago vectorial de M, (F")
(e de outros espagos de matrizes), e a estrutura de variedade de alguns dos
seus subconjuntos. Denotaremos por A™(F') o espaco afim de dimensao m
sobre F'. Comecamos com algumas definicoes elementares.

Defini¢oes 1.1 Dizemos que um conjunto V€ A™(F') é uma Variedade
se for o conjunto de solucoes de um sistema de equagdes polinomiais, com
coeficientes em F', as quais chamaremos equagoes definidoras da variedade.
Dizemos que uma variedade V € irredutivel se, sempre que V. = V3 U Vs,
com Vi e Vo variedades, tivermos V =V1 ou V = Vs,

Apresentamos a seguir alguns subconjuntos de M, (F) que se verifica
sem dificuldade serem variedades.

Proposicao 1.2 Os seguintes conjuntos sdo variedades:

1. O congunto das matrizes singulares,
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2. O conjunto das matrizes derrogatorias,

3. O conjunto das matrizes com apenas um valor préprio, com F corpo
algebricamente fechado,

4. O conjunto das matrizes com um valor proprio de multiplicidade algé-
brica maior que um.

Demonstracao. ! Seja f(x) o polinémio caracteristico de A.
1. Basta observar que o cojunto em causa é

{X € M,(F) : det(X) = 0}

e det(X) é polinomial nas entradas de X.

2. Afirmar que X é derrogatéria é afirmar que os vectores I, X, ..., X
de M, (F) sao linearmente dependentes, isto é, que todo o menor do tipo
n X n da matriz

n—1

[VGC(I) vec(X) - Vec(anl)}

2 ~ . . . .
se anula, o que fornece (7;) equagcoes polinomiais que definem a variedade.
3. Para que uma matriz tenha apenas um valor préprio A, é necessario
e suficiente que o seu polinémio caracteristico tenha a forma

CESVIEDY (?) (0"’ =Y e (1)
i=0 ‘

Vamos considerar agora dois casos.
(i) Suponhamos que F' tem caracteristica p, com p [ n. Entao temos

e portanto, para 1 =0,...,n — 2,

o (3) () ®

As n—1 equacoes (2) definem a variedade pretendida, pois os coeficientes
do polinémio caracteristico s@o polinomiais nas entradas da matriz. De
facto, se o polindmio caracteristico de uma matriz A satisfizer as equagoes

'Em 3. e 4. vamos seguir ideias do Professor J. Dias da Silva.
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(2), entao, tomando A = —a,—1/n, o polinémio fica na forma (1), e A apenas
tem um valor préprio.

(ii) Suponhamos agora que F' tem caracteristica p e p | n. Seja entao
n = ptk, com p [ k. Temos entao

Y agwt = (2= A" = (= AP = (@ -

t t -, .
e fazendo A = M\ e X = zP', obtemos, para o mesmo polinémio, a forma

n

(X = A)F =3 aja’ (3)

1=0

e p | k. Podemos entao aplicar o exposto em (i), e obtemos uma familia
de equagoes verificadas pelos coeficientes da expressao (3). Daqui se tiram

/
=a

as equagoes para os coeficientes da expressao (1), fazendo Agpt 6 8 =
0,...,k, e a; = 0 para os restantes indices, fazendo de novo 2P = X. Para
verificar que estas equagoes definem de facto a variedade, basta ver que delas
se obtém que f(x) pode ter a forma (a;pt —A)*, ao fazer A = —a,,_1/n. Para

se obter A basta extrair a raiz indice-p’ de A, o que é possivel por F ser
algebricamente fechado. Temos assim sucessivamente

(@ = A)F = (@ =N = (@ - A",

e A apenas tem um valor préprio.

4. Temos que A verifica a propriedade, por definigao, se f(z) tiver uma
raiz multipla. Isto passa-se se e s6 se f(z) e a sua derivada formal f'(z)
tiverem uma raiz comum. Ora, segundo [La, p. 202], isto é equivalente a
afirmar que a resultante de f(x) e f'(x) é zero. Como a resultante ¢ um
polinémio nas entradas da matriz, temos o resultado. O

1.2 A Topologia de Zariski

Torna-se necessario, na demonstragao dum teorema deste capitulo, uti-
lizar o conceito de sucessao generalizada, que é a entidade que desempenha,
no caso dos espagos topolégicos que nao sao métricos, o papel desempenhado
pelas sucessoes nos espacos métricos. Assim, antes de comecgarmos a desen-
volver a teoria relativa a topologia de Zariski (topologia que nao provém
de uma métrica, uma vez que nem sequer é separada), vamos estudar um
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pouco o comportamento destas sucessoes, seguindo [Ke]. A partir de agora,
T serd um espaco topoldgico qualquer.

Seja I um conjunto qualquer. Dizemos que < é uma relacdo de ordem
filtrante em 1 se:

1. parame I, m < m,
2. param,n,pel, sem=nen=<gqg,entadom pe
3. param,n €1, existe pe I talquem <pen =p.

Escreveremos também n > m com o mesmo significado que m < n. Seja
entao = uma relagao de ordem filtrante em I. Uma sucessdo generalizada
(x; 14 € I) é uma aplicagao de I em 7. Diremos que (x;) converge para x em
T se, para toda a vizinhanca V de x existir p € I tal que, parai € I,i > p
se tiver 2; € V. Diremos também que X é limite? de (z;). Note-se que, com
esta definicdo, uma sucessao generalizada pode convergir para mais do que
um ponto.

Sendo agora S outro espaco topolégico, e f : .S — T um funcao, dizemos
que f € continua se toda a pré-imagem de um aberto de T" for um aberto
de S. Apresentamos finalmente a proposi¢do que nos vai ser util. As de-
monstragoes destas propriedades sdo simples e podem encontrar-se em [Ke],
pp- 66 e 86.

Proposicao 1.3 Sejam S eT espagos topoldgicos quaisquer e f : S — T
uma funcdo. Temos que:

1. Um conjunto A C T € fechado se e s6 se, para qualquer sucessdo gene-
ralizada (x;) de elementos de A, todos os limites de (z;) pertencerem

a A.

2. A fungdo f € continua num ponto a € S se e s6 se, para qualquer
sucessao generalizada de elementos de S, (x;), que convirja para a, a
sucessdao generalizada f(x;) convergir para f(a).

Vamos agora definir a topologia de Zariski, mostrando que as variedades
em A™(F) satisfazem as condigdes que definem a familia de fechados de um
espago topoldgico. Comecamos por alguns resultados gerais bem conhecidos.
Sabemos que, dado um subcojunto qualquer de A™(F'), o conjunto dos

2Em [Ke] a palavra ‘limite’ ndo é usada nestas circunstancias, mas é-o, por exemplo,
em [Bo2].
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polinémios que se anulam em todos os seus pontos é um ideal. Por outro
lado, dado um ideal I de F[X], X = (x1,...,2m), pelo Teorema da Base de
Hilbert, sabemos que ele admite um conjunto finito de geradores, e portanto,
o conjunto de pontos de A™(F') que anulam todos os polindmios de I é uma
variedade.

Definicao 1.4 (As correspondéncias V e Z) Sejam I ideal de F[X],
e AC A™(F). Entao definimos V(I) e Z(A) da seguinte forma:
V(I)={a€ A™(F):Vf el f(a) =0},

I(A)={f € F[X]:Ya€ A f(a) =0}.
Temos que V(I) € uma variedade, e Z(A) é um ideal de F[X].

As seguintes propriedades sdo de verificacdo trivial.

Proposicao 1.5 Sejam U,V wvariedades, 1,J ideais de K[X]. Temos
que

1. VCU=1I(V)2I(U),

2. 1CJ= V()2 V().

3.V =V(I(V)),

4. I CZ(V(I)), e ainclusao pode ser estrita.

Observagoes. Como exemplo de um caso em que temos uma inclusao
estrita em 4, podemos pensar num corpo F', que nao seja algebricamente
fechado, e no ideal I de K[x] gerado por um polinémio f nao constante que
nao tenha raizes em F. Neste caso, V(I) =0, e Z(V(I)) = K[z] D I.

Além disso, note-se que a aplicacao Z é injectiva no conjunto das varie-
dades de A™(F), e Z sobrejectiva no conjunto dos ideais de F[x], como se
pode ver pela alinea 3.

Proposicao 1.6 Seja V' wariedade. Entdo V € irredutivel se e so se
Z(V) for primo.

Demonstragao. Vamos demonstrar que V é redutivel sse Z(V) nao é
primo.

(i) Suponhamos que V' é redutivel e seja V = V4 U Va, com V; e V;
variedades, V1,Va C V. Como V; C V, existem, pela injectividade de Z,
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fi € Z(Vi))\Z(V),i = 1,2. Ora, f1f2 anula-se em todos os pontos de V', logo
pertence a Z(V'), que nao é, portanto, primo.

(ii) Reciprocamente, suponhamos que Z(V') nao é primo; entao existem
f1, fa € Z(V) tais que f1fo € Z(V). Sejam entao, para i = 1,2,

L = (Z(V), (i), Vi= VL),

e obtemos que V1,Vo C Ve V C Vi UVa, pois para a € V, temos fi fa(a) =
fi(a)fa(a) =0, o que implica que fi(a) =0 ou fa(a) = 0. O

Proposicao 1.7 Temos as sequintes propriedades:
1. V(0) = A™(F),V(F[X]) =0,

2. V(I; N Ip) = V() UV(I3),

3. V(Xaeala) = Naea V(ia)-

Demonstragao. A propriedade 1. é elementar.

2. E trivial ver que V(I;) UV(l2) € V(I1 N I») usando a proposicao
1.5, alinea 2. Para ver a reciproca, tome-se a € V(I; N I), e suponhamos
que a & V(I1) U V(I2). Existiriam entao f; € I e fo € Iy com f1(a) # 0
e fa(a) # 0. Ora, fifo € NIy e fifa(a) # 0, donde a & V(I N I3),
contradicgao.

3. Novamente pela proposicao 1.5, a inclusao V(> nca Ia) € Naeca Vo)
é trivial. Para verificar a outra, tome-se a € Nyeq V({a). Tal a é raiz de
todos os polinédmios de todos os ideais da familia (I)aca. Assim, a é raiz
de todos os polinémios de » 4 la, € isto da o resultado. O

Estas sao as condic¢oes que o conjunto de fechados de uma topologia tem
que verificar. Podemos assim definir uma topologia sobre A™(F'), em que os
fechados sdo exactamente as variedades. Esta é a Topologia de Zariski. Se
F for R ou C, as variedades sdo conjuntos fechados para a topologia usual,
portanto esta é mais fina que a topologia de Zariski; em termos de sucessoes
convergentes, podemos afirmar que se (X;) é uma sucessao convergente para
X em R™ ou €™, para a topologia usual, entdo também converge para
X para a topologia de Zariski, embora possa ter outros limites, pois esta
topologia nao é separada.

Sendo agora T um espago topolégico qualquer, e A C T, A é um espago
topolégico com a topologia induzida, e para B C A, notaremos por B4
o fecho de B em A. Se A = T, notaremos o fecho de B apenas por B.

16



Apresentamos a seguir um lema e uma proposicao com alguns resultados de
topologia geral.

Lema 1.8 Seja T um espago topoldgico, e A, B C T subespagos, muni-
dos da topologia induzida, e A CV. Entao temos:

1. AUB=AUB
2. Se AC B, Ap=ANB

3. Se f: T — T for uma fungdo continua, com f(A) C A, entdio
f(A) C A

Um espaco topolégico, em geral, diz-se irredutivel se nao se puder de-
compor como uniao de dois fechados que sejam seus subconjuntos préprios.
Observe-se que, segundo esta definicdo, afirmar que uma variedade é ir-
redutivel enquanto subespago topoldégico de A™(F) é o mesmo que afir-
mar que é irredutivel enquanto variedade, segundo a defini¢do ja dada. A
seguinte proposicao caracteriza os subconjuntos irredutiveis de um subespa-
go topoldgico.

Proposicao 1.9 Seja T um espago topoldgico, A C T um subespaco
topoldgico, com a topologia induzida. As sequintes afirmacdes sdo equiva-
lentes:

1. A € irredutivel,
2. Se Uy e Uy sao abertos nao vazios de V', entao Uy NUs # 0,
3. Todo o subconjunto aberto nao vazio de A é denso em A.

4. A € irredutivel,

Demonstragao. A implicagdo 1. = 2. é trivial, bastando pensar na
definicao de variedade irredutivel. Para a implicacao 2. = 3, raciocinemos
por absurdo. Se B fosse um aberto nao vazio denso em A, o complementar
de By seria outro aberto ndo vazio contido em A, disjunto de B, o que é
impossivel. Para 3. = 1, veja-se que, se nestas condicbes A = A; U Ay, com
A; e As fechados em A, etc, o aberto A\ A; nao seria denso em A, pois
estaria contido em Ay C A.

Vejamos agora que 1. < 4. Suponhamos que A é irredutivel, e A nao.
Entdo A = A; U Ay, fechados em A, e portanto também em 7. Entdo
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A= (A1NA)U (A2 N A), fechados em A, e distintos de A, pois se, por
exemplo, A; N A = A, viria que A; era fechado, com A C A; C A, e por
definicdo de fecho, A; = A, o que é falso. Da mesma forma se vé que
A1 N A+# A. A reciproca demonstra-se andlogamente. O

Observagao. Do resultado anterior se pode concluir que um conjunto
A C A™(F) é irredutivel se e s6 se Z(A) for primo, tendo em conta que
I(A) =TI(A).

Finalmente, duas 1ltimas propriedades, que dizem respeito a continui-
dade de funcoes.

Lema 1.10 Sejam A C A™(F),B C A"(F) e f: A — B uma fungao,
com

f:(flvafn)efl:_z iE[n],

r
Si

com 1; e s; polindmios em m wvaridveis, s;(a) # 0 para qualquer a € A.
Entdao f € continua, para as topologias de Zariski de ambos os conjuntos.

Demonstragao. Vamos ver que a pré-imagem de qualquer fechado é
um fechado. Seja entao U C B um fechado, com U = V N B, V varieda-
de de A™(F). Sejam (p1,...,p:) os polindmios definidores de V', de graus
(61,...,0) respectivamente. Entdo, para a € A,

ac fTYV) & fla)eV
& vielt]  pi(f(a)=0
& Vjet] )
& Vje |t pi(a)=0

em que p; ¢ um polinémio. Tomando entdo V' a variedade de A™(F)
definida por (py,...,P;), temos que a € f~1(U) se e sé se a € ANV, que é
um fechado de A. a

Lema 1.11 Sejam A C A™(F) e BC A™(F), e f: A — B uma fungao
continua sobrejectiva. Entdo se A € irredutivel, B € irredutivel.

Demonstragao. Se B = B;UBy, entdo = f~1(B;)U f~1(Bs), fechados
em A, e distintos de A, pois se, por exemplo, f~!(B;) = A, como f é
sobrejectiva, viria B = f(f~1(Bj)) = By, o que é falso. O
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1.3 A variedade das matrizes que comutam

Vamos tomar agora F' algebricamente fechado, e
A" (F) = M,(F) x M,(F),
que é um espaco afim de dimensao 2n? sobre F, e definimos
P:={(A,B) e M,(F) x M,(F): AB = BA},

que é uma variedade, definida pelas n? equacoes fornecidas pela equacao de
comutatividade. Em [MT] mostra-se que esta variedade é irredutivel, usando
a densidade de um subconjunto, o dos pares de matrizes que comutam e sao
simultaneamente diagonalizdveis. Apresentamos aqui esse resultado, e a
irredutibilidade, como consequéncia.

Teorema 1.12 O conjunto dos pares (D1, D2) € P que sao simultanea-
mente diagonalizdveis, Pp, € denso em P.

Demonstragao. Vamos tomar um par (A, B) € P e mostrar que ele
pertence ao fecho de Pp. Como F ¢ algebricamente fechado, podemos sem-
pre supor que A estd na sua forma normal de Jordan, pois o isomorfismo de
conjugacao é uma bijeccao continua. Vamos agora considerar trés casos.

1. Suponhamos que uma das matrizes tem dois valores proprios distintos,
e, sem perda de generalidade, suponhamos que é a matriz A. Entao A tem
a forma diag(Aj, A2), em que A; e As nao tém valores préprios comuns.
Como B comuta com A, pelo que ficou exposto na introducao, pg. 9, B tem
que ter a forma diag(Bj, Ba), com A;B; = B;A;, i = 1,2, e o resultado vem
por indugéo em n, tendo em conta que a propriedade ¢é trivial para n = 1.

2. Suponhamos agora que A apenas tem um valor préoprio, A\, mas mais
do que um bloco de Jordan, isto é, mais do que um vector préoprio. Seja t o
tamanho do bloco de Jordan que aparece em primeiro lugar, e seja C' = [¢;j]
a matriz diagonal com ¢11 = ... = ¢ # G141 = ... = Cpp. Entao,
para qualquer x € F, A comuta com C, := B + x(C — B). Como vimos
na proposicao 1.2, as matrizes com apenas um valor préprio formam um
fechado, U, e V := {C, : x € F} € U, pois para = 1, C;, = C tem mais
que um valor préprio. Ora, V' é um conjunto irredutivel, por ser imagem,
por meio de uma funcao continua, de F', que é irredutivel por ser infinito.
Assim, V\U é denso em V', e como ja vimos em 1. que todos os pares (A, Cy),
com Cy € V \ U pertenciam ao fecho de Pp, o mesmo acontece para todos
os pares com C, € V, pela densidade, em particular para Cy = B.

19



3. Finalmente, suponhamos que A = J,,, isto é, tem apenas um bloco de
Jordan. Entao B = [b;;] tem que ser triangular superior regular. Tomando
b=0bia =bog =...=by_ 15, amatriz B—bA fica com mais do que um vector
préprio, pois as duas primeiras colunas ficam nulas. Assim, pela alinea 2, o
par (A, B — bA) pertence ao fecho de Pp. Considerando agora a funcao

Fi(X,Y) = (X,Y +bX),

f é continua em M, (F) x M,(F), e f(Pp) C Pp, logo f(Pp) C Pp, pelo
lema 1.8. Assim (A, B) = f(A, B —bA) € Pp. O

Observacgao. Se soubessemos ja que P era irredutivel, poderiamos ob-
ter facilmente o resultado anterior. Notando que o conjunto das matrizes
com n valores préprios distintos (que s@o todas diagonalizdveis) é um aberto,
pela proposigao 1.2, e tomando o conjunto dos pares (4, B) € P, com A e
B nestas condigoes, entao é simples de ver que A e B vém simultaneamente
diagonalizaveis (aplicando, por exemplo, os resultados da introdugao, refe-
rentes ao estudo da equagao de comutatividade), e obteriamos um aberto
denso em P, contido em Pp. Assim, obtemos a irredutibilidade usando o
resultado anterior.

Proposicao 1.13 O conjunto P € uma variedade irredutivel.

Demonstragao. Vejamos que Z(Pp) é primo, e o resultado vem pela
proposicao 1.9. Sejam f e g polinémios em n? indeterminadas, tais que
fg=0em Pp, e seja W a variedade irredutivel dos pares de matrizes diag-
onais. Para A, B,T € M, (F), T invertivel, vamos notar por T(A4, B)T~! o
par (TATY, TBT~1). Assim,

pp= |J TWT!
TeGL,(F)

e, para cada T invertivel, f = 0 ou ¢ = 0 em TWT ™!, que também ¢é
irredutivel, para cada T'. Sejam entao

Fy:={T € GL,(F): f(TWT ') =0}

e Iy definido analogamente. Verificaremos, usando sucessoes generalizadas,
que estes conjuntos sdo fechados de GL,(F). Ora, GL,(F) = Ff UF, e
GL,(F) ¢ irredutivel, porque o seu fecho, M,(F), o é. Assim, um dos
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fechados tem que ser todo o espago, f(Pp) = 0 ou g(Pp) = 0, o que déd o
resultado pretendido.

Facgamos agora a verificagdo. Tomemos I, um conjunto com uma relagao
de ordem filtrante, e (7; : ¢ € I) uma sucessao generalizada de elementos de
Fy e T um seu limite (para Fy o raciocinio seria o mesmo). Vejamos que
T € Fy, isto é, que f(TWT™') = 0. Seja entdo (A, B) € W qualquer. A
aplicagao que a T; faz corresponder f(T;(A, B)Tfl) ¢ continua, e identica-
mente igual a zero. Neste caso, esta tltima sucessao de elementos de F' tem
apenas um limite (que é zero), pois dado qualquer elemento de F' diferente
de 0, existe uma sua vizinhanca que nao tem nenhum ponto da sucessao, que
é o complementar da variedade definida pelo polinémio z = 0. Portanto,
como T(A, B)T~! é um limite da sucessio T;(A, B)T, ', f(T(A,B)T~') =0
e Iy é fechado. a

Em 1961, Gerstenhaber [Ge4] demonstra este resultado, construindo um
ponto genérico para a variedade. Demonstra igualmente que a dlgebra ge-
rada em M, (F') por duas matrizes que comutam tem dimensdo menor ou
igual a n (enquanto espago vectorial sobre F'), construindo uma algebra
de dimensao exactamente n que a contém. A sua demonstracao assenta
no estudo de algumas propriedades combinatorias das matrizes e é bastante
elaborada. Em 1992, Guralnick [Gu] demonstra este resultado de uma forma
assaz simples, usando a densidade de um outro conjunto, o dos pares em que
uma das matrizes é nao derrogatéria. Passamos a apresentar essa demons-
tracao.

Teorema 1.14 O conjunto dos pares de matrizes que comutam, em que
uma das matrizes € nao derrogatoria, ¢ denso em P.

Demonstragao. Observe-se primeiro que, dada uma matriz A, é sem-
pre possivel encontrar uma matriz nao derrogatéria que comute com ela. De
facto, se a forma normal de Jordan de A for diag(A11;, +Jiy, - - -, ALy, +Ji,) =
TAT™!, entdao R := T diag(p i, + Jiy, .. pedi, + Ji,)T, com puy, ..., iy
elementos distintos de F', é nao derrogatodria e comuta com A.

Seja entao (A, B) € P. Entao, para cadaz € F, (A,B4+xz(R— B)) € P.
Além disso, o conjunto dos z para os quais B+ z(R — B) é nao derrogatoria
é um aberto nao vazio de F', por ser pré-imagem de um aberto, o conjunto
das matrizes nao derrogatérias — veja-se a proposicao 1.2. Pelo facto de F
ser infinito, é irreduti vel, e portanto o conjunto em questao é denso, e assim
o par (A, B) esta no fecho do conjunto dos pares em que uma das matrizes
é nao derrogatoria, pois a fungao = +— B + z(R — B) é continua. O
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Deste resultado também se pode concluir a irredutibilidade de P. Con-
sidere-se a aplicagao continua f : F,[x] x M,[F| — P definida por f(g, A) =
(9(A), A), em que F,[x] é o conjunto dos polinémios de grau menor que n.
A imagem contém todos os pares em que a segunda componente é nao der-
rogatoria, pois as matrizes que comutam com uma matriz ndo derrogatéria
sa0 exactamente os polindmios nessa matriz, e pelo teorema de Hamilton-
-Cayley e pelo algoritmo de divisao em F[x], podemos concluir que para
obter todas as matrizes que comutam com uma matriz nao derrogatéria,
basta usar os polinémios de grau inferior a n. Assim, a imagem ¢é densa, e
é também irredutivel, porque o dominio o é (Lema 1.11). Pela Proposicao
1.9, o seu fecho, P, é irredutivel.

Teorema 1.15 Seja F' um corpo algebricamente fechado. A dlgebra ge-
rada em M, (F) por duas matrizes que comutam tem dimensdo menor ou
iqual a n.

Demonstracao. Para (A4,B) € P, seja T € M,2(F) a matriz cujas
colunas sdo vec(A'BY), para i,j € [n], tomando uma ordem qualquer para
as entradas da matriz A’B’. Entdo, a condicdo dimalg <A, B> < k pode
traduzir-se por ¢(T') < k, e as matrizes que satisfazem esta ultima condicao
formam um fechado em M,2(F'), pois a condigdo pode traduzir-se como o
anulamento dos menores de ordem k + 1. Entao o conjunto

Q:={(A,B) € P:dimalg<A,B> <n}

é uma variedade contida em P, e contém todos os pares em que A é nao
derrogatoria, pois nesse caso B é um polinémio em A, e dimalg <A, B> =
dimalg <A> = n, pelo teorema de Hamilton-Cayley. Assim, Q = P, e
temos o resultado. O

Observagao. Esta demonstracao exige que o corpo F' seja algebrica-
mente fechado, mas de facto, daqui é possivel deduzir o resultado para qual-
quer corpo, com o processo usado no teorema 2.5.

Note-se também que este resultado diz apenas respeito a propriedades
algébricas das matrizes, apesar de se terem usado nas demonstragoes pro-
priedades geométricas. Usando argumentos similares se consegue provar
também que, se ¢(AB — BA) < 1, entdo dimalg <A, B> < n + (n? —¢)/4,
com € = 0sen épar, e e = 1sen éimpar (cf. [Gu] e [Ne]), o que é também
uma propriedade algébrica.
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No capitulo seguinte retomaremos o problema da dimensao da algebra
gerada por duas matrizes que comutam, abordado de outra forma, e apre-
sentaremos uma nova demonstragao do teorema 1.15.

O 0o
Oooo
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Capitulo 2

Usando Teoria de Matrizes

Eu diria mesmo mais:

a dimensdo é menor ou igual a n.
(adaptado de Dupond e Dupont, de Hergé)

2.1 Uma generalizacao do Teorema de Hamilton-
-Cayley

Vamos neste capitulo desenvolver uma generalizagao do Teorema de Ha-
milton-Cayley, seguindo S. Lazarus [Lz], com algumas modificagoes. Esta
generalizacgdo nao sé nos parece interessante em si mesma, como dela se
podem tirar alguns resultados, que aqui apresentamos.

Tomemos uma matriz A, com apenas um valor préprio, que esteja na sua
forma normal de Jordan, al,+diag(Jg,,...,Jk,.),comk; > ... >k, > 1,e B
uma matriz que comute com A. Como vimos na introdugao, a matriz B tem
uma forma especial, pelo facto de comutar com A. Ao particionarmos B em
blocos [B;j], em que B;; é do tipo k; x kj, cada bloco tem que ser triangular
superior regular. Ora, ja vimos também que uma matriz triangular superior
regular quadrada, do tipo k x k pode ser encarada como um polinémio em
J. Assim, passamos a introduzir alguma notagdo: sejam f € Flzx| um
polinémio, e X uma matriz qualquer, do tipo p X ¢;

- para k; < p, notaremos por Xr, a matriz X truncada a k;, ou seja, a
matriz do tipo k; X ¢ constituida pelas k; primeiras linhas da matriz
X,

- para k; > p, notaremos por Xg, a matriz X estendida a k;, ou seja,
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a matriz do tipo k; X ¢ cujas primeiras p linhas coincidem com as da
matriz X, e as restantes k; — p sao zero.

Note-se que E; e T; gozam de algumas propriedades. Por exemplo, para
ki < kj, (XTj)Ti =X, e (XEZ)Ej = XEj'
Com a notagao anterior, podemos escrever:

- para k; < /{Jj, Bij = hij(ka)Ti’ e
- para k:i > k?j, Bij = hij(ka)Ew

para alguns polinémios h;; € K[z]. Note-se que para o caso k; < kj, o
polinémio h;; s6 tem termos de grau superior a k; — k;.

Apresentamos agora, num lema, o morfismo que serd essencial para a
demonstracao do teorema principal.

Lema 2.1 Nas condic¢des descritas acima, a aplicacdo

C(A) — M, (F[A)])
B — B

com B = [Byj|, i,j € [r], definida por B;; = hij(A), com os polindmios h;
definidos acima, € um monomorfismo de anéis que respeita igualmente as
estruturas de mddulo sobre F[A] de ambos os conjuntos.

Demonstragao. Sejam B, C' € C(A). A propriedade B+ C = B+ C
é simples de verificar. Quanto a injectividade da aplicacao, basta observar
que, se B,C € C(A),B # C, existe um bloco B;; de B que é distinto do
respectivo bloco de C, Cj;. Se suposermos que ¢ < j para fixar ideias,
Bij = hij(Jy,;)E; e Cij = 9ij(Jx;)E;, em que h;; e gij sao polinémios, e
hij(Jx;) # 9ij(Jk;). Daqui se pode concluir que as imagens sdo distintas, e
que a aplicacao é injectiva.

Vejamos agora que a aplicacao respeita a multiplicacao. Sejam g;;,
i,7 € [r] os polinémios fornecidos pelos blocos de C. Temos

B—C = lz BZSCSJ‘| = lz BZSCSJ‘| ) Zv] € [TL
s=1 s=1

e portanto, basta provar que, para todos os valores ¢, e s se tem




Notemos entao, para ja, que a equacao de comutatividade de A com
B fornece r? equacoes do tipo Ji, Bij = BijJ;. Destas equagoes podemos
obter, para qualquer f € F[z],

f(Jk;)Bij = Bij f(Jk;)- (1)

Vamos agora considerar seis casos, que correspondem as seis maneiras
distintas de k;, k; e ks estarem ordenados.

- ki < ks < kj. Pela equagao (1), pondo hjs no lugar de f, k; no lugar
de ks e Byj no lugar de B;j, obtemos his(Ji, )Bsj = sthis(ka). Como
Bis = his(Ji,)1;, podemos concluir das primeiras k; linhas desta tdltima
equacao que

BisCsj = (Csj)rhis(Jx;)
= (9sj(Ji;) )13 Pis (T )
= gsj(Ji; )1 his(Ji;)
= (9sj(Jr;)his(Jx,;);

e portanto,
Biscsj = gsj(A)his(A) — hiS(A)QSj(A) = B—’LSC—Sj

Os casos k; < kj < ks e k; < kj < kg tétm um estudo semelhante, pois
em qualquer um deles k; < k.

- kj < ks < ki Da equacao (1) temos his(Jy,)Bsj = sthis(ka), tal
como acima, o que corresponde a dizer que as primeiras kg linhas de B;sCy;
sao exactamente Csjhis(ka). Como as restantes linhas de B;sC; sao zero,
podemos escrever

BisCs; = (Csj)Ehis(J;)
= (9s(Jx;) E.) B his(Jk;)
= gsj(Jr;) B Tis(Jk;)
= (95 (Jr; ) his(Jx;)) B

donde

BisCsj = gSj(A)hZS(A) = hzs(A)QSJ(A) = B;s Csj-

Tal como anteriormente, os casos ks < k; < k;j e ks < kj < k; seguem
analogamente, pois aqui ks < k;. Isto mostra que a aplicagao é de facto um
monomorfismo de anéis.
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No que diz respeito as estruturas de médulos, veja-se que

T vezes
—_—

g(A) = diag(g(Jx, ), - - -, 9(Jx,)) = diag(g(A),...,g(A)), (2)

para qualquer g(z) € Klz|. Usando agora a propriedade multiplicativa,
temos

9(A)B = g(A) B = g(A)B,

pela relacdo (2). Isto prova o pretendido, e termina a demonstracao. O

Apresentamos agora o resultado central deste capitulo.

Teorema 2.2 Sejam A e B matrizes de My(F), com AB = BA, e
suponhamos que A tem apenas um valor préprio e estd na sua forma normal
de Jordan, al, + diag(Jy,,...,Ji, ), com ki > ... >k, > 1. Entdo B € raiz
um polindmio ménico de grau r com coeficientes em F[A].

Demonstracao. Considere-se o morfismo definido acima, e B, imagem
de B. Ora, B tem entradas em F[A], anel comutativo, onde ¢é vélido o
Teorema de Hamilton-Cayley (cf. por exemplo [Br]) isto é, se pusermos
p(z) = det(zI, — B)!, p(z) tem coeficientes em F[A] e grau r. Além disso,

p(B) = 0, e portanto, pelas propriedades referidas no lema, p(B) = 0, o que
demonstra o resultado. O

Ao polinémio p(z) = det(zl, — B) chamaremos o A-polindmio carac-
teristico de B.

Podemos verificar facilmente que este teorema é de facto uma generali-
zacao do teorema de Hamilton-Cayley, tomando B uma matriz qualquer, e
A := 0y, Neste caso, 7 = n e os polindmios h;; s6 tém termo independente,
que coincide com a entrada (i,j) de B. Vamos obter, para B uma matriz
formada por matrizes escalares do tipo n X n, e ao calcular o seu polinémio
caracteristico, vamos obter um polinémio cujos coeficientes s@o novamente
matrizes escalares, em que na diagonal principal aparecem os coeficientes
do polinémio caracteristico de B. Assim, o O-polinémio caracteristico de
B pode identificar-se com o polinémio caracteristico de B, e neste caso, o
resultado anterior corresponde ao teorema de Hamilton-Cayley.

Este teorema, tal como estd enunciado, exige que A tenha apenas um
valor proprio e que esteja na sua forma normal de Jordan, mas de facto o
resultado pode estabelecer-se num quadro mais geral.

'Estamos a notar por I, a matriz identidade de M, (F[A]).
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Corolario 2.3 Considerem-se A, B € M, (F), com AB = BA, em que
F € um corpo que contém todos os valores proprios de A, e suponhamos que
A tem r divisores elementares. Entao B € raiz um polindmio mdnico de
grau T com coeficientes em F[A].

Demonstragao. Vamos para ja ver que o resultado é valido se A tiver
mais do que um valor préprio, estando ainda na sua forma normal de Jordan.
Procedemos por indugao no nimero de valores préprios, ¢, estando o caso
g = 1 ja demonstrado. Suponhamos entao o resultado valido para um certo
q > 1, e tomemos A com g + 1 valores préprios, ainda na sua forma normal
de Jordan. Entao A = diag(A;, A2), em que A; é soma directa dos blocos de
Jordan associados a ¢ dos valores proprios, e Ay a soma directa dos restantes
blocos, todos associados ao mesmo valor proprio. Sejam s e t o nimero de
divisores elementares de A; e Ao, respectivamente. Claramente r = s + t¢.
Como j& vimos na Introducao pg. 9, temos que ter B = diag(Bi, B2), com
B; do mesmo tipo que A4;, e A;B; = B;A;, i = 1,2. Ora, A1 e By estdo nas
condigoes da hipdtese de indugao, e As e By nas condigoes do teorema inicial
2.2. Existem portanto o Aj-polinémio caracteristico de Bi, e 0 As-polinémio
caracteristico de B, sejam respectivamente

g(l’) = 2°+ gs—l(Al)x871 + ...+ g()(A1),
h(z) = a4 ht—l(A2)fEt71 + ...+ ho(A2).

Pomos agora

(x) == 2°+ gs,l(A)xS_l + ...+ g0(A),

() = a'+h (A 4.+ ho(A),

e tomamos

f(@) = g(@)h(x),

que é um polinémio de grau r, com coeficientes em F[A]. Resta verificar
que f(B) = 0. Tendo entao em conta que A e B sao diagonais por blocos, e
que, para qualquer i € [s], g;(A) = diag(gi(A1), gi(A2)), € 0 mesmo para os
coeficientes de h,

f(B) = §(B)h(B)

diag(g(By), *) diag(x, h(B2))
= diag(0, x) diag(*,0) = 0.
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Suponhamos finalmente que A nao estd na sua forma normal de Jordan.
Como F contém todos os valores préprios de A, existe uma matriz invertivel,
T, tal que A TAT—! é a forma normal de Jordan de A. Nestas condicdes,
B := TBT! comuta com A e portanto, existe o A-polinémio caracteristico
de B, seja f = 30—, fi(A)z?, f.(x) = 1. Definimos entdo

-
= fi(A)',
i=1
que é ménico, e tem o grau pretendido. Vejamos que f(B) = 0.

f(B) = Zfl T~ AT)(T~'BT)’

= ZT HATT BT

= 71 (Z fi(fl)Bi> T =0,
=1

0 que termina a demonstracao. O

2.2 Dimensoes de algebras de matrizes que co-
mutam

Vamos agora usar os resultados desenvolvidos na seccao anterior para
obter alguns limites superiores para as dimensoes de algebras geradas por
matrizes que comutam, exibindo, em cada caso, uma base do espaco con-
siderado. Assim, sempre que falarmos em ‘familia geradora’ dum espaco,

entenda-se que se estd a considerar uma familia de vectores que o gera en-
quanto espacgo vectorial, ou seja, uma familia que contém uma base.

Algebras geradas por duas matrizes

Vamos apresentar aqui uma nova demonstracao do resultado 1.15 — o
Teorema 2.5.

Teorema 2.4 Nas condi¢des do Teorema 2.2, com a hipdtese adicional
de A ser nilpotente, existe uma base para alg <I,, A, B> com a forma

{A'B:0<j<r—1e, para cada j, 0 <7 < K} 4 — 1}, (3)

comky =k, ki>klparai=2,...;r ek} >... >k
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.2, podemos escrever B" como com-
binacdo linear, com coeficientes em F[A], das poténcias inferiores de B.
Entao existe uma base de alg <I,,, A, B> contida na familia

(ABT:0<i<k —1,0<j<r—1),

uma vez que A¥ = 0. Vamos provar agora que podemos melhorar esta
familia geradora, mostrando que

(I,,A, A% .. AR—L
B,AB,A’B, ..., A="1B,

‘Brfl ABrfl o AkalBrfl) —

(AiBj:OSjST—le,paracadaj,OSigij—l) (4)

é ainda uma familia geradora. Para o provar, basta ver que, para cada
j € [r], A% BI~! pode ser escrita como combinacio linear dos elementos
anteriores, isto é, dos elementos A'’B*, com 0 < s < j, e para cada s,
0 < i < kgpq — 1. Isto porque assim se pode garantir, por iteragdo, que
para kjy1 < i < ky, A'Bi~1 é ainda combinacdo linear desses elementos.
Demonstraremos isto usando induc¢ao em j.

Para j = 1 a afirmacéo é trivial, pois A¥1 = 0. Tomemos entdo s > 1 e
suponhamos que temos o resultado para todos os valores de j inferiores a s.
Consideremos B particionada por blocos

| B1 B»

em que o bloco By contém os primeiros s blocos de B, isto é, By = [By],
i,t € [s]. Tome-se igualmente A na forma

A= diag(Ala A2)7

com A; = diag(Jk,,...,Jx,). Da equacdo AB = BA podemos tirar que
A1By = B1 A1, e portanto existe o Aj-polindémio caracteristico de B, seja

Bf = fo_1(A1)By "+ ..+ f1(A1)B1 + fo(Ay).

Tomemos agora t < s, qualquer. Ao calcular B?, verificamos que tem a
forma

Bi + D1 Dy
D3 D,
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em que cada parcela de Dq,...,D4 é um produto de t matrizes em que
aparece Bs, B3 ou By. Estas matrizes By, By e By sao formadas por blocos
que sao matrizes triangulares superiores regulares, do tipo k., X kg, com
ko < ksy1 ou kg < kep1. Em qualquer caso, nao tém mais de ks4q linhas
nao nulas, que serao sempre as primeiras kg1 linhas. Ora, vemos facilmente

que
Ak’s+1 — AlfSJrl 0
0 0

e que os blocos que constituem A]fS“ tém kgy1 colunas nulas, que sao as
primeiras também. Portanto, ao fazer a multiplicacio A*s+1B*, os blocos
D+, D5, D3 e Dy sao aniquilados, lembrando que A; comuta com By. Pondo

assim
s | B1 0 | A O
Bl—lo O]eAl—[O 0|’
e, por questao de comodidade, fs = —1, temos sucessivamente:
Abst1(BS — fo 1(A)B* — ...~ fi(A)B — fo(A))
S
=D —fiA)AhnBy
i=0
id ~ .
=y —ARHf(A)B
i=0
® M
= Aks"'l Z _fi(Al)Bl =0.
i=0
Assim, AFs+1B% = 3%70 g,(A)B’, g; = — f;. Para controlar agora o grau
dos polinémios gg, . .., gs—1, usamos a hipdtese de indugao, e podemos tomar
assim o grau de g; menor que k;+1. Isto prova que a familia (4) é de facto
geradora.

Finalmente, vamos escolher uma base com elementos desta familia, fa-
zendo o seguinte: para cada j, sucessivamente, retiramos o elemento A’B7
da lista se ele puder ser escrito como combinacao linear dos elementos ante-
riores. Isto fornece uma nova familia,

{A'B:0<j<r—1e, para cada j, 0 <4 < ki, — 11},

com k:g < kj, K} = k1. Esta familia é linearmente independente, pois se hou-
vesse uma combinacao linear nula dos seus elementos, em que nem todos
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os coeficientes fossem nulos, entao o ultimo elemento com um coeficiente
nao nulo seria combinacao linear dos anteriores, o que contraria a nossa
construgao. Isto mostra que, de facto, a familia exibida é uma base. Além
disso, se A¥: Bi=1 pode ser escrito como combinacao linear dos elementos an-
teriores, multiplicando a expressao por B, vem que A Bt também pode ser
escrito como combinagao linear de elementos anteriores. Assim, ki, ; < kj,
e isto termina a nossa demonstragao. O

Teorema 2.5 Seja F' um corpo, e A,B € M,(F), duas matrizes que
comutam. Entdo dimalg <A, B> <n.

Demonstracao. Seja A := alg <I,,, A, B>, e seja F o fecho algébrico
de F. Tomando A := A®p F, temos dimgz A = dimp A, o que nos permite
supor que o corpo € algebricamente fechado.

Suponhamos agora que A é decomponivel, isto é, que existem subélge-
bras A; e Ao tais que A = A1 + Ay A; e Ay sdo ideaisde A e A1 NAy =0
(portanto A;.As = A3 A; = 0). Nestas condigoes, a menos de isomorfismo,

A = diag(Ay, A2) e B = diag(B1, Bz),

com A;, B; € MnZ(F), 1 =1,2emny+ne =n. Além disso A;B; = B;A;, e
A; = alg <I,,, A;, B;>. Usando indu¢ao, podemos supor que

dimA; <n;  i=1,2,

e como A = A; @ As, temos o resultado. Podemos portanto supor que A é
indecomponivel.

Finalmente, como consideramos F' algebricamente fechado, suponhamos
que A estd na sua forma normal de Jordan. Se A tivesse dois valores préprios
distintos, viria B = diag(B1, B2), pela equagao de comutatividade, e A seria
decomponivel. Assim, podemos supor que A apenas tem um valor préprio,
isto é, A =al, + N, em que N é nilpotente. Porém, como I,, € A, temos

A = alg <I,, N, B>,
e portanto podemos supor que A ¢é nilpotente.

Ora, nestas condigoes, ja construimos uma base — o conjunto (3) —
com Y i_i ki <>, ki =n elementos, o que demontra o resultado. O
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Algebras geradas por trés matrizes

Este teorema permite também obter alguns resultados para as dlgebras
geradas por trés matrizes que comutam. Os raciocinios apresentados segui-
rao sempre a linha anterior: apresenta-se um conjunto gerador, contam-se
os seus elementos e obtém-se um limite para a dimensao do espago por eles
gerado. Tomemos agora

A:=alg<l,, A, B,C>,

em que A, B,C € M, (F) e comutam duas a duas. Tal como acima, podemos
supor, sem perda de generalidade, que F é algebricamente fechado, A é
indecomponivel, e vamos agora considerar que A, B e C sao nilpotentes, e
que A estd na sua forma normal de Jordan, A = diag(Jg,,...,Jk,.), onde
ki1 > ... >k, > 1. Pelo Teorema 2.5, sabemos que dimalg <B,C> < n.
Logo, se o conjunto { Xi,..., X}, s < n, for uma base de alg<B,C>,
entao o conjunto

{AX;:0<i<k —1,j=1,...,5}

é um conjunto gerador para A. Ora, podemos fazer este raciocinio come-
cando por mudar o nome as matrizes, de modo que ki seja o menor dos
maiores blocos de Jordan de A, Be C, isto é, supondo que A tem o menor
indice de nilpoténcia das trés matrizes que geram a algebra. Assim, temos
imediatamente o seguinte resultado.

Proposicao 2.6 Suponhamos que A tem o menor dos indices de nilpo-
téncia de A,B e C, k1. Entdo dim A < nky.

A partir de agora teremos também que supor que F' tem caracteristica
Z€ro.

Lema 2.7 Suponhamos que k1 é o menor indice de nilpoténcia das trés
matrizes A, B e C. Entdo, o conjunto

S, 1 =<{ABIC:0<i<k-1,0<j+I<r—1}>
contém uma base de A.

Demonstracao. Vamos mostrar, de modo analogo ao que ja fizemos,
que para j = 0,...,r, BJC"™J € S,_1. Novamente, por iteragdo, podemos
concluir disto que para quaisquer i, 7,1, A’BIC' € S,_;.
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Para qualquer x € F, B+ xC € A, portanto, pelo Teorema 2.2,
r—1 )
(B+zC)" =>_ fi(A)(B+2C)",
i=0

para alguns polinémios f;(x) € Fz]. Entao (B + xzC)" é combinagao linear
dos elementos de S,_; para qualquer x € F. Ora, tomando sucessivamente
r=1=1,...,74+ 1, temos

(B+ic)y =Y (;) dBICT €85, , (5)
Jj=0

para cada i. Seja agora M a matriz do tipo (r + 1) x (r + 1) definida por
Log 0

g [ BB
J : : :

L 1)) - (1)

Assim,

det M = (;) (g) <:> det[i#=! ¢ i,j € [r+1]] #0,

pois a tdltima matriz é uma matriz de Vandermonde. Reescrevendo entao as
r 4+ 1 equagoes da férmula (5), vem
B’I’
BC
M : € (Sr—1)",
Bcrfl
Cr—l

sendo (S,_1)" ™! a (r + 1)-ésima poténcia cartesiana de S,_;. Finalmente,

BT BT
BT‘—IC BT—IC
: — M—IM 6 M_I(Sr_l)T+1 g (Sr—l)r+17
BCT—l Bcr—l
Crfl Crfl
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donde se conclui que B'*C"™* € S,_1, para 0 < ¢ < r, 0 que termina a
verificacdo. Demonstramos assim que o conjunto

{ABICt:0<i<k —1,0<j+1<r—1}
contém uma base de A. O

Proposicao 2.8 Suponhamos que k1 é o menor indice de nilpoténcia
das trés matrizes A, B e C. Entao dim A < kyr(r +1)/2.

Demonstragao. Basta ver que o nimero de pares (j,1) com 0 < j+1 <
r—1ér(r+1)/2. O

Note-se que este limite superior depende de ki e de r, ao passo que o
limite da proposicao 2.6 dependia de k; e de n.

Vamos agora mudar o tipo de suposicao que fazemos sobre k. Passamos
a mostrar que podemos supor que A tem o maior indice de nilpoténcia de
A, isto é, para qualquer s tal que A® = 0, temos X* = 0, se X € A. Isto
corresponde a dizer que A tem o maior bloco de Jordan associado a zero
dentre as matrizes de A, que sao todas nilpotentes.

Lema 2.9 Sejal o maior indice de nilpoténcia de A. Entao existe D €
A, de indice de nilpoténcia, I, e D = a1 A+asB+a3C+asAB+. .. uma sua
expressdo como combinacdo linear dos elementos geradores em que ay # 0.

Demonstragao. Vamos supor que a; = 0, com vista a um absudo.
Entao D = asB+a3C+a4AB+.. ., e, para qualquer a; € F,ay #0, a1 A+D
tem um fndice de nilpoténcia menor. Posto de outro modo, D! = 0, D=1 #£ 0
e (A + D)1 =0. Assim,

0 = (alA + D)l_l
-1
— Z(alA)iDl—l—i
=0
= D'l AD 20y + ...+ A2DA? 4 AL

O somatério anterior pode ser interpretado como um polinémio de coe-
ficientes matriciais na varidvel a1, ou como uma matriz de polinémios. Ora,
cada um destes polinémios tem grau [ — 1 < n — 1, e anula-se para todos
os valores de a; diferentes de zero. Assim, todos os polinémios viriam iden-
ticamente nulos, e logo, para todo o i, A'D'~17% = 0, o que é falso, em
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particular, para i = 0, pois viria D'~! = 0. Portanto, é possivel tomar
al 7& 0. O

Pelo lema anterior, alg <I,, A, B,C> = alg<lI,,B,C, D>, e podemos
assim supor, sem perda de generalidade, que A tem o maior indice de
nilpoténcia de A, ki. Vamos apresentar uma relacdo semelhante as ja
apresentadas: assim como de (B + xC)" € <S,_1> pudemos concluir que
BiC(r=1) € <S,_1>, agora, de (A + zB + yC)* = 0 vamos poder concluir
que A'BICt =0se i+ j+ 1=k, e, por iteracdo, se i + j +1 > k.

Lema 2.10 Suponhamos que ki é o maior indice de nilpoténcia de A.
Temos A'BC® = 0 sempre que i + j + s > k1. Assim, o conjunto

{A'BIC® : 0<i<k —1, 0<j+s<min{r—1,k —i—1}}
gera A como espaco vectorial, isto é, contém uma base de A.

Demonstragao. Estamos agora a supor que, para todos os valores de x
ey, temos (A+xB+yC)* = 0. Ao fazer o desenvolvimento deste trinémio,
obtemos

ki J
kl «
0 = By =B Ak1—a ga—BiB
33 (0 (5) ‘
a=0 =0
i+j+s=k1

em que ;s € F, ;55 # 0, para cada terno (i, j, s) que aparece no somatério.
Pondo agora gy := z¥1*1, obtemos um polinémio em z, de grau k? + k1 (o
termo z¥i 1 obtém-se para (i,7,8) = (0,0,k1)). Além disso, para ternos
distintos, vamos obter poténcias de x distintas, uma vez que j < k; e 0s
expoentes tém a forma j+s(k1+1). Assim, os coeficientes do novo polinémio
Vao ser ou zero ou ;; sA'BIC*. Novamente, podemos encarar este polinémio
com coeficientes matriciais como uma matriz de polinémios, todos de grau
k? + k1, que se anulam para todos os valores de z. Assim, todos os seus
coeficientes tém que ser nulos, o que demonstra o pretendido.

O conjunto gerador obtém-se conjugando o que se acabou de mostrar
com o resultado do lema 2.7, tendo em conta que essa majoragao ainda é
vélida por maioria de razao ao fazermos a suposicao presente sobre ky. O
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Proposicao 2.11 Suponhamos que k1 € o maior indice de nilpoténcia
de A. Temos que

ki(kr +1)(k1 +2
dim A < 1(1+6)(1+)sek1§r,e
dim A < r(r+ 1)(321 ~ -1 se k1 >r.

Demonstragao. Paraocaso k; <r, min{r—1,k;—i—1} =k —i—1,
para qualquer i, com 0 < i < k1. Portanto o conjunto gerador pode escrever-
se como:

{BIC*:0<j+s<k —1}U
W AB'C*:0< j+s5<k —2}U

J---uU
U{AM2BICs . 0< j4+s<1}U
U{Akl*l},
eportamto2
dimA < kl(kl;l) + k1(k12— Dy 42t ; L

k1

= %gi(i—kl)

=1
r—1 kl(kl =+ 1)

1 '2
B2 DL
_ kl(k1+1)(/€1+2)
. |

Se k1 > r, com k1 — d = r, nos primeiros d subconjuntos, temos r — 1 <
k1 —1—1, e portanto toma-se j +s <r—1. Parai >d, k1 —i—1<r—1,
e toma-se j + s < ky — i — 1. Assim, o conjunto fica

{BIC*:0<j+s<r—1}U
U{ABIC*: 0<j+s<r—1}U
U---u

2 Aqui usamos, além da férmula da soma dos termos de uma progressio aritmética, a

formula Y7 i* = w'
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U{ABIC*: 0<j+s<r—1}U
U{ AT BICS . 0<j+s<k —d—2}U

U---u
U{AM2BICS . 0< j+s<1}U
U{Alﬁ—l}’
o que d&a
dim A < d(r+1)r+r(r—1)+ +3><2+1
- 2 2 2
1 r—1
- d@ + ;z(z ~1)
(ki —r)(r+1r (r—1(r+1)r
= +
2 6
_ Bki—=2r=1)(r+1)r
= - 7
o que demonstra o pretendido. O

No préximo capitulo, apresentaremos uma simplificacao da demonstra-
¢ao do Teorema 2.5, usando teoria de moédulos.

2.3 [Espacgos de matrizes nilpotentes

Vamos agora apresentar uma primeira demonstracao de um resultado de
Gerstenhaber [Gel], que se pode encontrar em [MOR].

Nesta seccao, F' é um corpo qualquer. O lema que se segue apresenta
alguns resultados bem conhecidos, aplicados a um caso particular.

Lema 2.12 Seja S C M, (F) um subespago vectorial, e ponhamos
St :={A:tr(AB)=0VB € S}.
Temos as sequintes propriedades:
1. dim S + dim S+ = n?,
2. RCS«e S+ CRY
3 (SHt =85,
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e se S =51 ®S5,, entdo
4. 8+ = Sf NSy

Demonstragao. As afirmacoes sao todas propriedades bem conhecidas,
tendo em conta que tr(AB) define uma forma bilinear no espaco M, (F).
Podem-se encontrar as demonstragoes, por exemplo, em [GW, Cap. 5]. O

Lema 2.13 Se A, B e A+ B sao matrizes nilpotentes de M, (F), entao
tr(AB) = 0.

Demonstracao. Suponhamos que B estd na sua forma normal de Jor-
dan

0 € 0
0
0 e
0 0

em que ¢, = 0 ou 1, ¢ € [n — 1]. Notemos por s(M) a soma dos menores
principais de ordem 2 da matriz M. Se M é nilpotente, entao s(M) = 0, pois
é o coeficiente do termo em "2 do polinémio caractristico de M, ou o seu
simétrico, se n > 2, e é o determinante de M se n = 2 (paran = 1 o resultado
é trivial). Sendo A = [a;;], ap6s alguns calculos simples verificamos que

n—1
S(A) — S(A + B) = Z €iQi41; = tl“(AB),
i=1

e temos assim o pretendido. Para fazer a verificacdo, basta observar que,
dada a forma de B, os unicos menores principais do tipo 2 x 2 de A que
diferem dos respectivos menores de A + B sao os do tipo |Afii + 1]ii + 1]|.
Ao fazer a diferenca, obtemos

|Alii + 1]id + 1]| = (asi@it1i+1 — (Giig1 + €)0it1:) = €Qit14,
0 que termina a demonstarcao. O

Teorema 2.14 Se W C M, (F) for um espaco de matrizes nilpotentes,
entao dim(W) < n(n —1)/2.

Demonstracao. Seja T o espaco de todas as matrizes triangulares su-
periores nilpotentes (isto é, de diagonal principal nula), e Wy := W N T.
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Fixemos Wy um espaco complementar de W em W, isto é, Wi N W, = {0}
e W = Wj + Ws. Note-se agora que T é o conjunto das matrizes triangu-
lares superiores, e uma vez que Wy é constituido por matrizes nilpotentes
nio triangulares, Wy N T+ = {0}. Tomando agora A € Wy, B € Wy e
C € T+, observamos que tr(AC) = 0 e tr(AB) = 0 pelo lema anterior, e
portanto T @ Wy C I/VlL Pela comparacao das dimensoes destes espacos,
dim(Ws) + n(n +1)/2 < n? — dim(W;) temos o resultado pretendido. O

Apresentamos a seguir um resultado que diz respeito & possibilidade de
triangularizacao de um espago de matrizes nilpotentes.

Lema 2.15 Se A,B € M, (F) em que F' é um corpo com mais do que
dois elementos, e se toda a combinacao linear de A e B for uma matriz
nilpotente, entdo tr(AB?) = 0.

Demonstragao. Tal como no primeiro lema, ponhamos B na sua forma
normal de Jordan. Notemos por s'(M) a soma dos menores principais do
tipo 3 x 3 da matriz M, que também é zero para qualquer matriz nilpotente.
Temos assim s'(A + xB) = 0 para qualquer x € F. Encaremos agora
§'(A+xB) como um polinémio em z. Este polinémio é quadratico, pelo facto
de B estar na forma normal de Jordan, e anula-se em todos os elementos de
F', que por hipdtese sao pelo menos trés, portanto tem que ser o polinémio
nulo. Calculemos agora o coeficiente de 2. Observe-se que para que um
menor do tipo 3 x 3 forneca uma contribuicdo para o coeficiente de z2 é
necessario que os indices das linhas e das colunas sejam consecutivos; se
forem 4,7 + 1,7 + 2, a contribuigao é €;€;11a4+2. Ao somar tudo, obtemos

n
Z €i€i+1A542; = tI‘(AB2),
=1

considerando que B? é uma matriz constituida apenas por zeros, excepto
nas entradas (4,7 + 2), que sao €;€;+1, @ € [n — 2]. O

Apresentamos agora um teorema de Jacobson. Pode-se encontrar uma
generalizacao interessante deste teorema em [Ra], com uma demonstracao
bastante simples.

Teorema 2.16 (Jacobson) Seja N C M, (F') um conjunto de matrizes
nilpotentes tal que para quaisquer duas matrizes A, B € N existe ¢ € F tal
que AB—cBA € N. Entdao N € triangularizdvel, isto €, existe V , invertivel
tal que VNV =1 é um espaco de matrizes triangulares.
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Teorema 2.17 Seja W C M, (F) um espago de matrizes nilpotentes, e
suponhamos que F tem mais do que dois elementos. Entdo, se a dimensao
de W for n(n —1)/2, W ¢ triangularizdvel.

Demonstragao. Seja B € W qualquer, e seja V' uma matriz invertivel
tal que B’ := VBV ™! é triangular. Na notacdo do Teorema 2.14, definimos
também W’ W] e W como os espagos transformados por conjugacao. Dada
a hipétese sobre as dimensoes, temos T+ @ W4 = W/, e portanto, pelos
resultados do lema 2.12,

Wi =witnTo>W'tnT. (6)

Temos agora (B')2 € W't, pelo lema 2.15, e além disso (B’)? € T. Assim
(B")? € W] C W’ e portanto B2 € W.

Tomando entdo C, D € W, temos CD+DC = (C+D)?-B?>-C? ¢ W,
e pelo Teorema de Jacobson, o espago é triangularizavel. O

Terminamos com uma caracterizagao dos conjuntos de matrizes que
geram espacos vectoriais de matrizes nilpotentes. Esta primeira proposi¢cao
encontra-se demonstrada em [Bol, pp. A.IV.70].

Proposicao 2.18 (Relagoes de Newton) Seja m um inteiro, e to-
memos X1, ..., Xm uma familia de indeterminadas. Sejam sp, 0 polinomio
stmétrico elementar de grau m em n varidveis, € p,, a soma das Mm-€simas
poténcias das indeterminadas:

Sm= Y (HXZ) pm:if:lxr.

HC|n],|H|l=m \i€H

FEntao
m—1

(_1)mm5m = Z (_1)i_15ipmfi — Pm.-

=1

Por recusividade, o resultado anterior permite exprimir polinomialmente
os polinémios simétricos elementares nas somas de poténcias das indetermi-
nadas, se o corpo dos coeficientes tiver caracteristica zero. Este facto vai ser
usado no proximo teorema.

Teorema 2.19 Seja G C M, (F) e suponhamos que F tem caracteristica
zero. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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(i) O semigrupo aditivo gerado por G € constituido por matrizes nilpo-
tentes.

(ii) O espago vectorial gerado por G é constituido por matrizes nilpotentes.

(i1i) Para qualquer familia finita de matrizes de G, (Gy,...,Gy),

Z tr(GU(l) e Gg(k)) = 0.

ogeSy,

Demonstracao. A implicagao (ii)=-(i) é trivial. Para a reciproca, ob-
servemos que, na notacao do lema anterior, o coeficiente em ¢~/ do poliné-
mio caracteristico de uma matriz A com valores préprios (A1, ..., \,) é igual
a 5;(A1,..., ), e este pode exprimir-se polinomialmente em ), Nk e n),
isto é, nos tracos das poténcias de A. Em particular, A serd nilpotente se
e s se tr(A™) = 0 para qualquer inteiro positivo m. Assim, tomando (i)
como hipédtese, A = Zle a;G;, e fixando m, vamos encarar

k m
tr <Z azGl>
i=1

como um polinémio em k indeterminadas. Este polindmio anula-se para
todas as familias de k inteiros, portanto é o polinémio nulo e A é nilpotente.

Vamos agora provar a equivaléncia de (i) e (iii). Supondo que temos (i),
seja (G; : i € [k]) uma familia finita de elementos de G. Para cada familia
(m; : i € [k]) de inteiros positivos temos por hipétese

k

k
tr (Z mZG1> =0.
i=1

Encarando a expressao como um polinémio (nulo) em & indeterminadas,
verificamos que o coeficiente de my ... my é exactamente

D tr(Goy - Goy)s

oESk

e obtemos (iii). Para ver a reciproca, tomemos G1, ..., G uma familia finita
qualquer de elementos de G, e provemos que tr ((3; G;)™) = 0 para qualquer
inteiro m. Tomemos uma familia de inteiros r1,...,7r nao negativos, com
> ;i = m e definimos B(ry,...,7) como sendo a soma dos produtos de
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todas as familias distintas de m matrizes em que r; dos elementos sao iguais
a (G;. Obtemos assim

T1!...Tk!B(T1,...,T‘k) = Z Aa(l)"-Aa(k:)v

[ ES’m

em que Aj,..., A, é uma familia em que exactamente r; dos elementos sao
iguais a G; para cada ¢ € [k]. Pela nossa hip6tese e pelo facto de F' ter
caracteristica zero, temos tr(B(r1,...,r;)) = 0 e observando finalmente que

k m
tr <2G1> =tr Z B(rl,...,rk) :0,
i=1

0<r;<m
T+ Frp=m

concluimos a demonstragao. a

O 0o
0o oo
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Capitulo 3

Usando Teoria de Mddulos

And now, for something
completely different.
(Monty Python)

3.1 Ainda algebras de matrizes que comutam

Nesta secgao, comegaremos por seguir [Wal, que surgiu como uma sim-
plificacao de algumas técnicas usadas no artigo [BH], que apresenta uma
demonstragao do teorema 1.15, usando técnicas semelhantes a [Lz]. No ar-
tigo [Wa] explora-se uma estrutura de médulo de F™ sobre Fz], definida a
custa da matriz A, para demonstrar o teorema 1.15. Sao estes resultados de
teoria de modulos que aqui desenvolvemos.

Definigao 3.1 Seja R um anel. Se M for um mddulo sobre R, diremos
que M ¢é um modulo de torcao se, para cada x € M existir um r € R tal
que rz = 0.

A partir daqui, nesta secgao suporemos que R é um dominio de ideais
principais. Apresentamos aqui o teorema dos factores invariantes para mo-
dulos de torcao finitamente gerados sobre dominios de ideais principais (que
se pode encontrar, por exemplo, em [BI]).

Proposicao 3.2 Sejam M e R nas condigcoes anteriores. FEntao M é
isomorfo a uma soma directa de mddulos

t
M =~ @ R/Rh;,
=1
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em que os ideais Rhi,... Rhy estdo univocamente determinados, verificam
(0) € Rhy = Ang(M) C ... € Rhy C R (isto é hy | ... | h1), e sdo
chamados os ideais factores invariantes de M, em que notamos por Ang(M)
o ideal aniquilador de M. Aos elementos (hi, ..., hy) geradores destes ideais
chamamos factores invariantes de M. Ao produto hy X ... X hy chamamos
ordem de M, notada ord(M).

Observagao. Os elementos hy,...,h; e ord(M) estao bem determina-
dos, a menos de produto por unidades de R. Quando falarmos, por abuso
de linguagem, dos factores invariantes de M, estamos a pensar numa familia
completa de geradores dos ideais factores invariantes.

A partir de agora vamos considerar que M = Rw; & ... ® Rwy, para
alguns w; € M, com Ang(Rw;) = (h;), e hy | ... | hy, pois os resultados
que se seguem (lemas 3.3 e 3.4 e teorema 3.5) mantém-se por isomorfismo.
Vamos notar por Endr(M) o anel dos R-endomorfismos de M. Fixando
b em Endgr(M), vamos notar por T' a R-subdlgebra de Endr(M) gerado
por B, isto é, o R-submédulo de Endr(M) gerado por {id,b,b?,...}. Apre-
sentamos agora alguns resultados técnicos que dizem respeito a estrutura de
T.

Lema 3.3 Sejat o numero de ideais factores invariantes de M. Entdo
existe um polinémio mdnico f € R[zx] de grau t tal que f(b) = 0. Portanto,
T ¢ gerado como R-mddulo por {id,b,b?, ... b'"1}.

Demonstracao. Sejam zi,. .., 2 elementos' de um R-médulo, tais que,
para todo o i, Ang(z;) = (h1). Consideremos agora a seguinte aplicagao

t
M — @ Rz;
i=1
t t
Zaiwi — Z(hl/hl)alzz
=1 =1

E simples de verificar que estd bem definida e que é um morfismo injectivo.
Pondo N := @521 Rz;, vamos identificar entdo M com a sua imagem, isto
é, considerar M C N.

Passamos a mostrar que existe d € Endr(N) com d|y; = b. Seja, para
cada w;, b(w;) = > Sijzj, com si; € R. Ora, como hyw; = 0, temos

'De facto, podiam-se tomar todos iguais a w;, mas é mais cémodo, por questdes de
notagao, toma-los assim.
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0 = hib(w;) = >_; hisijzj, portanto h;s;; € Anpg(z;) = (h1). Sejam entao
hisij = hltija e portanto s;; = (hl/hl)tl] Definimos entao d € EHdR(N) por
d(z) = >, tijzj. Recordando que w; = (h1/hi)z; pela identificagao, temos

d(w;) = Z(hl/h tijzj = stz] = b(w;).

J

Temos também que N é um R/(hi)-mdédulo livre, e portanto podemos
aplicar o teorema de Hamilton-Cayley para anéis comutativos com identi-
dade (cf. por exemplo [Br]) e obter que ¢(b) = 0 em que ¢ € R/(hy)[z] é
o polinémio caracteristico de b. Seja entao f um polinémio ménico de R[z]
cujos coeficientes sejam pré-imagens dos coeficientes de ¢. Entao, f tem
grau t, e

f(0) = ¢(b) = ¢(d|nr) = 0.

Isto conclui a demonstragao. a

Lema 3.4 Sejam R,M,b e T como acima, e suponhamos que M se
decompoe como soma directa de dois submddulos, M = P® Q, e mais ainda
que h@Q = 0, para algum h € R. Seja ¢ € Endgr(P) definido por

c:pr—m(b(p,0)),

em que T € a primeira projeccao, com respeito a decomposicdo apresentada.
Entdo, fazendo S := <id, c,c?,...>r a R-subdlgebra de Endg(P) gerada por
c, temos que hT ~pg hS, e o R-isomorfismo aplica hb* em hc', para cada i.

Demonstragao. Cada d € Endr(M) pode exprimir-se como uma ma-

[ dpp  dgp ] 7

dpg  dgq

com dpy, € Endp(P), dgp € Hompg(Q, P), dpg € Homp(P,Q), dgq € Endr(Q)
e, para a € P, dy,(a) = m(d(a,0)). Considere-se entao

triz

g:Endr(M) — Endg(P)
d — dpp.

A aplicagao g é R-linear, mas nao é um morfismo de anéis, pois nao respeita
a multiplicacdo. Note-se porém que, como h@ = 0,

[ hdpy hdgp | [ hdy, 0
hd_[hdpq hdg | —| 0 0 (1)
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e pondo
e— | rp Cap :
€pq  €qq
vem g(de) = dppepp + dgpepq € obtém-se
g(hde) = hg(de) = hdypepp + hdgpepq = hdppep, = hg(d)g(e).

Como c foi definida com g(b) = ¢, verifica-se por indugao, usando a igualdade
anterior, que g(hb') = hc' para todo o i. Portanto, g aplica hT em hS
sobrejectivamente; e é também injectiva, pois pela equagao (1) podemos ver

que g é injectiva em h Endg(M). Isto termina a demonstragao. O
Teorema 3.5 Para R,M,b e T como acima, sendo hy,...,ht os fac-
tores invariantes de M, e g1, ..., gr 0s factores invariantes de T, temos que

k<t egi|h; para i € [k]. Daqui se pode concluir que T € isomorfo a um
R-submddulo de M.

Demonstracao. O numero k de factores invariantes de T' é no maximo
t, pois, pelo lema 3.3, T tem um conjunto gerador com ¢ elementos?. Além
disso, (g1) = Ang(T) = Ang(M) = (h1), pois id € T. Por outro lado,
os factores invariantes de hT sao ¢i,...,q,,, em que, para cada i, g, =
gj/ mdc(h, g;), para aqueles valores de i tais que g; | h. Fixemos agora i > 1
e vejamos que g;+1 | hi+1. Aplicando o lema 3.4 com P := Rw; @ ...® Rw;,
Q = Rwj+1 ® ... ® Rwy e h := h;, pondo ¢ e § como no lema, obtemos
hT ~ hS. Ora, hS tem no maximo ¢ factores invariantes, pois, pelo lema
3.3 o conjunto {h.id, he, ..., hc¢*~1} é gerador de hT e tem i elementos. Isto,
conjugado com a expressao que ja tinhamos para os factores invariantes de
hT, mostra que T tem no maximo ¢ factores invariantes que nao dividem
hit1, e portanto g;+1 | hi+1. Isto é vélido para todo o ¢ > 1, e mostramos o
pretendido.

Vejamos finalmente que M vem isomorfo a um submoddulo de T'. Tome-
mos T = Ry; ®...® Ry, pondo y; :=0e g; :=1parak+1<i¢ <t Sejam
agora, para 1 < i <t, s; :== h;/g;. Para obter o resultado, basta ver que a
aplicacao de T' em M definida por >, r;y; — > sirjw; esta bem definida e é
um morfismo injectivo, o que é uma verificagao trivial. O

20 ntimero de factores invariantes é também o ntiimero minimo de elementos necessério
para gerar o médulo.
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Coroldrio 3.6 Pondo T} := <id,b,b?,...,b' " '>p, temos hib"™' € Tj_4,
para i € [t].

Demonstracao. Seguindo o percurso da demonstragao anterior, tinha-
mos obtido que ¢'~! € <id,c,...,c" %>R, por aplicacdo do lema 3.3 a c e
a P. Portanto, h;c'~' € <h;id, hic, ..., hi¢""2>p. Agora, pelo isomorfismo
do lema 3.4, temos h;b*"! € <h;id, hb, ..., hb""2>r C T;_1, o que conclui
a demonstragao. a

Vamos poder agora deduzir o resultado 1.15 a partir deste teorema.

Corolario 3.7 Sejam A e B matrizes do tipo nxXn que comutam. Entao
dimalg <A, B> < n.

Demonstragao. Comecamos por por M := M,«i(F) e R := Fl[z].
Vamos agora criar em M uma estrutura de R-mdédulo, através de A: para
p € Flz] em € M, define-se p.m := p(A)m. Entao R pode identificar-se com
F[A], subélgebra de M, (F'). Vem assim que Endr(M) é o centralizador de
A, que contém B. Pondo agora b := B, o conjunto 1" dos teoremas anteriores
é a F-subalgebra de M, (F') gerada por A e por B. Nestas condigdes, um
R-médulo é também um F-espago vectorial, um R-submoédulo um F'-subes-
pago vectorial, e um R-morfismo uma aplicacao F-linear. Assim, obtemos
que T é F-isomorfo a um subespago vectorial de M, e portanto

dimpalg <A, B>p < dimp M = n,

que é o pretendido. a

Vamos finalmente apresentar um conjunto gerador, semelhante ao apre-
sentado no teorema 2.4. A partir de agora, tomamos R e M como acabamos
de definir, e supomos os polinémios h; moénicos, para evitar ambiguidades.

Proposigao 3.8 Para i € [t], seja n; = gr(h;). Temos entio que o
conjunto

{I,A A%, .., A 1y
U{B,AB,A’B,...,A™"'BlU
U...uU
U{B""" AB"! . AMTIBT ) =
:{AiBj:OSjgt—le, para cada j, 0 <i<mnjy —1}

gera T como espacgo vectorial, isto é, contém uma base.
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Demonstragao. Vamos aplicar o resultado do corolario 3.6. No nosso
caso

T; = <id,b,b?,...,b" " '>r = F[A| + F[A]B + F[A]B® + ...+ F[A]B"™,
e como gr(h;) = n;, este resultado leva a concluir que
AYBTl e T, |+ <B" 1 ABL, .. AMTIB s

Multiplicando entdo A™ B~ por A, repetidamente, concluimos que, para
todo o j, A/B"=! € T, 1 + <B" ' AB~!, ... A% 1B~ e portanto
T, =Ti—1 +<B"~ 1, AB~! ... A%~ 1B=1> . Posto que T = T}, pelo lema
3.3, o resultado fica demonstrado. a

Note-se que no capitulo anterior apresentamos primeiro o conjunto gera-
dor (no teorema 2.4) e depois é que tirdmos a conclusao sobre a dimensao, ao
passo que aqui os resultados sairam paralelamente, a custa da demonstragao
do teorema 3.5. Além disso, essa base era construida & custa do estudo dos
divisores elementares, e esta usou os factores invariantes. Em qualquer dos
casos, obteve-se n como limite superior, pois a soma dos expoentes, quer dos
factores invariantes, quer dos divisores elementares, é n.

3.2 Algebras comutativas maximais

Vamos agora estudar a dimensao de algebras comutativas maximais,
isto é, subdlgebras comutativas R C M, (F) tais que, se S O R, para S
subdlgebra de M, (F'), entao S nao é comutativa. Uma condic¢ao equivalente
é C(R) C R. Para isso, vamos impor algumas condigoes sobre o radical da
algebra, que é o conjunto dos seus elementos nilpotentes (e também é uma
algebra) nomeadamente sobre o seu expoente, isto é, o niimero natural k tal
que (rad R)* =0 e (rad R)¥~! # 0. Laffey [Lf] obteve o limite inferior

dim R > (2n)%® — 1,
e, para o caso de o expoente de R ser trés,
dim R > [3n?/3 — 4],

e este ultimo limite é o melhor possivel para um numero infinito de valores
de n. Quanto a limites superiores, existe um teorema de Schur (que se pode
encontrar, por exemplo, em [ST]) afirma que

dim R, < [n?/4] +1,
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e, para o caso em que o expoente é trés, Courter [Co| constréi uma sucessao
de &lgebras comutativas maximais, R,, todas de expoente trés, tais que
lim(dim R,,)/n = 0. Vamos aqui seguir novamente [Lz|, em que se faz uma
adaptagao dos raciocinios de Courter para o caso do expoente quatro. As-
sim, os resultados que aqui apresentamos destinam-se a serem aplicados no
exemplo que iremos construir: vamos apresentar, para cada € > (0, uma
algebra comutativa maximal de My (F'), Se, tal que dim S¢/k < e.

A construcgao geral

Tomemos entao, para ja, R anel comutativo com identidade, e M moédulo
sobre R. Escreveremos Homp(M) = R para afirmar que todo o R-endo-
morfismo de M é da forma x — xr, para algum r € R. Denotaremos
este endomorfismo por r*. Vamos também considerar que R admite uma
representagao fiel sobre M, espago vectorial sobre F' de dimensao n. Vamos
considerar também que R C M, (F), e fixamos uma base em M, de modo
que cada elemento de M, (F') define uma aplicacdo de M em M.

Proposicao 3.9 Com R nas condi¢ées anteriores, R = Homp(M) se e
sd se R € uma dlgebra comutativa mazimal de M, (F).

Demonstragao. Suponhamos que R = Hompg(M). Tomemos entao
t € M,(F) comt € C(R). Antes de mais, ¢ define uma aplicacdo de M em
M pelo facto de M ser espaco vectorial sobre F'. Além disso, como tr = rt
para todo o r € R, temos ¢t € Hompg(M) = R, e assim C(R) C R, e isto
equivale a afirmar que R é subélgebra comutativa maximal de M, (F).

Reciprocamente, supondo que R é subalgebra comutativa maximal de
M, (F), vejamos que R = Homp(M). Imediatamente, R C Homp(M)
por ser comutativo. Tomando s € Homp(M) C M,(F), obtemos, para
quaisquer z € M e r € R, (zr)s = (x)sr e portanto, pela fidelidade da
representagao, sr =rs, s € C(R) C R, o que prova o pretendido. O

A partir de agora apenas usaremos modulos e anéis nas condigbes men-
cionadas, e portanto para ver que R é subdlgebra comutativa maximal de
M,,(F) verificaremos se Hompg(M) = R.

Defini¢ao 3.10 Considerem-se x1,...,Tm,, Y1,--..,Yq elementos de M
e (rij 11 € [m],j € [d]) uma familia de elementos de R. Dizemos que a
familia (r;;) € densa para o par ((x1,...,%m), (Y1,...,Yd)) se

LToTij = 5aiyj‘
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Dizemos que R € denso para o par se existir uma familia (r;;) de elementos
de R que seja densa para o par.

Proposigao 3.11 Se R ¢ denso para o par ((z; : 1 € [m]), (y; : j € [d]))
entao

m d
Homp(» x;R,> y;R)=R.
i=1 j=1

Demonstracao. Como R é anel comutativo, temos imediatamente
R C Hompg(> x;R,Y y;R). Para vermos a outra inclusdo, vamos consid-
erar f € Homp(}_ xR, y;R) qualquer, e obtemos (a;; : i € [m],j € [d])
uma familia de elementos de R tal que, para todo o i e j,

d
fzi) =) yiaij.
=1

Seja (rj;) uma familia densa para o par ((z;),(y;)). Pomos agora s :=
Zij rija;; € R, e vejamos que, para qualquer z € M, f(z) = xs. Para tal,
vejamos que os morfismos f e s* coincidem sobre os elementos z;. Sendo
entao x; um desses elementos, temos

s (w) =Y wmerijag = Y uyjai; = ¥ yjay = f(w),
ij ij J

o que termina a demonstragao. a

Teorema 3.12 Sejam R e M como acima, e N um R-submoddulo de
M. Sejam x1,...,Tm, Y1,---,Yq elementos de M tais que M = Y x;R e
N = Y y;R. Suponhamos que existe (r;j), uma familia de elementos de
R densa para o par ((z;),(y;)) e mais ainda, que para qualquer t € R
tal que y1t = yot = ... = ygt = 0, se tem Mt C N. Nestas condi¢des
Homp(M) = R.

Demonstragao. Tomemos f € Hompg(M), com f(x;) = >.; jcij. Para
c=1,....,dej=2,...,m,

fyo) = flaire) = f(zrj0)
= (Z xich) o = (Z xicji> Tjo
E (Z xirlgCu) = (Z xirjacjz)
= yaCZu = YoCjj, Z
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donde podemos concluir que yy(c11 — ¢j;) = 0.
Por outro lado, para k # [ e o € [d], temos zxr;, = 0 e portanto

0= f(@r)Tic = D TiT1oChi = TiT1aChi = Yo Chi;

(2

e portanto y,ci; = 0. Assim, pela hipétese do teorema,
Mcy C Nkl € [d],k‘ 75 le M(Cll —ij) CN, je [m]
Pondo entao c¢:= ¢y e g := f — ¢*, temos g € Homp(M, N):

glx)=f—c"(z) = Zxcij —zc1] = Zxcij —x(c11 —¢i) € N,
J J#i
para xz € M e i € [m]. Entao, pela proposigao 3.11 temos g = b* para algum
b € R, e portanto f = (b+ ¢)*, o que prova o pretendido. O

Vamos agora construir os médulos M, e os anéis R, que vao servir para
o nosso exemplo. Seja M um mdédulo sobre um anel R, com dois submédulos
M 2> M' D> M” 2 (0). Para cada g € IN, vamos construir um médulo M, da
seguinte forma: tomamos todos os g-uplos de elementos de M, (z1,...,z,)
com z; = x;mod M’', para todos os i,j € [q] e identificamos os elementos
(@1,...,2q) € (Y1,..-,Yq) s€ o = > y; e x; = yymod M” para i € [q]. A
adi¢ao em M, e o produto por um elemento de R definem-se componente a
componente, e é simples de verificar que ficam bem definidas. Se N for um
submodulo de M, notaremos por N, o submoédulo de M, em que as compo-
nentes dos g-uplos sao escolhidas em N. Seguem-se algumas propriedades
simples destes médulos.

Lema 3.13 Com as defini¢cées anteriores, temos:

1. Mé’ ~ M",

2. My/M] ~ M/M',

8. My /M, ~ (M'/M")D (4 g-ésima poténcia directa).

Demonstracao. A afirmacao 1 é de verificagao trivial, se pensarmos na
aplicacao de M" em M,/ definida por x + (z,0,...,0). Quanto & afirmagao
2, observamos que os elementos de M, podem ser postos na forma

T = (xy, o1+ 2h,...,21 + 1), rie M 2<i<q.
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Isto permite definir um epimorfismo de M, em M/M’, pondo Z — z1, e obter
o resultado pelo teorema do homomorfismo, observando que o ntcleo é Mé.
Finalmente, para a afirmacao 3, basta considerar o epimorfismo de Mé na
g-ésima poténcia directa de M’ /M" definido por & — (x1+M", ... xq+M")
e verificar que o niicleo é M. O

Definigao 3.14 Sejam M um mddulo sobre o anel R, nas condigoes
descritas. Vamos dizer que a Condigao (A) € satisfeita se existirem sub-
mddulos de M, M' e M", e ideais de R, R' e R" tais que:

. RO R D R'2(0),

. M2 M' DM 2(0),

- MR CM', MR" C M", M'R" = M"R' = (0) e
- R'R" = R'R' = (0).

Supondo valida a condi¢do (A), é simples de ver que o R-médulo R,
obtido a partir de R, considerado como mddulo sobre si mesmo tem a
estrutura de anel, se dotado da mutiplicagdo componente a componente,
que é comutativo se R o for. Mais, M, tem também uma estrutura de
R,-médulo, com a multiplicacao definida também componente a compo-
nente: para r = (r1,...,79) € Ry e m = (my,...,my) € M,, escrevendo,
para cada i, m; = a + x;, com x; € M’ e r; = b+ y;, com y; € R, temos
mr = (myr; 11 € [q]) mir; = ab+ ay; + z;(b+ ;) e ay; + xi(b+ y;) € M’
porque MR C M’. De forma andloga se via que mr = 0 se r = 0 ou
se m = 0, usando outras propriedades incluidas na condigao (A). Se N é
submoédulo de M, N, vem Rg-submédulo de M,. Os célculos envolvidos
nestas verificagoes sdo um pouco morosos, mas sao todos bastante simples.

Introduzimos agora alguma notacao. Para x € M ou R, vamos notar
por T o elemento de M, ou de R, cujas componentes sao todas iguais a x.
Para y € R’ ou M’ e j € [q], notaremos por y) o elemento de M, ou Ry
que tem y na sua j-ésima componente, e zero nas outras. Observe-se que
para que este elemento pertenca a M, ou R, (conforme o caso) é preciso
exigir que y pertenga a M’ ou R'. Finalmente, se R for uma &dlgebra sobre
um corpo F', entao, por identificagao, F' C R e os isomorfismos mencionados
no lema 3.13 sdo F-isomorfismos.

Observagao. Suponhamos que temos a condigao (A), e que (r;;) é uma
familia de elementos de R’ densa para o par ((z; : ¢ € [m]), (y; : j € [d])),

54



com x; € M, y; € M'. Entao
(1) )

= 5T
Tij Lo = 00il; )

o que mostra que R, é denso para o par

((El : 1’ E [m])7 (y§1)7' * "yél)7y§2)7 A ’yc(l2)7 AR ’y§q)’ A 7yéq)))'

Teorema 3.15 Seja R uma dlgebra comutativa sobre um corpo F, M o
espago de representacao de R, e suponhamos que a condi¢do (A) € satisfeita
e que R e M satisfazem as condigdes do teorema 3.12, com os referidos
elementos r;; pertencendo a R, e y; pertencendo a M', para cada i,j (como
na observacdo anterior). Suponhamos ainda que M' = M R'. Entdo

Homp, (M,) = Ry.

Demonstracao. Vamos verificar que M, e N, satisfazem as hipdteses
do teorema 3.12. Seja entdao h = (h1,...,hq) € Ry tal que yi(T)h =(0,...,0),
com 7 € [¢] e i € [d]. Assim, temos, para cada 7 e i, y;h, = 0. Ora,

por hipdtese (cf. teorema 3.12), nestas condigoes Mh, C N, e portanto

Myh C Ny.
Vejamos agora a densidade de I, para os conjuntos geradores. Vejamos
primeiro que M, é gerado como mdédulo sobre R, pelos elementos Z1, ..., ZTp,.

Sejav € My, v = (a+bi,...,a+by) em que a € M e cadab; € M’, e portanto
b; = Zj z;js;; com s;; € R'. Temos entao bl(-z) = ijsg-). Po_r outro lado, se
suposermos que @ =, ;t;, temos evidentemente @ = ) Z;t;. Isto prova o
pretendido, uma vez que

v=a+ (br,...,bg) =a+ b ... b9,
Vendo agora que N, é gerado pelos elementos (yl(T) 21 € [d, T € [q)),

a observacao anterior prova a densidade pretendida. Isto termina a nossa
demonstragao. a

Teorema 3.16 Seja R uma dlgebra comutativa sobre o corpo F', com
radical P. Suponhamos que P* =0 mas P3 # 0. Seja M o espaco de repre-
sentacdo de R. Ponhamos R' := P, R" .= P3, M' .= MP e M" := MP3
(neste caso a condi¢ao (A) € vdlida). Suponhamos que My é um Rqy-modulo
fiel e que Hompg, (M,) = Ry, para cada q. Entdo o expoente de Ry é quatro
e se R e M tiverem dimensdo finita sobre F', temos
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1. Ry € uma subdlgebra comutativa mazimal de Mg (F), em que k(q) €
a dimensao de M, sobre F' e

2 lim dimR,  dim(P/P?)
“g— k(g)  dim(MP/MP3)

Demonstragao. Para ver que o expoente de R, é quatro basta observar
que o seu radical é P, que tem indice de nilpoténcia quatro. A afirmacao
(1) é também imediata, em vista da proposi¢ao 3.9. Quanto a afirmagao
(2), tendo em conta os isomorfismos do lema 3.13, e que k(q) = dim M,,
podemos escrever:

dimR,  dim(Ry/Ry) + dim(R;/Ry) + dim Ry
dim M, dim(Mg/M}) + dim(M; /M) + dim M}
dim(R/R') + q x dim(R'/R") 4+ dim R"
dim(M/M’) + g x dim(M'/M") + dim M"’

e portanto
lim dimR,  dim(R'/R")
g—oo dim M,  dim(M’/M")’
que é o resultado pretendido. O
O Exemplo

Vamos agora construir a algebra inicial Ry = R. Sejam s um inteiro,
s >3 en:= s Sejam A a subdlgebra de M (F) gerada pelas matrizes
Is, Eqg, ..., Es, e B asubdlgebra de M(F) gerada pelas transpostas destas
matrizes.

Estudemos um pouco a algebra A (a dlgebra B tem evidentemente um
estudo andlogo). Para comecar, vejamos que é comutativa maximal. As
matrizes geradoras apresentadas sao linearmente independentes e verificam
Ey;E; = 0 (portanto comutam), para quaisquer 2 < 4,5 < s. Temos
portanto a propriedade

A=alg<ls, B, ..., E1s> = <Is, Fia,. .., E15>.

Para ver a maximalidade, verifiquemos que C(A) C A. Tomemos entao
X = [z45] € C(A). Das n—1 equagoes do tipo E1; X = X Fy;, i > 2, podemos
deduzir as relagoes

xi = x11, Tij =0, parai>2ej#i.
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Daqui se pode concluir imediatamente que X tem que ser combinacao linear
das matrizes apresentadas, e portanto, X € A, como pretendiamos.
Pomos agora
R:=A® B® A.

E simples de verificar que o radical de R, P, é gerado, como espaco vectorial,
pelo conjunto

{fegeh:(f.g.h)#I,1,1)
f,h:I,Eu,...,Els;g:I,Egl,...,Esl}, (2)

tendo portanto dimensdo n — 1 sobre F. O espaco P? admite como base o
conjunto

{f® g ® h :nao mais do que um f,g,h = 1I;
f,h:I,Elg,...,Els;g:I,Egl,...,Esl,} (3)

e P3 admite como base o conjunto
{f@®g®h: f,h=Fia,...,E15,9=Fa,...,Eq }. (4)
Daqui se pode concluir imediatamente que R tem expoente quatro, e que
dim(P/P?) = dimP —dimP? =% -1 - (s — 1) =35> = 3s5.  (5)

Sejam agora U um espago de representagao de A, com base (ug, ..., us)
e V o de B, com base (v1,...,vs). Entao M := U ®@ V ® U é um espago
de representacao de R, de dimensao n. Tomamos M’', M", R’ ¢ R” como no
teorema 3.16. Verifiquemos agora que M e R satisfazem as condigoes dos
teoremas 3.12, 3.15 e 3.16.

Notemos para ja que U = u1A, pois ujt1 = wiFEiqt1, 1 € [s —1], e
V =3 ouB, pois v1 = v;E;; para qualquer ¢ > 2. Assim, M é gerado
sobre R pelo conjunto

{u1 @v;@ui:1=2,...,8}. (6)
Pomos entao x; := u1 @v;+1Q®u1, i € [s—1] ecom y := u;@v1®uj e N := yR,
obtemos imediatamente que P é denso para o par ((x1,...,Zm),(y)) (com

m := s — 1) uma vez que

(I ® Eii;® I=u® (52']'111 Q@ up = 6Z-ju1 ®v1 @up = 5Z~jy.
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Tomemos agora t € R tal que yt = 0 e verifiquemos que Mt C N.
Note-se antes de mais que os elementos

{f®g®h:f,h:I,Elg,...,Els;g:Egl,...,Esl} (7)

aniquilam y e aplicam M em N (é uma verificagao simples, tendo em conta
o conjunto gerador (6)). Considerando agora t como combinacao linear dos
elementos do conjunto gerador de R,

S
t = aII®l)+)> a(I®1®Ey)+
=2
S

S
Zbi(E1i®I®I)+ Z cij (B @ I ® Eyj) + '
i=2 ,j=2

em que ¢ é uma combinagao linear de elementos do conjunto (7). Assim

S
0 =yt = al(ul®v1®u1)+2ai(u1®v1®ui)+
=2

s S
D bi(ui @ v @ui) + Y cij(ui @ v1 @ uy),
i=2 1,j=2

e como estes elementos sao linearmente independentes, vem
al:...:(J,S:bg:...:bSZdQQnggz...:dSSZO,

e portanto t = t', ¢ estd no espago gerado pelo conjunto (7), e pelo que ja
observamos, Mt C N. Assim, acabdamos de ver que se verificam as condigoes
do teorema 3.12.

Passemos agora a verificar as condig¢oes do teorema 3.15. Pela construgao
de R, temos claramente a condi¢ao (A). Além disso,

y=u1 Qv @u = (u1 ®v; Qu)(I @ Ejy @)

para qualquer ¢ = 2,...,s. Portanto y € M P. Podemos entao desde ja
concuir que Hompg (M,) = R, e portanto, para qualquer ¢, R, é subélgebra
comutativa maximal de M, (F), com n = dim M,.

Resta agora ver que M, é um R,-mddulo fiel, para completar as hipdteses
do teorema 3.16. Notemos para ja que, observando os conjuntos geradores
(2), (3), (4) e (6), podemos ver que M P3 é gerado pelos (s — 1)? elementos

{ui®v1®Uj:i,j:2,...,s}
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e MP ¢ gerado pelos (s? — 1)s + 1 elementos
{1 @i @uitU{uw;@v; @uy : (i,k) #(1,1), 1 <j<s}.
Daqui se pode concluir imediatamente que
dim(MP/MP?) = (s> —1)s +1— (s — 1) =5 — s> + 5. (8)

Para ver agora a fidelidade do mddulo, vamos tomar p = (s1,...,5sq)
um elemento nao nulo de Ry, e encontrar ¢ € M tal que tp # 0. Se cada
s; pertencer a R”, entdo forgosamente > ;s; # 0 uma vez que tomamos
p # 0. Portanto, para algum elemento ¢t do R-médulo fiel M, t>",;s; # 0,
e entdo tp = (ts1,...,tsq) # 0, como pretendiamos. Suponhamos entao
que para um certo [ € [¢], s; ¢ R”. Afirmar que tp = 0 é dizer que,
para cada i, ts; € M” = MP3. Basta entdo encontrar um ¢ em R tal que
ts; ¢ M P3. Suponhamos para ja que s; é tensor decomponivel, s; = fRg®h.
Vamos apresentar, em cada caso possivel para s;, um vector de M tal que
ts; ¢ MP3. Como s; ¢ P3, pelo menos um dos elementos f, g ou h tem que
ser I. Entao sete casos podem ocorrer:

S t tSl(géMP?’)
IRQIRI UL RV PuUuL Ul Qur @uyp
Ey@I®l wuveu u v @u
IQFEA®TI wmu,Q@u1 u Qv ®up (9)
IQI®E; u®@uz@up u2 v @u;
Elz’@Eﬂ@I Ul ®uj ®@ur U v ® uy
E1i @I @ E1; w1 Q@uz@ur u; @ vy @ uy
IT®E1®E; w®u@u u ®v®u;

Observacgao. Nao pode haver dois elementos da base de R que apliquem

um elemento o da base de M induzida pelas bases de U e de V noutro
elemento 3 da mesma base. Sendo o = u; ® v; Quy e B = uy @Vj Uy, se
existir um elemento v = f ® g ® h da base de R tal que ay = 3, entao este
estd bem determinado:

csei=1, f=1,sei=1#7, f = FEy,
: Sej:jlvg:IaSejlzl#jvg:Ejl’

-sek=kK,h=1I1sek=1#k, 6 h= Ey,
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caso contrario nao existe v nestas condigoes. Para concluir isto basta obser-
var que UiElj = 5i1uj (§] viEjl = 5ij'Ul-

Vamos finalmente considerar o caso em que s; nao é decomponivel. Neste
caso §; tera que ter um coeficiente nao nulo num certo elemento da primeira
coluna da lista (9), quando expresso como combinagao linear dos elementos
da base de M induzida pelas bases de U e de V. Tomando entao o vector
correspondente na segunda coluna, e aplicando-lhe s;, o resultado é uma
combinacao linear de vectores da base de M em que o coeficiente do vector
que aparece na terceira coluna da lista é nao nulo, pela observagao anterior.
Assim, a imagem nao estd em M P? como pretendido.

Mostrdmos, em qualquer caso, que existe t € M tal que tp # 0, e isto
mostra que M, é um R;-modulo fiel.

Finalmente, o resultado 3.16 aplicado ao nosso caso déa

iy ARy dim(P/P3?) ~ 3s*—3s
g—oo dim M, dim(MP/MP3) 3 —s2+s’

tendo em conta as dimensoes apresentadas nas equagoes (5) e (8). Sendo
entdao € > 0 qualquer, tomemos s tal que (3s? — 3s)/(s® — 52 + 5) < €/2,
e fazendo toda a construcao anterior usando este s no inicio. Finalmente,
tomamos ¢ de tal modo que

dim R, 352 — 3s
dimM, s3—s2+s

€
< -.
-2

Pondo entao S := R, e portanto k := dim M, obtemos o pretendido, que
era dim S./k < ¢, sendo S, subdlgebra comutativa maximal de M (F').

O 0o
0o oo
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Capitulo 4

Usando Analise
Combinatoria

Se vuol venire nella mia scola
la capriola Le insegnero.
(Figaro, em As Bodas de Figaro,
de L. da Ponte, segundo Beaumarchais).

Neste capitulo nao iremos demonstrar de novo o resultado acerca da
algebra gerada por duas matrizes que comutam, mas iremos apresentar algu-
mas demonstragoes recentes de resultados de Gerstenhaber, nomeadamente
de um resultado apresentado em [Ge5], ultimo artigo de uma série de varios
([Gel] — [Geb]) onde se estudam as variedades de matrizes nilpotentes de um
ponto de vista da geometria algébrica, com algumas relagbes interessantes
com aspectos combinatérios (nomeadamente em [Ge4]).

4.1 Generalidades sobre particoes

Seja n um inteiro positivo. Diremos que o n-uplo de inteiros nao nega-
tivos a = (aq, .. .,a,) é uma parti¢io de n se

ay>...2apea1+...+a, =n.

ai,...,ay sao chamados os termos de a. Quando dissermos que um certo
k-uplo de inteiros em ordem decrescente, com k < n é uma particao de n,
estamos a pensar no n-uplo obtido daquele juntando-lhe n — k zeros finais.
Supondo que aj, € o ultimo termo nao nulo de «a, podemos associar a particao
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um quadro de Young, que é uma figura que tem k linhas, tendo a; caixas
na i-ésima linha. Por exemplo, para (5,3,2), que é uma partigao de 10, o
quadro de Young sera:

Definimos a conjugada da particdo o como sendo o* = (af,...,a))
definida por aj = [{i : a; > j}|, j = 1,...,n. Se pensarmos nos quadros de
Young, obtemos a particao dual de o lendo o quadro por colunas, isto ¢, a;
é exactamente o numero de caixas na i-ésima coluna do quadro de a. No
exemplo dado, a partigao dual de (5,3,2) é (3,3,2,1,1), e o respectivo quadro
é

E simples de verificar que (a*)* = a. Seja = (by,...,b,) uma partigao
de n. Diremos que 8 majora «, que notaremos por o =< [ se

a1+...+aj§b1+...—|—bj j:L...,n.

A majoracao assim definida é uma ordem parcial no conjunto das partigoes
de n. Finalmente, para a inteiro, vamos notar a™ := max{0,a}. Note-se
que, para b inteiro nao negativo,

at +b>(a+b)*. (1)

Terminamos esta seccao com algumas propriedades simples desta relacao,
que serao Uteis na seccao seguinte.

Proposicao 4.1 Sejam o = (ay,...,ay) e f = (b1,...,by) parti¢oes de
n, Entdo a =< (8 se e so se B* < a*.

Demonstragao. Sejam o* = (aj,...,a)) e % = (b],...,b},) e supo-

nhamos que f* < a*. Sabemos que Y. ;af = >, b = n, e portanto,
podemos dizer que 8* =< o™ se e s6 se b;+1 +...+b0 > a}k-H +...+a) para
j € [n—1]. Ora, pelos quadros de Young, é simples verificar que

n

Z(ai—j)Jr:a;-H%-...—i—afl jeEn-1],
i—1
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e 0 mesmo para (3. Assim, estamos a supor que >, (bi—7)t > " (a;—j) T
para qualquer j € [n] (para j = n, temos a igualdade, com zero em ambos
os membros). Tomando entao j := b,y,, obtemos

n

Z(bz - bm)+ > i(az - bm)+ > i(az - bm)+
i=1 =1

=1

Adicionando agora mb,, ao primeiro e ao terceiro somatorios, obtemos, para
0 primeiro

> (b = o)+ mby = Y (b = byn) + by = Db,
=1 i=1 =1

usando o facto de 3 ser decrescente, e para o terceiro

> (@i = b)) T+ mbm =Y ((ai — b)) +bm) > a,
=1 =1 =1

usando a relacao (1). Obtivemos assim que Y ;" b; > >, a;, param € [n],
ou seja, a < . Observemos agora que a = (a*)* e § = (*)*. Assim, pondo
G no lugar de o* e o no lugar de 8* no inicio da demonstracao, obtemos a
reciproca, o que termina a demonstragao da equivaléncia pretendida. O

A proposicao que se segue é equivalente & afirmacdo que, dadas duas
particoes o e 8, a = [ que difiram em apenas dois termos, e se v é tal que
a =y =X [, entdo v = a ou v = [ (pode ver-se este resultado demonstrado
em [JK]).

Proposicao 4.2 Sejam o = (ay,...,ay) e f = (b1,...,by) parti¢oes de
n, com a = B, a# (. Entao existem 71, ...,vn, particoes de n, tais que

a=y=...2m =37=70
e i e Yi+1 apenas diferem em dois termos, para 0 <i < h — 1.

Demonstragao. Visto que a # (3, seja p’ o primeiro indice tal que
a, # by. Pela majoracao, temos que ter a, < by. Ora, como a soma de
todos os termos de qualquer uma das particoes é n, tem que existir pelo
menos um termo de o maior que o respectivo termo de 3. Seja ¢ o menor
indice tal que a4 > b,. Como temos g > p/, tomemos p o maior indice menor
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que ¢ tal que a, < b,. Com esta construgao garantimos que, para j entre p
€q,
a; =bj e aq,by < a; =bj < ap,by.

Seja agora c o minimo entre b,—a, e a,—b,. Pelas propriedades apresentadas,
a sucessao

V1= (b1, 0g—1,bg = €, bg41, -+ bp—1,bp + €, bpg1, - -, bn)

é ainda uma sucessao decrescente de inteiros, é majorada por (3, difere dela
em apenas dois termos e majora . Se y; # «, repetimos o processo, obtendo
~2, Esta iteragao terminard ao fim de um ntimero finito de passos, uma vez
que o numero de termos em que 7y; é diferente de « vai decrescendo, em
sentido estrito — em 7q, por exemplo, ou b; — ¢ = a4 ou b, + ¢ = ap, e estes
elementos nao voltam a ser alterados. Isto termina a demonstracao. O

Proposicao 4.3 Sejam o = (ay,...,ay) e f = (b1,...,by) parti¢oes de
n, com o = 3. Entdo

com desigualdade estrita se o # (3.

Demonstragao. Pela proposi¢ao anterior, podemos demonstrar o re-
sultado supondo que « e 3 apenas diferem em dois termos, e sejam p e g
os indices desses termos, 1 < p < ¢ < n. Entao a, < b, e ag > by, e seja
¢ > 0 tal que ¢ = b, — ap, = ag — by. Ora b, — by > ¢, pois caso contrario
viria b, < by +c e ap < b, < by + ¢ = a4, contradizendo o facto de « ser
decrescente. Assim

n n

2 _ 2, 2, 2
Z a4 = Z ai +a, +ag
i=1 i#p,q

n

= > b+ (bp—c)*+ (bg+0)?

isép q

= Zb2+b2+b2+2c(c— by — bg) <Zb
i#p,q

<0

0 que termina a demonstracao. O
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4.2 Espacos de matrizes nilpotentes

Vamos apresentar agora dois resultados de majoragao de dimensoes de
espacos de matrizes nilpotentes, seguindo [BC]|, onde se podem encontrar
as novas demonstragoes dos resultados de Gerstenhaber, no nosso parecer
menos elaboradas que as iniciais.

Seja F' um corpo, e C' uma matriz de zeros e uns. Recorde-se que notamos
por M, [C](F) o subespaco de M, (F') constituido pelas matrizes X = [z;;]
que verificam z;; = 0 se ¢;; = 0. Sejam A uma matriz do tipo m xn e k um
inteiro, —m+1 < k < n— 1. Chamaremos k-ésima diagonal (ou diagonal de
ordem k) da matriz A ao conjunto das posigoes (i,j) com j =i+ k. Assim,
por exemplo, a (n — 1)-ésima diagonal da matriz serd constituida apenas
pela posigao (1,n), a diagonal de ordem 0 serd a diagonal principal, a de
ordem —1 serd o conjunto das posicoes imediatamente abaixo desta, e assim
sucessivamente. Dentro da mesma diagonal, diremos que uma posi¢ao (i, j)
estd acima de uma outra (p, q) se i < p, e abaixo se i > p.

Sejam agora W C M, (F') um espago de matrizes, e (41,...,A4,,) uma
base de W. Seja o = (s1,...,8,2) uma listagem das n? posicoes (i,]),
1 <4,7 < n. Consideremos agora os m vectores linha (vec 4;)7,1 <i < m,
com as entradas ordenadas segundo a ordem ¢ acima definida, e notemos por
My (Ay, ..., An) a matriz do tipo m x n? em que as linhas sdo exactamente
esses vectores:

(vec Ap)T
Mg(Al,...,Am):
(vec Ap)T

Condensando entao esta matriz, sem trocar linhas, obtemos uma outra ma-
triz M,(B1,...,Bn), em que cada matriz B; tem um 1 que era um dos 1’s
que apareceram, precedidos de zeros, na matriz M, (B, ..., By,). A esse 1
chamaremos o 1 principal de B;. Suponhamos que esses 1’s apareciam nas
posicoes Sy, ..y S, t1 < ... < ty. Como W é um espaco vectorial, as
matrizes B; continuam a pertencer a W e formam uma base.

Diremos que as matrizes By, ..., By, sao obtidas de Ay, ..., A, por con-
densagio na ordem o. A matriz de 1’s e 0’s B (A1, ..., A,,) (que abreviare-
mos por B quando isto ndo levar a confusao) do tipo n X n que tem 1’s nas
posigoes S, ..., St,, € zeros nas outras chamaremos matriz caracteristica do
espaco W, relativamente & ordem o e a base (Ay, ..., Ay,). O nimero de 1’s
em B7 é exactamente a dimenao de W. A ideia principal das demonstracoes
que se seguem € escolher, em cada caso, uma ordem o que confira a B° uma
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estrutura combinatéria adequada ao que se pretende.
Vamos agora apresentar uma nova demonstracao do resultado 2.14, usan-
do estas técnicas.

Proposicao 4.4 Se W C M, (F) é um espago de matrizes nilpotentes,
entdo dim W < n(n —1)/2.

Demonstragao. Seja (A1,...,A;,) uma base de W. Definimos entao a
ordem o da seguinte forma: tomamos as diagonais na ordem n—1,...,—n—+1
e ordenamos as entradas em cada diagonal da seguinte forma: nas diagonais
n—1,...,0 de cima para baixo, nas diagonais —1, ..., —n —1, de baixo para
cima. Numa matriz do tipo 4 X 4, se colocarmos em cada entrada o lugar
que a respectiva posicao ocupa na ordem o, obtemos

T 4 2 1
13 8 5 3
15 12 9 6
16 14 11 10

Seja (Bi,...,Bpn) a base obtida a partir de (A44,..., A,,) por condensagao
na ordem o e seja B a respectiva matriz caracteristica. Suponhamos que
para a matriz By, o 1 principal aparece na posicao (i, ). Pela escolha de o,
temos as seguintes propriedades:

1. se i < j, as diagonais n — 1,...,j5 — ¢ + 1 apenas contém zeros, e a
diagonal j — i contem zeros acima da posigao (i,j), e

2. se 1> j, as diagonaisn — 1,...,0,...7 — i+ 1 apenas contém zeros, e
a diagonal j — i contem zeros abaixo da posi¢ao (i, 7).

Se By tivesse um 1 principal na diagonal principal, pela propriedade 1,
teriamos que qualquer sua poténcia teria um 1 na mesma posicao, o que nao
pode ser, pois By é nilpotente. Portanto, B apenas tem zeros na diagonal
principal. Suponhamos agora que By tem o seu 1 principal na posicao (i, j)
e que existe B; que tem o 1 principal na posi¢ao (j,4), com i < j. Notemos
entao por s(X) a soma dos menores principais de ordem 2 da matriz X. Se
X ¢ nilpotente, entdao s(X) = 0, como ja vimos no capitulo 2, lema 2.15.
Vamos verificar que, nestas condigoes, teriamos

s(Bx + B;) = s(By) — 1,
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o que ¢é impossivel, pois contradiz a nilpoténcia das matrizes. Isto fornece
imediatamente o resultado, pois neste caso o maximo de 1’s que B? pode
ter é exactamente n(n — 1)/2.

Verifiquemos entao a relacao. Vamos mostrar que todos os menores
principais de ordem 2 de B} coincidem com os de By + Bj, a excepcao de
um, que é |Bg[ij|ij]|. As matrizes By, B e B = [b;j :i,j € [n]] := By + By
tém o seguinte aspecto:

0 0 0 0

em que bj; = (by);; + 1, sendo By, = [(br)ij : i,j € [n]]. Observe-se para ja
que nas diagonais ¢ — 5+ 1,...,0,...,n — 1, as entradas das matrizes By
e B coincidem. Tomemos entao p,q € [n],e suponhamos que ¢ —p > j — 1
ou ¢ — p < j — ¢ (informalmente, isto significa que a posi¢ao (p,q) esta nas
‘diagonais dos cantos’, bem como a posicao (¢,p)). Entao, supondo que
q > p, as entradas (p,q) quer da matriz By quer da matriz B sao zero,
e portanto o menor resume-se a (bg)pp(br)qq em qualquer uma das duas
matrizes, e os menores coincidem. Se é ¢ < p, é a entrada (g, p) que é zero, e
o raciocinio segue analogamente. Suponhamos agora quei—j < g—p < j—1
(aqui, quer a posicao (p,q) quer a (q,p) estdo nas ‘diagonais do meio’).
Nestas condicoes, as entradas das matrizes By e B sao iguais, e portanto
os respectivos menores coincidem. Vamos entao supor que ¢ —p = j — i,
pois o caso em que ¢ — p = ¢ — j teria um tratamento andlogo, uma vez
que nesse caso seria a a posi¢ao (¢,p) que estaria na diagonal j —i. Se a
posicao (p, q) estiver acima da posicao (4, 7), entdao o menor fica novamente
(bk)pp(bk ) gq, POIS bpg = (bg)pg = 0. Se a posicao (p,q) estiver abaixo da
posicao (7, 7), entao bpy = (br)pq € bgp = (bi)qp, uma vez que B tem entradas
nulas nesta zona, e o menor resulta igual. Finalmente, se (p,q) = (i,j), o
menor |Blij|ij]| fica:

|Blijlij]| = biibj; — bijbji = (br)is(br)j; — L(1 4 (br)ji) = |Brlijlig]| — 1,

o que conclui a verificagao. a

Vamos terminar, apresentando uma demonstracao de um resultado de
[Ge5], que d4 uma majoragao da dimensao de um espago de matrizes nilpo-
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tentes a custa de um estudo combinatério das estruturas de blocos de Jordan
das matrizes de W. Comecamos com alguns resultados técnicos.

A partir de agora, vamos supor que o corpo F' é infinito. Seja A uma
matriz nilpotente de M, (F'), e sejam k; > ... > k, > 1 os tamanhos dos
blocos de Jordan de A. Definimos a particao de Jordan de A como

prt(A) := (k1,..., k., 0,...,0),
——

n—r

que fica sendo, portanto, uma particao de n, que notaremos por vezes apenas
por (ki,...,k;). Assim, a majoracao de partigdes induz uma ordem parcial
nas classes de semelhanga das matrizes nilpotentes de M, (F').

Lema 4.5 Sejam A e B duas matrizes nilpotentes de M, (F). Temos
que

1. prt(A)* = (n —c(A),c(A) — c(A42),...,c(A" 1) —c(A™))
2. prt(A) < prt(B) se e s6 se c(AP) < ¢(BP), para qualquer p € [n].
Demonstragao. Pondo

a=(ay,...,ap) :=prt(A)* e = (by,...,b,) :=p(B)",

basta observar que ¢(AP) =n— (a1 +...4+ap) ec(BP)=n— (b1 +...+by)
para qualquer p € [n]. Daqui se conclui imediatamente a afirmagao 1. Além
disso,

prt(A) 2 prt(B) < [ 2 a < c(AP) < c(BP) Vp € [n],
o que conclui a demonstragao. O

Seja W um espaco de matrizes nilpotentes. Definimos a particdo de
Jordan de W como sendo o supremo, para a ordem parcial induzida, das
particoes de Jordan das matrizes de W. Sendo F' infinito, o lema seguinte as-
segura que existe em W uma matriz que admite esta particdo como particao
de Jordan.

Lema 4.6 Seja W C M, (F) um espago de matrizes nilpotentes, com F
nfinito, e x uma indeterminada. Entdo temos que:

1. existe uma matriz Q em W tal que prt(Q) = prt(W) e
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2. para toda a matriz A € W, prt(Q — zA) = prt(Q).
Além disso, para A € W, existe uma matriz P € M, (F) tal que
3. A= QP — PqQ.
e mais ainda, se R € M, (F) comutar com @, entdo
4. tr(AR) =0 e tr(APR) = 0.

Demonstracao. 1. Seja p o maior indice de uma matriz em W, isto é
o tamanho do maior bloco de Jordan de uma matriz de W, e seja

e := max{c(A*) : A e W, k € [p]}.

Pelo lema anterior, basta mostrar que existe uma matriz Q € W tal que
c(Q*) = ry, para k € [p]. Seja (Ay,...,A,) uma base de W. Entdo W é
constituido por todas as matrizes A que se podem escrever como

A=A(x1,...;x;m) =11A1+ ... + T ln T1,...,Tm € F.

Ora, para cada k € [p], é possivel escolher vy,..., v, € F de tal modo que
a matriz A(v1,...,vy) tenha um menor de ordem 7 nao nulo, e portanto o
respectivo menor de A(z1,...,2Zy) é um polinémio nao nulo. Multiplicando
estes p menores polinomiais, obtemos um polinémio nao nulo f(x1,...,z,),
e como F é infinito, existem t1, ..., t,, € F tais que f(t1,...,ty) # 0. Pondo
agora @ := A(t1,...,tn), temos o pretendido. Para demonstrar a afirmagao
2, basta ver que cada menor de @ se anula se e s6 se o respectivo menor
de Q — xA também se anula, o que é simples de verificar, tendo em conta a
definigao de Q.

3. Visto que @ e Q — x A sao semelhantes, existe C' = C(x) € M, (F(x)),
invertivel, tal que

(Q—zA)C=CQ, (2)

em que F(x) é o corpo de fracgoes de F[z]. Podemos agora supor que
C € M, (F[z]), tomando o minimo miltiplo comum dos denominadores das
entradas de C, e multiplicando C' por esse polinémio. A nova matriz

C=0C(z)=Co+2Cy+...+2"Cy

continua a satisfazer a condigao (2) e a ser invertivel, isto é, o seu determi-
nante ¢ um polinémio nao nulo. Assim, existe em F' um elemento a, tal que
det C(a) # 0. Pondo agora C(x — a) no lugar de C, a nova matriz ainda
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satisfaz a condigao (2) e portanto podemos supor que C'(0) = Cj é invertivel.
Além disso, Cy comuta com @, bastando tomar x = 0 na equagao (2) para
verificar isto. Finalmente, multiplicando a equacao (2) por C; L 3 direita,
obtemos que CCy ! ainda satisfaz (2). Podemos entdo supor Cy = I,,. De-
senvolvendo a equacao, obtemos

Q+2(QCt — A) + 2*(QCy — ACY) + ... = Q + xC1Q + 22C2Q + ... (3)

e portanto A = QCy — C1Q. Pondo agora P := (' obtemos o resultado.
Para os resultados de 4, basta ver que

tr(AR) = tr(QPR— PQR)

tr(Q(PR)) — tr((PR)Q)
= tr(QPR) —tr(QPR) =0,

e o outro resultado sai similarmente, observando que
AP = ACy = QCs — C1Q,
da comparacio dos coeficientes de 2 da equacio (3). O

A proposicao que se segue apresenta ja o limite superior para a dimensao
de um espago de matrizes nilpotentes, afirmando que ele é alcancado.

Proposicao 4.7 Seja F' um corpo infinito, e W um espaco de matrizes

nilpotentes de M, (F), n uma particio de n e v = (c1,...,¢n) :=n*. Entao
existe um subespaco W C M, (F) de matrizes nilpotentes tal que prt(W) =n

e além disso
. L 5 =,
dim(W) = 3 (n ;cz> .
Temos ainda a igualdade
1 L " ky(k,—1
GRS L SN D RS
p=1 1<p<g<r
sendo k1 > ... > k. os termos diferentes de zero de 7.

Demonstracao. Vamos para ji mostrar que existe um espaco W com
a dimensao pretendida. Sejam c¢; > ... > ¢; os termos diferentes de zero de
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~. Vamos notar por U,; uma matriz do tipo r X s com as entradas todas
iguais a 1. Tomemos agora

0c1 Uq ca Uc1 c
o 0 Ocy | Uc.2 .
0 0 -0 0

e seja W := M,[C](F). Usando agora a alinea 1. do lema 4.5, podemos
verificar que prt(W)* = « e temos a igualdade pretendida com respeito a
dimensdo, pois o nimero de 1’s em C é exactamente 1/2(n? — Y, c?).

Mostremos agora a outra igualdade. Seja W' := M, [C'](F), em que
C':=[Vij +4,j € [r]] é uma matriz por blocos, em que Vg € My, xk,, € tem
zeros nas diagonais de ordem inferior ou igual a ny — n, € uns nas restantes
posicoes. Sao matrizes do tipo

1

O =

1
0

O =

1
01
0 0
Daqui se pode ver que, para p < ¢, a matriz Vp, + V:]g tem apenas zeros

nas posicoes da diagonal de ordem n, — ny, e uns nas restantes posigoes.
Podemos ver assim que o nimero de 1’s na matriz C’ é

" ky(k, — 1
Z—p“; Lb Y k)
p=1 1<p<q<r

sendo cada parela do primeiro somatério relativa a um bloco principal e
cada parcela do outro a um par de blocos V,, e V, com p < ¢q. Vamos
agora reordenar as linhas e as colunas de C’. Escolhemos primeiro a tltima
linha de cada linha de blocos, e pomo-las na parte de cima da matriz, o que
fornece c¢; linhas nulas. Depois fazemos o mesmo com as segundas linhas,
colocando-as por baixo das anteriores, o que fornece mais ¢ linhas. Ficamos
no fim com ¢ linhas na parte de baix da matriz. Executamos um processo
andlogo com as colunas, escolhendo as ltimas e colocando-as a esquerda. A
matriz obtida no fim deste processo é CT. Assim, provamos que a dimensao
de W' é igual & de W, o que é exactamente a igualdade (4). O

Apresentamos agora o teorema principal.
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Teorema 4.8 Seja F' um corpo infinito, e W um espagco de matrizes
nilpotentes de M, (F). Seja v a conjugada da particio de Jordan de W,

v=(c1,y...,cn) = pre(W)".

(%)

Demonstracao. Tomemos () uma matriz satisfazendo

Entao, temos que

dim(W) <

N | =

pri(Q) = prt(W) = (k. ..., k),

que existe, pelo lema 4.6. Seja T' uma matriz invertivel de M, (F') tal que
TQT~!' é a forma normal de Jordan de Q, e tomemos TW7T~! em lugar de
W, de forma a podermos supor que () estd na sua forma normal de Jordan,

Q:diag(Q17"'aQ7’)7 QleMkl(F)v

e Q; é um bloco de Jordan. Seja agora (Ai,...,A;) uma base de W.
Particionamos agora cada matriz A da base em blocos identicos em tamanho
aos de @, isto é, pomos A = [A;], com A;j € My, xp, (F). Vamos agora
definir uma ordem para as entradas de A. Em cada bloco A,,, tomamos as
diagonais por ordem decrescente, k,—1,...,0,...,—k,+1, e dentro de cada
diagonal ordenamos as posicoes da seguinte forma:

- para p < ¢, de cima para baixo,

- para p = ¢ de cima para baixo nas diagonais de ordem nao negativa
(kg — 1 até 0), e de baixo para cima nas restantes, e

- para p > q, de baixo para cima.

Ordenamos agora os blocos. Os primeiros serao os blocos A,, em que p < g,
isto é, sobre e acima da diagonal principal, que serao ordenados considerando
as colunas de blocos ordenadas da direita para a esquerda, e dentro de cada
coluna, os blocos ordenados de cima para baixo. Formalmente, serd A,,
precede A,s sse s > g ou entao (s = q) e (r > s). Para os blocos abaixo da
diagonal principal (p > ¢), consideramos as linhas de blocos ordenadas de
cima para baixo, e cada linha ordenada da esquerda para a direita. Formal-
mente, Ay, precede A,s sse r > p ou entdo (r = p) e (s > ¢). Fica assim
definida a ordem, que chamaremos o.
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Seja agora (Bj, ..., By,) a base obtida de (A1, ..., A,,) por condensacao
na ordem o, e B = B? a respectiva matriz caracteristica. Vamos particionar
B em blocos idénticos aos de Q, B = [Byq : p,q € r]. Vamos agora verificar
que

(a) Cada bloco By, tem no maximo ky(k, —1)/2 1’s,

(b) Cada par de blocos simetricamente colocados By, € Byp ¢ < p tém,
conjuntamente, no maximo kq(kp, — 1) 1’s.

Vamos considerar que também os B’s estao particionados por blocos,
By = [(Bt)pq : p,q € [r]], t € [m]. Suponhamos que o 1 principal de B;
aparece no seu bloco (By)y,. Pela escolha da ordem o, temos as duas pro-
priedades seguintes:

(i) Parap <gq, (By)rs =0ses>qges>rouses=gqer <p. Supondo
agora p < ¢, entdao o bloco (B;)y, tem apenas zeros nas diagonais
kq—1,...,5 —i+1, e na diagonal j — i acima da posicao (3, j).

(ii) Parap > q, (By)rs=0ser <souser <pouser=pes>q. Além
disso, o bloco (B¢)pq tem apenas zeros nas diagonais kq—1,...,7—i+1,
e na diagonal j — i abaixo da posigao (i, 7).

Vamos agora ver o que se passa com os blocos principais. Seja p € [r]
fixo, e considere-se o espago W), de matrizes de My, gerado pelas matrizes
(Bt)pp que contém o 1 principal de B;. Pelo facto de W ser um espago
de matrizes nilpotentes, e pela propriedade (i), podemos concluir que W), é
um espago de matrizes nilpotentes (triangulares inferiores). Pela proposicao
4.4, a dimensao de W), (que é o numero de zeros em B,,) é no maximo
ky(kp —1)/2, o que prova a afirmagao (a).

Sejam agora p,q € [r], p < q. Usando um raciocinio anadlogo ao da
proposicao 4.4, verificamos que

(iii) Se a entrada (7, j) de By, for 1, a entrada (j,7) de By, é zero.
Vejamos agora que

(iv) Se a entrada (i,j) de By, for 1, a entrada (j,7+ 1) de By, é zero, para
i < kp.

Suponhamos entao que a entrada (i, j) de Bpq é 1, e que a entrada (j,i+ 1)
de By, é zero. Sejam B, e B, as duas matrizes cujos 1’s principais estao nas
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posicoes (i,7) e (j, i+ 1), respectivamente. Pelo lema 4.6 existe uma matriz
P tal que

B, = QP — PQ. (5)

Particionamos também P em blocos, P = [P, : 1, s € [r]], da mesma forma
que as matrizes de W. Pela equagao (5), temos

(Bu)rs = QT‘PTS - Prst T8 € [T] (6)

Assim, se (By)rs = 0, a matriz S que se obtém de P pondo todos os blocos
diferentes de P, iguais a zero comuta com (). Pondo entdo P — S no
lugar de P, a condigao (5) ainda ¢é satisfeita. Portanto, podemos supor que
P.s = 0 sempre que (B,),s = 0. Tomamos agora r := p e s := ¢, obtendo
(Bu)pq = QpPpq — PpgQq. Ponhamos agora

Poq = Py + B2,
em que PIS,? tem entradas iguais as de P, nas diagonais —k,+1,...,7—1—2
e na diagonal j —¢ — 1 abaixo da posigao (i+1,7), um 1 na posicao (i+1, j)
e zeros nas restantes posicoes. Observando agora que (), é um bloco de
Jordan, é simples de verificar, com alguns calculos, que QpPé(}) —PIE;)QQ =0,
e portanto podemos supor que P, = Pzgg).

Vamos agora aplicar os resultados do lema 4.6 & matriz A = B, + B,:
existe uma matriz P tal que A = QP — PQ. Ora, pela propriedade (ii), os
blocos principais de B, sao nulos, bem como os que estao acima da diagonal
principal. Assim, A e B, coincidem em todos os blocos sobre e acima da
diagonal principal, e podemos assim supor que P coincide com P em todos
os blocos sobre e acima da diagonal principal (observe-se a equac@o (6)).
Pomos agora

R .= Ok, @...@qu_l @qu@okq+1 D... P00,
e vamos verificar que tr(APR) = tr(B,PR) + 1, o que contradiz o lema 4.6,
uma vez que ) comuta com R, provando assim, por absurdo, que é valida
a propriedade (iii). Fagamos entao a verificacao.

A matriz PR é constituida apenas por zeros, excepto na g-ésima coluna
de blocos, que ¢é igual a de P, e passa-se algo andlogo para a matriz PR.
Assim, para os tracos, basta fazer o produto da g-ésima linha de blocos de
A (respectivamente, de B,,) pela g-ésima coluna de blocos de P (respectiva-
mente, de P), e ver quais sdo os tragos das matrizes assim calculadas. As
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matrizes ficam

n n

Z((Bv)ql + (Bu)ql>qu e Z(BU>qqu

=1 =1

respectivamente. Vamos dividir cada somatodrio em quatro partes.

-1 < p. Nestas condigoes (By);q = 0, e portanto podemos tomar Py, = 0,
e também ]5lq = 0, pois a posigao (l,q) fica acima da diagonal principal.
Ambos os somatérios tém parcelas nulas.

-p <l <q. Como ainda estamos acima ou sobre a diagonal principal,
P, = lf’lq e (By)g = 0. As parcelas ficam, em ambos os casos, (By)qFiq-

-1 > q Aqui (By)g = (Bu)g = 0, portanto ambos os somatérios tém
parcelas nulas.

-1 = p Ainda temos P, = P,,. Vejamos que tr((By,)gpPpy) = 1. Obser-
vando as matrizes, (B, )y tem as diagonais i —j +2,...,k, — 1 apenas com
entradas nulas, e na diagonal i —j 4 1 tem um 1 na posigao (j,i+ 1), e zeros
abaixo dessa posigao (pela ordenagao das entradas e pela definicao de B,);
P,, tem zeros nas diagonais j —4,...,k; — 1, um 1 na posigdo (i + 1,7) e
zeros na diagonal 7 — i — 1 acima desta posicao, pelo que ja vimos. Assim,
todas as entradas principais de (By)qpPpq s80 zero, excepto a entrada (7, j)
que é 1. Temos assim provado o que pretendiamos.

Vamos agora ver que

(v) Os blocos de B acima da diagonal principal tém apenas zeros na tltima
linha, e

(vi) Os blocos de B abaixo da diagonal principal tém apenas zeros na
primeira coluna.

Suponhamos que havia uma matriz B; que tinha o seu 1 principal na posicao
(kp,j) do bloco (Bt)pg, em que 1 < p < ¢ < r. Seja R uma matriz por
blocos em que o tnico bloco diferente de zero é R,,, que tem zeros em
todas as diagonais, excepto na de ordem kj, — j, que tem apenas 1’s (em
particular, tem um 1 na posicdo (j,kp)). Considerando a estrutura de B
mencionada em (i), obtemos tr(B;R) = 1, contradizendo o lema 4.6, uma
vez que R comuta com @ (é uma matriz triangular superior regular — ve-
ja-se a Introdugao). Demonstramos assim (v), e (vi) tem uma demonstragao
analoga.

Vamos agora completar a demonstragao de (b). Seja p < g e considere-se
K = By, + Bqu. Por (iii), K é uma matriz de zeros e uns. Suponhamos,
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com vista a absurdo, que uma certa coluna v de K tem as entradas todas
iguais a 1. Por (v), o primeiro 1 vem de By, e por (vi), o dltimo 1 vem de
Bg;g. Suponhamos que o primeiro 1 de v que provém de B:{p estd na linha
i. Entao 2 <7 < ny, e o1 nalinha ¢ —1 de v provém de By, o que ¢ falso,
pela afirmagao (iv). Assim, cada coluna de K tem pelo menos um zero, e
isto termina a demonstragao de (b).

Visto que dim(W) é igual ao nimero de uns na matriz B, segue-se de
(a) e de (b) que

: " kyp(ky, — 1)
dim(W) <> 0=+ > kglky+ 1),
p=1 1<p<q<r

e pela igualdade (4), obtemos

1 n
dim(W) < 3 <n2 - Zc?) ,
que é o pretendido. O

Terminamos com dois coroldrios deste teorema.

Corolério 4.9 Seja p € [n — 1] um inteiro, e seja W C M, (F) um
espaco de matrizes nilpotentes de caracteristica menor ou igual a p. Entado,
se F' for infinito,

dim(W) < np — @

Demonstragao. A particao de Jordan de qualquer matriz em W é ma-
jorada por (p+1,1,...,1) (o que se pode ver facilmente, por exemplo, por
indugao, pensando na forma normal de Jordan das matrizes de W), e por-
tanto o mesmo acontece com a particio de Jordan de W. A conjugada
desta particao é (n — p,1,...,1), e neste caso o limite superior fornecido
pelo teorema é np — (p(p — 1))/2. O

Corolario 4.10 Sejam « e (8 duas parti¢ées de n, com o = 3, o # (3.
Entao, se F' for infinito, o limite superior para a dimensao de um espago de
matrizes nilpotentes de M, (F) com particio de Jordan o é menor do que
este limite para um espaco de matrizes nilpotentes com particao de Jordan

3.
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Demonstracao. Basta aplicar o resultado da proposicao 4.3.

7
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