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0 Introducao

O presente texto, ainda em fase de redacao, pretende servir de apoio ao estudo
do Célculo, disciplina semestral leccionada & LEI (licenciatura em engenharia in-
formatica) da FCUL. O objectivo da disciplina, e destas notas também, é delinear
as principais ideias e conceitos do Célculo Diferencial e Integral. A apresentacao do
edificio conceptual do Calculo é feita sem a preocupacao de reducao aos fundamen-
tos. Varios teoremas e proposicoes sao simplesmente enunciados sem demonstracgao.
Estao neste caso, por exemplo, os teoremas de Bolzano e de Weierstrass cujos enunci-
ados sao intuitivamente 6bvios, mas cujas demonstragoes requerem uma compreensao
fina dos numeros reais. Os conceitos de limite e de integral sao explicados intuiti-
vamente, fugindo por completo a sua formalizacao em termos do habitual jogo de
epsilons e deltas. Por esta razao, as demonstracoes das primeiras propriedades de
limites e integrais, que necessariamente se reportam as defini¢oes, sao também omiti-
das. Estas propriedades sao em geral muito simples, faceis de compreender em termos
heuristicos. Pretende-se, no entanto, dar uma ideia de como o edificio conceptual do
Célculo pode ser elaborado dedutivamente a partir destas proposi¢coes nao demon-
stradas. E possivel que, numa fase inicial nem todas as proposi¢coes a demonstrar
tenham as suas provas incluidas neste texto. Quer-se também enfatizar o caracter op-
eratério, utilitario, do Calculo na resolugao de problemas. Para isso é dado um relevo
especial as multiplas interpretacoes, geométricas e fisicas, que os varios conceitos do
Célculo tem. O texto é composto de um pequeno ntimero de secgoes abordando cada
uma o seu tema, redigidas de modo a permitirem, na medida do possivel, uma leitura
nao sequéncial. A sec¢ao de logica pretende colmatar deficiéencias a nivel do raciocinio
l6gico dedutivo dos actuais curriculos do ensino secundério. A inclusao de uma secgao
sobre a recursividade no programa justifica-se pelo facto dos destinatarios destas no-
tas serem estudantes de informatica. Além da recursividade ser um dos paradigmas
fundamentais da computacao, a sua inclusao aqui permite establecer um paralelo en-
tre o Célculo, que é continuo por natureza, e as equacoes recursivas que estao na base
da discretizagao do Célculo, como é feita por exemplo na Analise Numérica. Estas
notas contém uma lista numerada de imagens de appletf] disponiveis. Ao ler este
documento on-line, podera clicar na legenda de qualquer uma dessas imagens para
abrir uma nova janela executando a correspondente aplicacao.

Pedro M. Duarte

! Um applet é uma aplicacao, escrita em Java, para correr dentro de uma pagina web.
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1 Nocoes de Loégica

Em matematica, a palavra termo é sinénimo de um nome, ou de uma expressao que
designe um determinado objecto ou entidade, seja ele concreto ou abstracto.

Exemplo 1 Sao termos as sequintes expressoes: 5, V2, H'T”, 2,31679, a recta
de equagdo y =3z —2, a funcao f(x)=x?, o primeiro nimero primo maior que
210 ete.

Uma proposicao é uma frase ou uma sentenca que afirma um facto, ou que faz um
juizo, acerca de determinados objectos. Acerca de qualquer proposicao matematica
é sempre possivel dizer que ela é verdadeira, ou que ela é falsa.

Exemplo 2 Sdo exemplos de proposi¢oes:

a) 2+3 > 4.

(a)
(b) A recta de equagao y = 3z — 2 tem declive igual a 3.
(c) O grafico da fungao f(z) = 2 ¢ uma recta.

)

(d) Coimbra é a capital de Portugal.

1.1  Operacoes légicas sobre proposigoes.

H&a varias maneiras de combinar proposicoes dadas, P, e P, de modo a com elas
formar uma nova proposicao. Cada uma corresponde a uma operacao légica entre
proposicoes. Os simbolos A, V, =, < e ~, usados para representar estas operagoes,
dizem-se os conectivos logicos.

Nome da Operagao Operacao Loégica Notagao Simbdlica
Conjun(;éo P16P2 Pl/\Pg
Disjungao P, ou P, PV P
Implicacao se P, entao P P= B
Equivaléncia P, se e somente se P» P<e B
Negagao nao P, ~ P
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A conjungao P; A P, é verdadeira quando P; e P, forem ambas verdadeiras. E
falsa sempre que pelo menos uma das proposicoes P; ou P, seja falsa. O valor logico
de P; A P, fica determinado pelos valores de P, e P, através da seguinte tabela de
verdade:

- <>
N <<
=

A disjuncao P,V P, é verdadeira sempre que pelo menos uma das proposicoes P;

ou P, seja verdadeira. E falsa quando ambas as proposicoes P; e P, forem falsas. O
valor l6gico de P, V P; fica determinado pelos valores de P e P, através da seguinte
tabela de verdade:

- <|<
< <<
SRS

A implicacao P, = P, s6 é falsa quando P; seja verdadeira e P, seja falsa. O
valor légico de P, = P, fica determinado pelos valores de Py e P, através da seguinte
tabela de verdade:

= <||
< <<
< |

A equivaléncia P, < P, é verdadeira quando P; e P, tiverem o mesmo valor

l6gico, i.e., forem ambas verdadeiras, ou ambas falsas. E falsa sempre que P, e Py
tenham valores logicos distintos. Também é habitual escrever-se ” P; sse P,” em vez
de " P, < P,”, onde o acronimo "sse” é uma abreviatura da expressao ”se e somente
se”. O valor légico de P; < P, fica determinado pelos valores de P, e P, através da
seguinte tabela de verdade:

o <
o <<
< |
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A negacao ~ P é verdadeira quando P for falsa, e é falsa sempre que P seja
verdadeira. O wvalor légico de ~ P fica determinado pelos valor de P, através da
seguinte tabela de verdade:

P|~P

V| F

F|V

1.2 Propriedades das operacgoes légicas.

Chama-se variavel logica a um termo, e.g. P, P, ), ()1, etc, que represente uma
proposicao genérica, isto é nao especificada. Chama-se expressao proposicional a uma

expressao formada combinando proposi¢oes concretas e varidveis logicas através das
operacoes logicas anteriores.

Exemplo 1 Sao expressoes proposicionais as expressoes sequintes:
Pv~Q, P=(QANR) e ~(PVQ).

Uma expressao proposicional diz-se impossivel se for sempre falsa, quaisquer que
sejam os valores 1égicos atribuidos as variaveis que nela ocorram. Uma expressao diz-
se uniwversal se for sempre verdadeira, quaisquer que sejam os valores légicos atribuidos
as suas variaveis.

Proposicao 1 (Principio da nao contradigao) A expressao proposicional PA ~
P ¢ impossivel. Por outras palavras, nenhuma proposi¢ao pode ser simultaneamente
verdadeira e falsa.

Proposicao 2 (Principio do terceiro excluido) A expressdo proposicional PV ~
P é universal. Por outras palavras, qualquer proposi¢do € verdadeira, ou entao falsa,
ficando excluida uma terceira possibilidade.

Duas expressoes proposicionais F' e G dizem-se equivalentes, e escrevemos F' = G,
se a expressao [’ < G for universal.

Proposicao 3 Propriedades comutativa e associativa da conjuncgao e disjung¢ao:

(a) PANQ = QANP.
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(b)) PVQ = QVP.
(c) PANQANR) = (PANQ)AR.
(d) PV(QVR) = (PVQ)VR.

As propriedades comutativa e associativa mostram que numa conjuncao ou dis-
juncao de um numero finito de proposicoes Py, P, ---, P,, a ordem das proposicoes,
e a ordem pela qual as operacoes sao efectuadas, sao ambas indiferentes. Por esta
razao podemos sem ambiguidade escrever PL A P, A--- AP, ou PV P,V ---V P,,
sem necessidade de utilizar parentesis.

Proposicao 4 Propriedades distributivas da conjuncao e disjunc¢ao:
(@) PA(@QVQ2V--VQy) = (PAQ)V(PAQ)V---V(PAQy).
(b) PV(QAQA--ANQy) = (PVQI)APVQ)A---AN(PVQy).

Proposicao 5 Propriedades da negacao:

(a) ~(PANP,A---ANP,) = (~P)V(~P)V---V(~F,).
(b) ~ (P VPV---VPE,) = (~P)AN(~P)N---N(~P,).
(¢c) ~FP=Q) = PA(~Q).

(d) ~~P = P.

Proposicao 6 Caracterizacao da implicacdao e da equivaléncia:
(a) P=@Q = ~PVQ.
(b)) P&Q = (PAQ)V(~PA~Q).

Nos dois exemplos seguintes x é uma variavel que representa um nimero real.
Exemplo 2 A proposicao
0<zrx<2 = z>0AN2<?2

tem negagao
~x>0)V ~(r<2) = 2<0Vzr>2.
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Exemplo 3

g <2 A |z >1 = 2<r<2 AN (z<-1Vzx>1)
= (2<z<2AhNz<-1)V (2<z<2ANz>1)
= 2<z<-1Vi<z<2
= 1z €]-2-1U]JL2

Exemplo 4 A negacdo da afirmacao "como carne ou peize” € a afirmacdo “ndo
como carne nem peixe’”.

Exemplo 5 A afirmacao 7se este animal € um peize entdo tem guelras” tem por
negacao a afirmacao “este animal € um peize e nao tem guelras”.

Veja a proposigao [7] (¢).

Exemplo 6 A negacdo da afirmacao “todos os peixes tém guelras” € a afirmacdo
“algum peize nao tem gquelras”, que equivale a dizer que “existe algum peixe sem
guelras”.

Observe que a afirmacao "todos os peixes tém guelras” pode ser vista como uma
conjuncao de afirmacgoes da forma "se X é um peixe entao X tem guelras”, em que
a varidvel X percorre o conjunto (finito) de todos os animais. Analogamente, a
afirmacgao "existe algum peixe sem guelras” pode ser vista como uma disjuncao de
afirmacoes da forma ”X é um peixe e X nao tem guelras”, onde a variavel X percorre
igualmente o universo de todos os animais. Tenha em conta a proposicao [7| (a).

Exemplo 7 A negacdo da afirmacdao “algumas formigas tém asas” € a afirmacao
"nenhuma formiga tem asas”.

Observe que a afirmacao "algumas formigas tém asas” pode ser vista como uma
disjuncao de afirmacoes da forma "X é uma formiga e X tem asas”, onde a variavel
X percorre o conjunto de todos os animais. Analogamente, a afirmacao ”nenhuma
formiga tem asas” pode ser vista como uma conjuncao de afirmacoes da forma ”se
X é uma formiga entao X nao tem asas”, em que a varidvel X percorre igualmente o
universo de todos os animais. Tenha entdo em conta a proposigao [7] (b).

O applet seguinte avalia, para algumas afirmacoes dadas, a correccao das suas
negacoes efectuadas pelo utilizador.
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Negue a afirmagio:

nenhum dos senhores tem éculos

algum dos senhores tem dculos

enviar

Applet 1: Painel Negacao

1.3  Silogismos.

Um silogismo é uma sequéncia de duas ou tréﬁ proposigoes, ou expressoes proposi-
cionais:

Premissa 1

Premissa 2

Conclusao

na qual as primeiras se dizem as premissas e a ultima a conclusdo, em que a conclusao
é verdadeira em todos os contextos em que as premissas o sejam. O simbolo ”.-.”
lé-se "logo”, ou "portanto”. Dizemos que a conclusao é inferida, ou deduzida, das
premissas. Os silogismos sao as regras de inferéncia basicas do método dedutivo. Se a
conclusao for falsa, em algum contexto em que as premissas sejam verdadeiras, entao
a inferéncia nao é valida. Este tipo de ”"silogismo falacioso” diz-se um paralogismo.

Exemplo 1 Os dois primeiros exemplos sao silogismos. O terceiro é um paralogismo.

Se este animal é uma formiga entao nao tem asas.
Este animal é uma formiga. (Vélido)
Este animal nao tem asas.

Se este animal é uma formiga entao nao tem asas.
Este animal tem asas. (Vélido)
Este animal nao é uma formiga.

2 Na sua definicdo cldssica, um silogismo tem duas premissas e uma conclusdo. No entanto
aqui, com o intuito de simplificar a exposicao, iremos também considerar como sendo silogismos as
inferéncias validas de uma sé premissa.


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/Negacao.html
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Se este animal é uma formiga entao nao tem asas.
Este animal nao tem asas. (Errado)
Este animal ¢ uma formiga.

Exemplo 2 Forma de alguns dos silogismos mais comuns.

P=Q P=Q PVQ P=Q
P ~Q ~ P Q=R
Q . ~P - Q . P=R
P&Q P&Q P&Q P<Q
P Q ~ P ~Q
Q .. P .o~ Q . ~P
P

Q PAQ PAQ ~r~ P
PAQ .. P - Q .. P
P=R

Q=R P Q P
(PVQ)=R . PVvaQ .. PVvQ . ~~ P

1.4 Deducoes.

A deducao é o método de raciocinio caracteristico da Matematica, que consiste na
obtengao de novos conhecimentos (proposigoes) por aplicagao das regras de inferéncia
(silogismos), a partir de um certo de hipdteses. As hipdteses sao as proposigoes aceites
como ponto de partida no processo dedutivo.

Exemplo 1 O seguinte exemplo foi retirado do compéndio [3], de J. Sebastiio e
Silva, manual cuja leitura se recomenda vivamente.

(1) Se o ladrao saiu pela porta da rua, foi apanhado.

(2) Se o ladrao saiu pela varanda do quintal, foi apanhado.
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(3) Logo, se o ladrao saiu pela porta da rua ou pela varanda do quintal, foi apan-
hado.

Mas, se o ladrao foi apanhado, esta preso.

Ora o ladrao nao esta preso.

Logo nao saiu pela porta da rua nem pela varandado quintal.

Mas, se o ladrao nao saiu pela porta da rua nem pela varanda do quintal, esta
escondido.

(4)
(5)
(6) Logo néo foi apanhado.
(7)
(8)

(9) Logo o ladrao esté escondido.

Nesta deducao, sao usados os seguintes quatro silogismos:

A dedugao esta correcta, e a conclusao (9) é verdadeira, desde que aceitemos como
certas as hipdteses (1), (2), (4), (5) e (8).

Uma teoria, no sentido matematico, consiste num sistema de proposicoes obtidas
por deducao a partir de um certo nimero de hipéteses, aceites por razoes de ordem
empirica, que sao chamados os ariomas da teoria. Quando se fala numa proposicao
de uma teoria, quer-se significar uma proposicao dedutivel a partir dos axiomas dessa
teoria. Habitualmente chamam-se teoremas de uma teoria as proposicoes mais im-
portantes dessa teoria. Chamam-se coroldrios de um teorema, as suas consequéncias
directas. Chama-se prova, ou demonstra¢ao, de uma proposicao a sua deducgao a
partir dos axiomas da teoria. Um lema ¢ uma proposi¢ao preliminar para preparar
ou facilitar a demonstracao de um teorema.
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1.5 Outras regras de inferéncia.

Os silogismos no exemplo [2| nao esgotam todas as regras de inferéncia necessarias ao
método dedutivo. Descrevemos a seguir duas regras que nao podem ser formuladas
como silogismos.

A Reducgao ao Absurdo.

Chama-se contradi¢cao a uma proposicao que tenha a forma de uma expressao
proposicional impossivel. Por exemplo Q = AA ~ A, ou @ = X # X. Suponha
que pretende provar uma certa proposicao C'. A ideia do método de reducao ao
absurdorﬂ consiste em admitir, como hipotese absurda, a negacao da conclusao pre-
tendida, ~ C', para tentar a partir dela deduzir uma contradigao. O facto da hipdtese
~ (' ser responsavel pela deducao da contradicao, permite entao concluir a sua falsi-
dade. Por outras palavras permite inferir C'; sendo que esta conclusao nao depende da
hipétese auxilar ~ C'. Podemos resumir esta regra de inferéncia no seguinte esquema
com uma forma silogistica.

~C hipétese com vista a um absurdo
AN ~ A contradicao deduzida da hipétese
C conclusao (independente) da hipétese

Observe no entanto que esta regra nao é um silogismo porque envolve: (1) o
registo da dependéncia das hipdteses de cada nova conclusao ao longo da deducao;
(2) a verificagao de que a contradigao depende da hipétese introduzida; (3) o registo
de que a conclusao nao depende da hipdtese absurda.

Exemplo 1 Uma dedugao por absurdo.

1. Se este animal é uma ave, tem asas. hipétese

2. Se este animal é um morcego, tem asas. hipétese

3.  Este animal é uma ave ou um morcego. hipotese

4.  Este animal nao tem asas. hipétese absurda

5.  Este animal nao ¢ uma ave. por 1 e 4, depende de 1 e 4.

6. Este animal é um morcego. por 3 e 5, depende de 1, 3 e 4.
7.  Este animal tem asas. por 2 e 6, depende de 1,2, 3 e 4.
8.  Este animal tem e nao tem asas. por 4 e 7, depende de 1,2, 3 e 4.

3reductio ad absurdum no latim
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9. Este animal tem asas. por abs., depende de 1,2 e 3.

Observe que a contradicao 8 depende da hipotese 4.

A Deducao Condicional.

Este é o método usado para provar uma proposicao que tenha a forma de uma
implicacao: A = B. Comeca-se por introduzir a proposi¢cao A como hipétese auxiliar.
Se for entao possivel deduzir B a partir de A, esta regra permite concluir a validade
da implicagao A = B, que como conclusao fica independente da hipdtese auxiliar A.

A hipétese
B conclusao condicional
A = B conclusao

Observe que a conclusao intermédia, B, é condicionada pela hipotese A, mas a
conclusao final, A = B, ja nao depende desta hipétese auxiliar.

Exemplo 2 Uma dedugao condicinal.

1. Se choveu, a Alice nao saiu de casa. hipotese

2. Se fez calor, a Alice foi a praia. hipdtese

3. Se nao choveu, fez calor. hipdtese

4. A Alice saiu de casa. hipdtese auxiliar

5. Logo, nao choveu. por 1 e 4, depende de 1 e 4.

6. Portanto, fez calor. por 3 e 5, depende de 1, 3 e 4.

7. Assim, a Alice foi a praia. por 2 e 6, depende de 1, 2, 3 e 4.

8.  Logo, se a Alice saiu de casa por deducao condicional 4 e 7,
entao a Alice foi a praia. depende de 1,2 e 3.

Ambas as regras anteriores exigem que ao longo da deducgao se va mantendo
registo da dependeéncia légica de cada nova conclusao em termos das hipdteses as-
sumidas. Estas regras envolvem a introducao de uma hipdtese suplementar, mas cuja
dependéncia é eliminada da conclusao final. Sao por isso chamadas de regras de
eliminacao de hipotese.

O seguinte applet avalia a correccao de pequenas demonstracoes, efectuadas pelo
utilizador, a partir de um nimero reduzido de hipdéteses dadas.
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Demonsiragio Afimages por justiicar

osr. Aftedo tem queio. Justiica

nformagdo

Proposigies. A'sua conclusao nao esta certal
No exemplo seguinte a premissa 1
hoB 52 & verdadeira mas a sua concluso é falsa.

B B

.
osr. Aifredo. osr.Beto osr. Cartos

Faga a sua afirmagdo.

Applet 2: Painel Demonstracao

1.6 Variaveis, condicoes e quantificadores.

Chama-se varidvel a um nome que represente, nao um objecto concreto, mas um
objecto genérico, nao especificado, de um determinado universo de objectos. Uma
expressao proposicional contendo uma ou mais variaveis diz-se uma condi¢do, ou um
predicado, nessas variaveis. Nao faz sentido dizer que uma condicao seja verdadeira
ou falsa. Mas cada vez que fixamos os valores a assumir pelas suas variaveis, uma
condicao transforma-se numa proposi¢ao com um valor 16gico bem definido.

Exemplo 1 A ezpressao proposional P = (Q V P) é uma condi¢ao nas varidveis P
e (Q que podem representar proposicoes concretas, ou entao valores logicos V' ou F.

Exemplo 2 Na frase 7O Antonio € primo do Francisco” cada um dos nomes ”Antonio”
e "Francisco” € uma varidvel representando um individuo genérico no universo das
pessoas que respondem por esse nome. Vista deste modo esta frase é uma condicao,
em vez de uma proposicao. No entanto, cada vez que um Antonio e um Francisco
concretos figuem subentendidos num contexto especifico, a mesma frase passa a ser
encarada como uma proposicao que pode ser classificada de verdadeira ou de falsa.

Exemplo 3 A expressao y > 2> + 1 é uma condi¢do nas varidveis x e y, que po-
dem por exemplo representar niumeros reais, ou numeros inteiros. Esta condigcao é
verdadeira, por exemplo, se x =1, y =3, e € falsa quando v =y = 1.

Uma condicao diz-se universal se ficar verdadeira para qualquer atribuicao de
valores as suas variaveis. Uma condicao diz-se impossivel se for falsa em todas as
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atribuicoes de valores as suas variaveis. Finalmente, uma condigao diz-se possivel se
for verdadeira para alguma atribuigdo de valores as suas varidveis. Seja P(z) uma
condicao na unica variavel z. Entao

P(z) é uma condigao universal < para todo o z, P(x),
P(z) é uma condigao impossivel < para todo o z, ~ P(x),
P(x) é uma condigao possivel < para algum z, P(x),

A proposigdo  "para todo o z, P(x)”, equivalente a ”qualquer que seja x,
P(z)”, é abreviada escrevendo ”Vz, P(x)”. Analogamente, a proposi¢ao ”para al-
gum x, P(x)”, equivalente a ”existe um x tal que P(x)”, é abreviada escrevendo
73z, P(x)”. Os simbolos V e 3 dizem-se os quantificadores universal e existéncial,
respectivamente. Partindo de um predicado P(z) na varidavel z, podemos com ele

formar novas proposicoes a custa dos quantificadores

Operacao de Quantificacao ‘ Traducao ‘ Notacao Simbdlica
Quantificagdo universal Para todo x, P(x) Vo, P(x)
Quantificagao existéncial | Para algum z, P(z) Jdz, P(x)

As propriedades da negacao estendem-se a proposi¢oes com quantificadores.
Proposicao 7 Propriedades da negacao:
(a) ~[Vz, P(x)] = 3z, ~P(x).
(b) ~[3z, P(x)] = Vz, ~P(z).

Os silogismos, as regras de inferéncia légica, a nogao de dedugao, de demonstra-
¢ao, de teoria, de teorema, todas elas se generalizam de modo a incluir proposigoes
com quantificadores. O sistema légico resultante é conhecido como o Cdlculo de
Predicados.

Referéncias
[1] A. Franco de Oliveira. Ldgica e Aritmética. Gradiva, 1996.

2] W.H. Newton-Smith. Ldgica: um Curso Introdutdrio. Gradiva, 1998.

[3] J.S. Silva. Compéndio de Matemdtica, volume 1. Ministério da Educacao e da
Investigacao Cientifica-Gabinete de Estudos e Planeamento, 1978.

[4] A. Weston. A Arte de Argumentar. Gradiva, 1996.
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2 Numeros Reais.

2.1 Representacao decimal dos niimeros racionais.

A representagao decimal de um nimero racional (fraccionério) p/q é obtida recorrendo
ao algoritmo da divisao. Em certos casos a divisao termina com resto 0 ao fim de um
numero finito de passos, fornecendo uma representacao finita e exacta para o nimero
p/q. Por exemplo 19/16 = 1.1875.

1 990 0 0 O 1 6
3 0 1. 1.8 7 5
1 4 0
1 2 0
8 0
0

A sequéncia de algarismos da parte decimal de um numero diz-se a sua dizima.
O ndmero 19/16 tem dizima finita 1875.

Na generalidade dos casos, porém, a divisao de dois inteiros p e ¢ arrasta-se in-
definidamente sem nunca se obter um resto igual a 0. Nestes casos uma representacao
decimal exacta para o numero p/q s6 é possivel se considerarmos dizimas infinitas
como o resultado limite de uma divisdo continuada indefinidamente. E este o caso
quando dividimos 349 por 11.

9
9 3.1 7 2 7 2
8

Repare que a cada passo da divisao o resto é sempre menor que o divisor. Assim
o numero de restos que podem ocorrer durante o processo de divisao é finito. Esse
nimero nunca pode exceder o proprio divisor. Significa isto que se uma divisao de
dois inteiros se prolonga idefinidamente haverd necessariamente uma repeticao de
restos, que forcard o processo de divisao a assumir um padrao repetitivo e periédico
de céalculo. Assim os digitos da dizima obtida repetir-se-ao periodicamente de certa



Calculo para Informatica 18

casa decimal em diante. No exemplo anterior a sequéncia de dois digitos 72’ repete-
se periodicamente a partir da segunda casa decimal. Nao é dificil obter a seguinte
caracterizagao.

Proposicao 1 Todo o nimero racional p/q admite uma dizima finita, ou entdao in-
finita e periddica de certa ordem (casa decimal) em diante. Reciprocamente, toda a
dizima nestas condigoes pode ser realizada como um quociente p/q de dois inteiros.

Por exemplo para representar x = 0.(125) = 0.125125- - - como um nimero frac-
ciondario basta observar que

992z = 1000z — z = 125.125125--- — 0.125125--- = 125 .

Logo = = 125/999.

2.2 Representacao decimal dos niimeros reais.

Todo o nimero real pode ser representado no sistema decimal por uma parte inteira
seguida de uma dizima infinita.

dizima infinita

parte inteira
N

~

Pt
o man . didy - d, -

onde a; e d; representam algarismos. As dizimas finitas podem ser sempre acrescidas
de uma sequéncia infinita de zeros, e, deste modo transformadas em dizimas infinitas.

Os numeros reais podem também ser representados como pontos numa recta.
Chama-se eizo cartesiano, ou eizo real, a uma recta na qual se fixaram dois pontos:
um ponto P para representar o nimero 0, e outro P, para representar o nimero 1.
Fixados estes pontos de referéncia o eixo fica orientado com a convenc¢ao de que P;
fica a direita de Fy. H4 entao uma maneira natural de associar a cada nimero x um
ponto P, no eixo cartesiano:

e P, esta a direita, e a distancia x, de Fp, se x > 0,

e P, estd a esquerda, e a distancia —x, de Py, se x < 0.
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_m_:__‘

.141

3.1415

g

—3

10°2

—23

! 3

3.1415

—a

O ntimero 7.

19
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Por comodidade notacional identifica-se cada niimero x com o ponto correspon-
dente P,. Assim, a distancia de x a 0 é sempre igual ao valor absoluto do ntimero

x?
T se >0
2] = —x se z<0

Mais geralmente, a distancia entre dois pontos x a y do eixo real é igual ao valor
absoluto da diferenga |z — yl.

Cada numero real contem em si uma quantidade infinita de informacao que, num
processo limite, permite determinar com precisao absoluta a sua localizagao sobre o
eixo cartesiano.

2.3 Aproximacgoes.

Seja 6 > 0 um pequeno numero positivo. Dizemos que x é uma aproximacao do
numero o com erro inferior ou igual a |z — x| < 9. Além disso, se x < xg
dizemos que x é uma aproximacao por defeito, enquanto se x > xy dizemos que é
uma aproximacao de xy por excesso.

Dado um numero real
r=a--ay.didy - d, -

0 numero racional
T:ak~-a1.d1d2 dn,

obtido truncando a dizima de x depois da n-ésima casa decimal, é uma aproximacao
de x com erro inferior ou igual a 10™". Esta aproximagao é por defeito, ou por excesso,
consoante z > 0 ou x < 0.

24 Nao unicidade na representacao decimal.

A expressao ‘'unicidade na representacao decimal’ significa que sao distintos quais-
quer dois numeros que tenham dizimas, ou partes inteiras, distintas. Infelizmente
a unicidade na representacao decimal nao é vélida em geral. Por exemplo 1.0 =
0.999--- = 0.(9). Com efeito, escrevendo x = 0.(9), temos 9z = 10z — x =
9.999--- —0.999--- = 9, o que implica x = 1. Mais geralmente qualquer niimero
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com dizima finita pode também ser representado por uma dizima infinita. Por exem-
plo 45.9465 = 45.946499999 - - - = 45.9464(9). No entanto é possivel demonstrar que
vale a unicidade na representacao decimal para todos os nimeros que nao admitam
dizimas finitas. Consideremos duas representacoes decimais distintas para o mesmo
nimero x.

a1dag -+ Qp . Apyl Q42 e=x =00y "'bn-bn+1bn+2

Acrescentando zeros a esquerda podemos supor que as partes inteiras tém n algaris-
mos nas duas representacoes. Supondo que a; = by, ag = by, --+, ap_1 = b1, mas
a, < b, pode-se provar que b, = a, + 1, a; =0 e b; =9 para todo o 7 > p.

Referéncias

[1] T. M. Apostol. Calculus, volume 1. J. Wiley, 2nd edition, 1967.

2] F. John R. Courant. Introduction to Calculus and Analysis, volume 1. J. Wiley,
1965.

[3] J.S. Silva. Compéndio de Matemdtica, volume 2. Ministério da Educacao e da
Investigacao Cientifica-Gabinete de Estudos e Planeamento, 1978.
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3 Funcoes reais de variavel real.

Uma funcao f é um procedimento que para cada argumento  num certo conjunto de
objectos X, retorna um valor f(z) noutro conjunto Y. O conjunto X diz-se o dominio
de f, e os elementos de X dizem-se os argumentos de f. Para expressar o facto de f
ter dominio X diz-se também que a funcao f esta definida para os argumentos de X.
O conjunto Y representa o tipo de valores retornado por f, e o objecto f(x) diz-se o
valor de f no argumento z. Chama-se imagem [ de uma funcdo f ao subconjunto
de Y formado por todos os seus valores. Denota-se o conjunto imagem de f por

f(X)={f(z) :zeX} C Y.

Dados conjuntos X e Y, a expressao 'f : X — Y’ abrevia a afirmacao: ’f é uma
funcao com dominio X e valores em Y.

E habitual chamar-se variavel livre da funcao a uma variavel representando um
argumento genérico de f. Outra varidvel que represente um valor de f é chamada
de varidvel dependente da mesma fungao. Quando se escreve y = f(x), por exemplo
y=1/zouy= e, 0 termo 'z’ representa a varidvel livre e o termo 'y’ a variavel
dependente, enquanto a expressao 'y = f(z)’ traduz a relagao valor-argumento entre
estas duas variaveis, para a funcao ou procedimento f.

Uma funcao com valores em R diz-se uma funcao real. Uma funcao f definida
num subconjunto D C R diz-se uma fungao de variavel real. Nestas notas abordam-se
exclusivamente funcoes reais de variavel real.

3.1 Modos de definir funcoes.

Exemplo 1 Através de uma expressao algébrica.

T

e
= . D R, D;=R
uet
9(“):1_u27 g:Dg—R, Dy=R-{-1,1}

Cada expressao algébrica determina naturalmente um dominio para a fungao corre-
spondente, formado pelos argumentos para os quais a expressao tenha significado.

4ou contra-dominio
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Exemplo 2 Através de um algoritmo.

Dada uma funcao y = f(z), f : R — R, define-se uma nova fung¢ao g(x) pelo seguinte
algoritmo geométrico sobre o grafico de f.

1. Encontre o ponto de intersecgao P entre a diagonal y = x e a recta horizontal
que passa pelo ponto (z, f(x));

2. Encontre o ponto de intersecgao @) entre o gréafico y = f(x) e a recta vertical
que passa pelo ponto P;

3. Retorne g(z) igual a ordenada de Q;

Faca um esbogo com a construgao geométrica de g(z) e relacione a fungao g com

I
Exemplo 3 Por regras condicionais.
1—22 se 2<0

fR—R 1+ se 0<x<1
3—x se l<zx

Exemplo 4 Através de uma tabela

x 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

f(z) 0.6 0.219 0.365 0.835 0.98 0.6

Exemplo 5 Através de um grdfico
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3.2 Representacao grafica de funcoes.

Chama-se grafico de uma funcao f : D C R — R ao conjunto de todos os pontos
(r,y) € R? tais que x € D ey = f(x). O grifico de uma fungao f(x) definida
algébricamente é sempre uma curva

Reciprocamente, uma curva C C R? define o grafico de uma funcao se, e s6 se,
nenhuma recta vertical intersectar C' em mais do que um ponto. O dominio da funcao
f definida por C' é o conjunto de todos os z € R tais que a recta vertical por (x,0)
intersecta C'. Analogamente, a imagem da funcao f é o conjunto de todos os y € R
tais que a recta horizontal por (0,y) intersecta C'.

3.3 Injectividade e fungoes inversas.

Seja f: D — R uma funcao. f diz-se injectiva sse quaisquer que sejam x, y € D,

rv#y = f(x)# f(y).

Em termos de gréafico, uma funcao f é injectiva sse mnenhuma recta horizontal
intersecta o seu grafico em mais do que um ponto.

Seja f uma funcao injectiva. A funcao inversa de f, denotada por f~!, é uma
funcao com dominio e imagem respectivamente iguais a imagem e dominio de f, que
fica definida por

v=f"y) = y=/[f).

eventualmente com varios ramos. Por exemplo o gréfico da fungdo f(x) = 1/x, com dominio
R — {0}, é uma hipérbole com dois ramos.

5
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Note que a varidvel livre de f é a varidvel dependente de f~!, e vice-versa, a
varidvel dependente de f é a varidvel livre de f~!. Mantendo as posicoes dos eixos
dos zx e dos yy, as funcoes f e f~! partilham o mesmo grafico. Invertendo essas
posicoes, os dois graficos ficam simétricos relativamente a diagonal y = x. Um ¢é a
imagem do outro pela reflexdo (z,y) — (y, ) que fixa a diagonal y = = e troca as
posicoes dos dois eixos.

Exemplo 1 y = 2%, (x >0) e a sua inversa © = \/y, (y >0)

s 35
3 3

25 25
2

1.5
1

as

0579715 2TEETEEE YT

Exemplo 3 y =cosz, (x € [0,7]) e a sua inversa x = arccosy, (y € [—1,1])
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3.4 Funcgoes mondtonas.

Seja f : D — R uma fungao. A funcao f diz-se:

1. crescente & Vao,yeD, x<y = f(x)<[f(y).
2. decrescente < Vo,yeD, x<y = f(x)>f(y).
3. estrit. crescente << Vz,yeD, z<y = f(z)< f(y).
4. estrit. decrescente & Va,ye D, z<y = f(z)> f(y).
5. mondtona & é crescente ou decrescente.

6. estrit. mondtona < é estrit. crescente ou estrit. decrescente.

O simbolo V' abrevia uma das expressoes: ’'qualquer que seja’ ou ’quaisquer
que sejam’. A expressao ’estrit.” abrevia ’estritamente’. Diremos que ’crescente’ e
"decrescente’ sao os tipos de monotonia que uma funcao pode ter.

Proposicao 1 Se uma funcdo f € injectiva entdo f e a sua inversa f~* tém o mesmo
tipo de monotonia.

Exemplo 1 Todas as fungoes dos exemplos|[1], [ e[d da sec¢ao sao estritamente
mondtonas. As funcoes dos dois primeiros exemplos sdo estritamente crescentes,
equanto as funcoes do terceiro exemplo sao estritamente decrescentes.

Exemplo 2 As funcoes que retornam sempre o mesmo valor dizem-se constantes.
Toda a funcdo constante €, simultaneamente, crescente, decrescente e mondtona.
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3.5 Taxas de variagao.

Sejam f : D C R — R uma funcao, e a,b € D dois pontos no dominio de f.
Chama-se variacao de f no intervalo [a,b] & diferenca

V(fia,b) = f(b) — f(a) ,
que mede a variagao no valor y = f(z) de x = a para x = b.
Chama-se taxa de variagao média de f no intervalo [a, b] ao quociente

A(f;a,b) = f(bz:£<a> _ V(bfiaclb) ,

que mede a variacao dos valores de f relativa a variacao dos argumentos no intervalo
[a,b]. Geométricamente, a taxa de variagao média A(f;a, b) é igual ao declive da recta
secante ao grafico y = f(x) nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Se varidvel x representar
o tempo, e a funcao f a evolugao temporal de uma determinada quantidade, entao a
taxa de variagdo média A(f;a,b) é igual a velocidade média da quantidade y = f(x)
no intervalo de tempo [a, b].

o
-
P min
o -
Pl 11
” \
4l L \
S 2 |
A \-.
0. s 1 5 3N as ] 1
)
ri= | e el
o o h=121
a-t fla=0.84 Hia- 138 8- 164
flatbi-fia=0.93 Sath 75 e g.07

Applet 3: Taxas de Variacao

Chama-se taxa de variacao instantanea, ou continua, de f em x = a ao limite das
taxas de variacdo médias A(f;a,a + h) quando h tende para zero:

Af0) = Im A(f;a,a+ 1) [}

6 Seh <0, A(f;a,a+h) = A(f;a + h,a) representa a taxa de variagio média no intervalo
[a + h,a]. Note que V(f;a,a) =0, e V(f;a,b) = =V (f;b,a). Logo A(f;a,b) = A(f;b,a), apesar
de A(f;a,a) nao estar definido.
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Geométricamente, a taxa de variagao continua A(f;a) é o declive da recta tan-
gente ao gréfico de f no ponto (a, f(a)). Cinemdaticamente, se y = f(x) representar
uma certa quantidade dependente do tempo z, a taxa de variagdo continua A(f;a)
mede a velocidade instantanea da quantidade y = f(x) no instante x = a. A taxa
de variagao continua A(f;a) é habitualmente conhecida como a derivada da fungao
f no ponto x = a, e denotada por

f'(a) = A(f;a).
Chama-se taxa relativa de variacdo média de f no intervalo [a, b] ao quociente

e AUab) ) - f
= b = =T T oma) fla)

que é a taxa de variacdo média de f no intervalo [a, b] relativa ao valor f(a).

Exemplo 1 Ezemplos de tazxas relativas.

Quando se fala de uma taxa de juros de 5% ao ano, que uma certa populacao tem
uma taxa de crescimento demografico de 0.04% ao ano, ou ainda quando se diz que a
taxa de desintegracao do carbono-14 é de —0.0124% ao ano, estao a referir-se taxas
relativas de variagdo média em intervalos de tempo de um ano. Sejam C(z), P(x)
e Q(z) fungoes de um tempo z, medido em anos, que representam respectivamente
um capital investido, a dimensao de uma populacao, e a quantidade de carbono-14
presente numa certa amostra. Entao as taxas acima expressas significam que
Cla+1)—C(a) 5

(Cia,a+1) C(a) 100

Ao fim de um ano, o capital investido rende 0.05 euros de juros por cada euro de
capital inicialmente investido.

P(a+1)— P(a) _0.04

=(P; 1) = .
(Pia,a+1) P(a) 100

A taxa de crescimento da populacao é de 0.0004 novos individuos por ano e por
habitante.

Qa+1)—Qa)  0.0124
Q(a) 100

Por ano, e por cada grama da amostra, desintegram-se 0.000124¢g de carbono-14.

2(Q;a,a+1) =
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Finalmente, chama-se taxa relativa de variacao continua de f em x = a ao quo-

clente
) = Asa) _ fla)
Uit =5y = Fla)

que é a taxa de variacao continua de f em z = a, relativa ao valor f(a).

[1]

3.6 Algumas classes de funcoes.

Exemplo 1 Funcoes Lineares
Chama-se fungao linear a uma func¢ao f : R — R da forma
flz)=mz+b,

onde m e b sao parametros numéricos. O grafico de uma funcgao linear é uma recta
com declive igual a m que corta o eixo das ordenadas no ponto (0,b). As fungdes
lineares tém taxa de variacao constante. Esta afirmacao refere-se as taxas absolutas,
tanto a média como a continua. Se f(x) = mx + b entao

V(fia,a+h)=mh e A(f;a,a+h)=m=A(f;a).

Na realidade, as fungoes lineares podem ser caracterizadas como as fungoes que tém
taxa de variacao constante.

O applet 7?7 permite ao utilizador controlar o grafico de uma aplicagao linear
através dos parametros m e b. Veja outros applets dos mesmos autores no site [1].

et T Nk, S ) L 0

Applet 4: Funcoes lineares
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Exemplo 2 Funcoes Quadrdticas

Chama-se funcao quadratica a uma funcao f : R — R da forma
flz)=Ax* + Bx+C,

onde A # 0, B e C' sao parametros numéricos. O grafico de uma funcao quadratica
¢ uma parabola com direccao principal paralela ao eixo dos yy, e concavidade virada
para cima se A > 0, ou virada para baixo se A < 0. O valor absoluto do parametro
A controla a abertura da parabola: quanto maior for, mais fechada serd a parabola.
O parametro C' é a ordenada do ponto em que a parabola intersecta o eixo das
ordenadas: (0,C). O parametro B é o declive da recta tangente a pardbola no ponto

de interseccao (0,C'). O vértice da pardbola é o ponto —%, C - %), cuja abcissa
x = —% é obtida resolvendo a equacao f'(x) = 2Ax + B = 0, e cuja ordenada do
vértice é obtida calculando f (—%) =(C— %.

A titulo de exemplo calculamos as taxas de variacao absolutas da funcao quadratica

f(z) =22

V(fia,a+h) = (a+h)?—a*=2ah+h*,
2ah+h?

A(f;a,a+h) = T:2a~l—h,

Afia) = lim2a+h=2a.

Na aplicacao seguinte pode manipular o grafico de uma funcao quadratica con-
trolando os parametros A, B e C.

Enter 3 RncIon e, Whish £27 LSS 172 CORSME A, 0. 33 €
[

4 i

i
0 Vuester

Applet 5: Fungoes Quadraticas


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/Quadr.html
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Exemplo 3 Funcoes Cubicas

Chama-se fungao cibica a uma funcao f : R — R da forma
fx)=Ax* +B2*+Cax+ D,

onde A # 0, B, C' e D sao parametros numéricos. O grafico desta funcao é uma
curva, a que também se chama cibica. Toda a cibica tem sempre um tnico ponto de
inflexao, que é um ponto de simetria da curva. A cubica é invariante por uma rotacao
de 180° centrada no seu ponto de inflexao. Uma funcao cibica, ou é estritamente
mondtona, ou entao tem 3 intervalos de monotonia, assumindo um maximo e um
minimo locais, nos extremos do intervalo de monotonia intercalada.

Os quatro parametros A, B, C' e D estao relacionados com o comportamento
da cubica em x = 0. Qual o significado geométrico dos parametros D e C'7 E do
parametro A? A aplicagao na imagem seguinte permite-lhe manipular uma cubica
controlando os parametros A, B, C' e D.

Applet 6: Funcoes cubicas

Calculamos agora as taxas de variagao absolutas da ciibica f(z) = x®.
V(fia,a+h) = (a+h)>—a*=3a>h+3ah*>+h*,
A(fia,a+h) = 3a2h+3hah2+h3:3a2—|—3ah+h2,

A(f;a) = %3@2+3ah+h2:3a2.

Exemplo 4 Funcoes Exponenciais


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/Cubic.html
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Para cada parametro b > 0 chama-se exponencial de base b a funcao
fR—=R flx)=b"= (") =e*", onde a=Inb.

Recorde que, a exponencial, qualquer que seja a base considerada, satisfaz as seguintes
propriedades fundamentais:

10 =1,
2. b = b7 by,
3. b = 1/1°.

Mais geralmente, é habitual chamar-se de fungao exponencial qualquer fungao
f R — R que tenha a forma

f(z) =cb” =ce®™ com a=Inb.

Vamos calcular agora as taxas de variagao, médias e continuas, absolutas e relativas,
destas funcoes.

b (b —1 h—1

A(f;z,x+h) = ‘ (h ):cbzbh ,
b —

A(f;x) = limceb® =cb” Inb,

hcb® h
cb® Inb

=(f; = =1Inb.

(f;2) cbh* t

Observe que

h—l ah_1
limb zlimae =a=1Inb.
h—0 h h—0 a

Logo, toda a funcao exponencial tem taxa relativa de variagao instantanea que é
constante, igual ao logaritmo natural da sua base. Mas tem também taxa relativa
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de variacao média que nao depende do ponto x, mas apenas da amplitude h do
intervalo em que é calculada. Pode-se mostrar que qualquer uma destas propriedades
caracteriza completamente as fungoes exponenciais. Elas sao as tnicas fungoes com
taxa relativa de variagao continua constante. Sao também as tinicas fungoes cuja taxa
relativa de variacao média depende da amplitude do intervalo, mas nao do ponto em
que ¢ calculada.

A imagem seguinte mostra uma aplicacao para manipular o grafico de uma funcgao
exponencial f(x) = ce*®, através dos parametros c e a.

.....

.......

Applet 7: Funcoe exponenciais

Exemplo 5 Funcoes Logaritmo

Chama-se funcao logaritmo de base b a inversa da fungao exponencial com a
mesma base. Assim, o logaritmo de base b é a funcao

log, :]0, +oo[— R, caracterizada por: y =log,z < x =1
O logaritmo, qualquer que seja a base, satisfaz as propriedades fundamentais:
1. logy(1) =0,
2. logy(zy) = log, z + log, v,
3. log,(1/x) = —log, x.

Mais geralmente, é habitual dizer-se que é uma funcao logaritmo qualquer fungao
f:]0,400[— R que seja da forma

fx)=alnz+5b.


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/Expon.html
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E fdcil verificar que f (r) é a inversa da funcdo exponencial g(x) = Ce??, com
C=eb" e A=1/a.

Na aplicacao seguinte pode manipular o grifico de uma fungao logaritmo, con-
trolando os parametros a e b.

Emiratoctonfis which caausc heasnd b
B S

Applet 8: Funcoes logaritmo

Exemplo 6 Funcoes Lineares-Fracciondrias

Uma funcao da forma
Az +B

IW=crvp
onde A,B, C e D sao parametros numéricos tais que AD — BC # 0, diz-se uma

fraccao linear, ou uma fungao linear-fraccionédria. Observe que, se AD — BC =0

entao % = % e neste caso a fungao acima é constante. Com efeito tem-se

i) Az+B B4z+1 B
r) = —F]"-d=—"F"—""=—=.
Cx+D D%x—l—l D

Quando C' = 0, a fraccao linear é uma funcao linear:

_Ax+B_A B

T T+ —=.
Caso contrario, se C' # 0 entao o grafico da fracgao linear é uma hipérbole com
assintotas paralelas aos eixos coordenados. Nomeadamente, x = —% ey = % sao

assintotas, vertical e horizontal respectivamente, ao gréfico da fungao f(z).


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/Log.html
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Applet 9: Fracgoes lineares

Na aplicacao seguinte pode manipular o grafico de uma fracgao linear, controlando

os parametros A, B, C'e D.
Calculam-se a seguir as taxa de variagao absolutas da fraccao linear f(z) = T

V(fia,a+h) = 1iZﬁh_1ia:(1+a)(fL+a+h)7
A(f;a,a+h) = W]M:ﬂ%—a)(ll—l—a%—h)’
A(f;a) = ,{%(1+a)(11+a+h):(1ja)2'
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4 Limites

4.1 Recta acabada R.

Uma recta na qual se fixam um sentido e uma unidade de comprimento diz-se um eixo.
E sabido que fixado um ponto O como origem de um eixo existe uma correspodéncia
biunivoca entre os pontos desse eixo e os numeros reais. A saber, a correspondéncia
que a cada ponto do eixo associa a sua ordenada medida na recta suporte. Por
esta razao é habitual chamar-se recta real ao conjunto R de todos os niimeros reais,
referindo-se os seus elementos, que sao nimeros, como se pontos fossem. Chama-se
recta acabada ao conjunto

R = [—00, +00] = RU {—00, +o0} ,

que é obtido juntando a recta real R dois simbolos: —oco (o ponto menos infinito) e
+00 (0 ponto mais infinito). A relagdo de ordem da recta real, denotada por ”<”,
extende-se a recta acabada de modo que —oo < a < oo, para todo o ntmero real
a € R.

4.2 Distancia e proximidade.

Dados a, b € R a distancia entre os pontos a e b € medida pelo valor absoluto da sua

diferenca
. b—a se a<b
dlst(a,b)=|a_b|:{_(b_a):a—b se a;b

E claro que, num sentido 6bvio, a distancia de qualquer ponto a € R a um dos
infinitos, +00, é sempre infinita: dist(a, £0o) = 400.

Definimos agora o conceito de proximidade, e em particular de proximidade aos
infinitos £00. Seja § > 0 uma quantidade muito pequena mas positiva.
Dizemos que a estd d— préximo de b la —b| < 6.

Pela definicao seguinte todos os nimeros positivos grandes serao considerados
proximos de +o0o. Analogamente, todos os nimeros negativos, grandes em valor
absoluto, estarao proximos de —oo. Observemos que o inverso de um nimero positivo
muito grande é sempre um nimero positivo muito pequeno. Vice-versa, o inverso de
um numero positivo muito pequeno é sempre um nimero positivo muito grande.
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Dizemos que a estd d— préximo de 400 sse
1 1
0<—-<6§ <= a>—.
a )
Analogamente, dizemos que a esta d—préximo de —oo sse

1 1
< -<0 <= a< —=
a 1)

4.3 Ponto aderente.

Sejam @ € R e D C R um conjunto de nimeros reais.

Dizemos que o ponto a ¢ aderente ao conjunto D sse por menor que seja a
quantidade 6 > 0, existe sempre algum elemento x € D que esteja d—proximo de a.
Quando esta condicao é satisfeita diz-se também que o ponto a é aproximavel por
elementos de D.

Exemplo 1 Todo o elemento a € D é sempre aderente ao préprio conjunto D,
porque qualquer que seja 6 > 0, o ponto x = a € D estd sempre d—prozimo de a, isto
¢ de si mesmo.

Exemplo 2 Se D for um intervalo, ou uma uniao de intervalos, os extremos desses
intervalos sao sempre pontos aderentes a D. e.q. todos os elementos do intervalo
fechado [0, +00] sdo aderentes ao intervalo aberto ]0, +ool.

Exemplo 3 O infinito +0o é aderente ao conjunto N = {0,1,2,---} dos nimeros

naturais. Por menor que seja & > 0 existe algum nimero inteiro n > (15. Esse inteiro
n € um elemento de N que esta d—proximo de +00.
Exemplo 4 A origem © = 0 € um ponto aderente ao conjunto D = {1, %, %, e }

Por menor que seja 6 > 0 existe algum nimero inteiro n > %. Logo % ¢ um elemento
de D que estd —prozimo de x = 0.
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4.4 Conceito intuitivo de limite.

Sejam f : D — R uma funcdo com dominio D C R, e a,b € R dois pontos, sendo a
aderente ao dominio D.

Dizemos que o limite de f(x), quando x — a, é igual a b, e escrevemos
lim f(z) = b, ou ainda f(x) — b quando x — a, sse|'| f(z) se aproximar de b a
5
fneadida que z se aproxima de a. Tanto a como b podem ser infinitos. O valor de uma
expressao aproxima-se de um valor b € R se essa expressao tomar valores arbitraria-
mente proximos de b, no sentido da definicao anterior.

Proposicao 1 Unicidade do limite.
O limite de uma fun¢ao num ponto a, quando existe, € unico:
Nenhuma funcao tende, para dois limites distintos.

Proposicao 2 Monotonia do Limite.
Dadas fungoes f,g: D CR — R, se existem os limites de  f(x) e g(x) quando
r—a, e f(x)<g(x) para todo o x € D, entao

lim f(z) < lim g(x) .

r—a Tr—a
Da defini¢ao de proximidade resulta automaticamente que

Proposicao 3 Limites inversos.
Dada uma fungdao f: D C R —]0, +o0],

1
lim f(z) =0 <= lim —— =+o0

T—a T—a f(,r)

. ) 1

lim f(z) =400 <= lim——=0

r—a r—a f(,]})
Estes limites traduzem a nogao intuitiva de que o inverso de um numero (positivo)
pequeno é um numero grande e vice-versa.

Proposicao 4 Limites enquadrados.
Dadas fungoes f,h,g: D — R, se lim, ., f(z) =L =1lim, ., g(z), e
f(z) < h(z) < g(z) para todo o x € D, entio lim, ., h(x) = L.

7 uma definicdo rigorosa de limite serd dada adiante na seccdo ?7? .
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Corolario 1 Sejam f,g: D — R fungdes tais que f(x) < g(x) para todo x € D.

(a) lim f(x) =400 = limg(z)=+oc0.

r—a

(b) img(x) =—oc0 = lim f(z) = —oc0.

r—a r—a

Corolario 2 Limite e distancia.
Se lim, ., g(x) =0 e |f(x)—b] < g(x) paratodo oz € D, entio lim, ., f(x) = 0.

Prova:

A desigualdade |f(z) —b| < g(z) é equivalente a g(z) —b < f(z) < g(z) +b. E claro
que lim, ,g(x) —b=0—b=0+b = lim,_, g(x) + b. Logo, pela monotonia dos
limites, lim, ., f(z) =b. O

Exemplo 1 Sejam f,g:]0,400[— R, f(z)=1 e g(z) ==

lim f(x) =400 e lim f(z)=0.

x—0 r——+00

lilr(l)g(x) =0 e ligl g(x) =400 .

Exemplo 2 A fun¢ao exponencial f(x) = e® tem limites

Iim e =0 e lim e =+00.
r——00 T——+00

Se r &~ —o0 entdo —r & 400 e portanto e * sendo a exponencial (de base e) de um

nimero grande, ¢ um nimero muito maior, e~* &~ 4o00. Logo, e = e},, sendo o

inverso de um numero muito grande, é um nimero muito pequeno e* = 0.

Exemplo 3 Nao existe o sequinte limite

. ( 1 )
limsin| — ] .
x—0 x
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A fungao seno é periddica com periodo 2w. Quando z — 0, 1/z tende para +oo
percorrendo uma infinidade de periodos da fungao seno, nos quais sin(1/z) oscila de
—1 a 1. Logo, quando x — 0, sin(1/z) aproxima-se de todos os valores em [—1, 1].

Exemplo 4
2
20 —
im L2 =3
a—1  x?2—1
22 +2x—3 o — 22 4+2x—3—-222+2
2 —1 N 2 —1
2?22 -1 |—(z-1)(z—-1)
B 2 —1 (-1 (z+1)
-1
< =0y,
|z + 1|
quando x — 1. Observe que z ~1 = >0 = z+1>1 = ﬁ:ﬁgl.

4.5 Sucessoes

Chama-se sucessao de ntumeros reais a qualquer funcao f : N — R de argumento
natural, i.e. com dominio D = N. Uma sucessao fica determinada pela sequéncia dos
seus valores

O valor f(n) diz-se também o termo de ordem n da sucessao. E habitual representar-
se uma sucessao f : N — R escrevendo (f,), ou simplesmente f,, onde f, = f(n)
representa o termo da sucessao para uma ordem n genérica.
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Como +oo é um ponto aderente a N, podemos falar no limite de uma sucessao
como sendo o limite da funcao subjacente quando o seu argumento tende para +oo.
A definigao seguinte resulta de particularizar a definigao de de uma funcao,
dada no inicio da sec¢ao 4.4}

Dizemos que (f,) converge para b, ou que b é o limite de f,, e escrevemos

fn—0 quandon — oo, ouainda lim f, =05

n—oo

sseﬂ fn se aproximar de b a medida que n se aproxima de (tende para) +oc.
A proposicao seguinte resume o conteido das proposicoes 2/ e {4 e do corolario
da seccao |4.4] para limites de sucessoes.

Proposigao 5 Monotonia do Limite: Dadas sucessoes convergentes (a,) e (b,), se
a, <b, paratodo on €N entio lim a, < lim b,.

n—oo n—oo

Sucessoes inversas:  Dada uma sucess¢ao (ay,),

1
lima,=0 <= lim — =400

n—oo n—oo a’TL

. o1
lim a, =400 <= Ilim — =0

n—oo n—oo a”l’b

Sucessoes enquadradas:  Dadas sucessoes convergentes (ay), (b,) e (cn), se
lima, =L=limb, e a,<c,<b, para todo on € N, entdo lim ¢, = L.

n—oo n—oo n—oo

Limite e distancia: Se lim ¢, =0 e |z, —a| <c¢, para todo o n € N, entao
n—oo

lim z,, = a.

n—oo

Exemplo 1 Limites das poténcias.

lim n* =400 se «a>0

n—oo

lim n* =1 se a=0
n—oo
lim n® =0 se a<0
n—oo

8 uma definicdo rigorosa de limite serd dada adiante na seccio ?7 .
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O caso a > 0 é o mais 6bvio. Se o = 0 entao n® = n® = 1. Finalmente se o < 0
entdo a = —3 com 3 > 0. Se n &~ +00 entdo n” ~ +o00. Logo n® = 1/nf ~ 0.

Exemplo 2 Limites das progressoes geométricas.

lim a" = +o00 se a>1
n—oo

lim a" =1 se a=1

n—oo

lim a" =0 se —l<ax<l1
n—oo

lim a” nao existe se a< —1
n—oo

Sea>1lentaoa=1+h com h > 0.

(1+h)? = 14+2h+h*>1+2h
(1+h)? = I+h)(A+h)?*>0+h)(1+2h)=1+3h+2h*>1+3h
(1+h)* = A+h)A+h?*>0+h)(1+3h)=1+4h+3h*>1+4h

Continuando por inducao, prova-se a desigualdade de Bernoulli
(1+h)">14nh paratodo n€N, se h>0.

Desta desigualdade resulta que lim,,_,, a™ = lim,,_,o(1 + k)" = +oo0. Com efeito, se
n ~ +oo entdo nh &~ 400, e por comparagao (1+ h)" ~ +o0.

Se a =1 entao a” = 1.

Se —1 < a < lentdao 1/|a] > 1. Logose n ~ +oo, 1/|a|" = (1/|a])" =~ +oo, €
portanto |a|” ~ 0. Como |a™ — 0] = |a"| = |a|" =~ 0, segue que lim,, ., a™ = 0.

Se a = —1, os termos da sucessao a" = (—1)" alternam entre 1 e —1 e, portanto, o
limite nao pode existir.
Se a < —1, a sucessao |a"| = |a|" tem limite 400, mas os termos de a™ alternam entre

termos préximos de 400 e outros proximos de —oo. Logo o limite nao pode existir.

Exemplo 3
. on?—=2n+1
lm ————— =1
n—oo  n?+41

A desigualdade

n>—2n+1 1 n?—2n+1—-n?>—-1
n?+1 n?+1
—-2n 2n 2
= _:__>0
n2+1|— n? n
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mostra que

. on?—=2n+1
lim ————— =
n—oo n2+1

1.

4.6 Algebra dos Limites.

Seja @ € R um ponto aderente a um dominio D C R.

Proposicao 6 Dadas funcoes f,g: D — R,
1 lim |f(@)] = | lim £(2)

2. lim f(x) + g(z) = ;1_1)% f(z) + lim g(z)

r—« Tr—x

3. lim f(x) g(a) = (lim f(2)) (lim g(x))

r—« T—Q r—o

/. lim f(x)  lim,_, f(2)

z—a g(x) N lim, ., g(x)

limg—a f(z)
5. lim g(z)7@® = (lim g(a:))

r—o r—o

Uma proposicao inteiramente analoga vale para limites de sucessoes. Esta proposi¢ao
¢é valida se todos os limites envolvidos forem finitos, e forem satisfeitas as seguintes
condicoes extra:

na alinea 4. : lim, ., g(x) #0
na alinea 5. : lim, ., g(x) >0

4.7 Extensao das operagoes algébricas ao infinito.

As trés operagoes algébricas 4+, X e /, a operagdo undria valor absoluto |-|, e a
operacao de potenciacdo A, extendem-se naturalmente & recta acabada R, de modo
que a proposigao 6] continue vélida mesmo que um ou dois dos limites envolvidos sejam
infinitos. Essas extensoes das operacoes algébricas aos infinitos 0o vém descritas
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nas tabelas seguintes. O simbolo oo representara indistintamente um dos infinitos
—o00 ou +00. A expressao "Indeterm.” abrevia o termo ”Indeterminacao” que é usado
nos casos em que uma operacao algébrica envolvendo infinitos nao esteja deﬁnidaﬂ
Mais precisamente, se existirem os limites

a=lim f(z) e

r—

b= lim g(z) ,

r—
possivelmente infinitos, e estiver definido o resultado de operar a com b de acordo
com uma das tabelas em baixo, entao é vélida a conclusao na alinea da proposicao []
correspondente a essa operagao.

a c=|al
1. wvalor absoluto em R | a = —oc0 | +00
a =400 | —+00
2. adicio em R
c=a+b| b=—-0c0 |bER| b=+00
a=—00 —00 —oo | Indeterm.
a€R —00 ceR 400
a = +oo | Indeterm. | 400 +00

Indeterminagoes da adigao: oo — 0o (+00) + (—00) ou (—00) + (400)

3. multiplicacdo em R

c=ab | b=—00 |b<0 b=20 b>0| b=+o0

a = —00 400 +o00 | Indeterm. | —oo —00
a<0 400 c>0 0 c<0 —00
a=20 Indeterm. 0 0 0 Indeterm.
a>0 —00 c<0 0 c>0 400

a = +00 —00 —oo | Indeterm. | 400 +00

Indeterminacoes da multiplicagao: 0 X co e 00 x 0

4. divisao % em R

9 porque é ambigua, ou indeterminavel, num sentido que esclarecemos a seguir.

10 Nesta operacao, além das indeterminacdes ha também uma indefinicdo no sinal da divisdo por
zero, a/0, que pode no entanto ser resolvida se soubermos que g(x), no limite lim,_,, g(z) = 0,
mantem um sinal constante para x =~ a.
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c=a/b| b=—-00 |b<0 b=0 b>0]| b=+4o0
—00 Indeterm. | +oo +oo —oo | Indeterm.
a<0 0 c>0 +o0 c<0 0
a=20 0 0 Indeterm. 0 0
a>0 0 c<0 +o0 c>0 0
400 Indeterm. | —o0 +oo 400 | Indeterm.

x

Indeterminagoes da divisao: 22 e

olo

5. poténciacdo em R

c=a’ b=—-00 |b<0 b=0 b>0| b=+0c0
0 400 +o00 | Indeterm. 0 0
O<a<l 400 c>1 0 c<1 0
1 Indeterm. 0 0 0 Indeterm.
a>1 0 c<1 0 c>1 400
+00 0 0 Indeterm. | +oco +00

Indeterminacoes da poténciacao: 0° , 1% e 4o

4.8 As Indeterminacgoes.

As indeterminacoes sao precisamente as excepgoes a aplicabilidade das regras algébricas
dos limites: proposigao [0 Quando surge uma indeterminacao no célculo de um limi-
te, tenta-se transformé-lo noutro equivalente onde essa indeterminacao desapareca.
Chama-se um tal procedimento de levantamento da indeterminagao. Nos exemplos
nao triviais de limites de fungoes ou sucessoes definidas explicitamente, em geral ha
sempre indeterminacoes para levantar. Vamos agora mostrar através de exemplos a
ambiguidade inerente a cada uma das sete indeterminagoes: oo — 0o, 0 X 0o, 22, %,
0°,1° e 4o

Exemplo 1 (co — 00)

Qn, lim a,, by, limbo,, | a, —b,, | ima,, — b,
n?4+n | +oo n? +o0 n +00
n*+1/n| +oo || n*—1/n| +oo 2/n 0
n? “+00 n®+n “+00 —-n —00
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Exemplo 2 (0 x o0)

46

an, lim a,, b, lim b,, an X by, lima,, — b,
1/n 0 n? +00 n +00
1/(n*+1) 0 n*—1] +oo | (n*=1)/(n*+1) 1
1/n? 0 n +00 1/n
Exemplo 3 (%)
an lim a,, b, limb,, an /by, lima,, — b,
n? +00 n +00 n +00
n*+1| 400 [ n*—=1] 400 | (n*+1)/(n*—1) 1
n +00 n? +00 1/n
Exemplo 4 (%)
a, |lima, b, lim b,, /by, lima,, — b,
1/n 0 1/n? 0 n +00
1/n 0 1/(n+1) 0 (n+1)/n 1
1/n? 0 1/n 0 1/n
Exemplo 5 (0°)
a, | lima, by, limb, || a,’ | lima,”™
27" 0 [ -1/n| 0 2" | 4o
277 0 1/n 0 27" 0
27" | 0 I/n | 0 || 25| 1/2
Exemplo 6 (1%)
an, lim a, b, |limb, | a,’ | lima,”
2-1l/n 1 —n?| —oco || 27 +00
2-1l/n 1 n? 400 || 277" 0
21/ 1 n +oo || —n 2
Exemplo 7 (o)
a, | lima, b, limb, | a,’ | lima,’
27 | 4o0 1/n 0 2" +00
27 [ 400 | =1/n| 0 27" 0
2 | 400 || I/n | 0O 2 2
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4.9 Infinitésimos e Infinitamente grandes.

Seja f : D — R uma fun¢do e a € R um ponto aderente ao seu dominio. A funcio f(z)
diz-se um infinitésimo (absoluto) quando x — a sse lim f(z) = 0. Analogamente,

f(x) diz-se um infinitamente grande (absoluto) quando x — a sse lim f(x) = £oo.

Exemplo 1 Sao exemplos de infinitésimos:

an =~ (n — ) a, =27" (n — o) f(x) =2 (x — 0)
fl@) =cos’x (z — 3) fl@)=(z—17°(x—1) f(z) =e" (z — —o0)
Exemplo 2 Sao exemplos de infinitamente grandes:

a, =n? (n — o) a, = 3" (n — o0) flx)=272(z —0)
flz) =tan’z (x — ) fl@)=75@—1) f(z) =€ (x — +00)

4.10 Comparagoes assintoticas.

No célculo de limites é muitas vezes importante saber comparar, assintéticamente,
diferentes infinitésimos, e diferentes infinitamente grandes. Suponhamos que se pre-
f(z)

tende calcular um limite, lim,_., S due da origem a uma indeterminacao do tipo
0 o)

5 ou 2. Entao as fungdes f(r) e g(x) sdo ambas infinitésimos, ou ambas infini-
tamente grandes, quando x — a. Descrevemos a seguir a estratégia para levantar
indeterminacoes deste tipo baseada na simplificacao do numerador e denominador,
por identificacao dos respectivos termos dominantes. Numa soma com duas ou mais
parcelas um termo diz-se dominante, quando x — a, se para x muito préximo de a
a soma de todas as restantes parcelas, que se dizem dominadas, for muito pequena
comparada com a parcela dominante. Se na soma f(x) = fo(x)+- - aexpressao fo(z)
representa o termo dominante quando x — a, e os trés pontos a soma dos termos dom-
inados, dizemos que f(x) e fo(x) s@o assintéticamente equivalentes quando = — a, e
escrevemos f(z) ~ fo(r) (x — a). Por exemplo na soma z? + 23, quando x — +o00,

23 é o termo dominante e z? o termo dominado. Logo 2 + 2® ~ 23 (z — +00). Por

outro lado na mesma soma 22 + 23, quando # — 0, 22 é o termo dominante e 2 o

termo dominado. Logo z* + z* ~ 2% (z — 0).

Descricao da estratégia:
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1. Se forem conhecidas as fungoes f(x) e g(x), bem como o seu comportamento
assintotico relativo, o limite estd resolvido.

2. Se possivel, tentam-se factorizar numerador f(x), e denominador ¢g(z), de modo
a cancelar factores comuns responsaveis pelo anulamento, ou pela singularidade,
comum a f(z) e g(x) no ponto x = a. Em muitos casos esta simplificacao faz
com que a indeterminacao desapareca da fracgao simplificada h@ _ J@) o

.. - . qi(z) — g(x)’
limite possa entao ser resolvido.

3. Se o numerador f(z) ou o denominador g(z) forem somas, ou poténcias de
somas, tenta-se separadamente reconhecer os termos dominantes e dominados,
quando = — a, nessas somas. Procedendo deste modo encontram-se expressoes
simplicadas fo(x) e go(x) assintéticamente equivalentes a f(z) e g(x) respecti-

vamente. Assim, apesar de Jo(@) #* M, tem-se 228 M, donde resulta
go(z) g9(z) go(z) 9(x)
que lim,_, % = lim,_,, i;ggg A este segundo limite pode-se agora tentar

aplicar um dos procedimentos das alineas 1. ou 2.

Sejam f,g: D — R — {0} duas fungdes com o mesmo dominio, e @ € R um ponto
aderente ao seu dominio. Dizemos que f(x) ¢ um infinitésimo relativo de g(x), ou um
o—pequend']| de g(z), quando x — a, e escrevemos f(z) = o[g(z)] (z — a), sse

f(x)

lim e) = 0. Dizemos que f(z) e g(z) sao assintéticamente equivalentes quando
Tr—a g €T

o fl)
x — a, e escrevemos f(z) ~ g(z) (r — a), sse lim——==1.

a—a g(x)

Exemplo 1 Algumas comparagoes entre infinitamente grandes quando n — +00.

log*?n = o(log®n) n =o(n?) 2" = o(3")
logn = o(/n) n'® = o(2") 10" = o(n!)

r=o0(\/1) 3% =o(x) sinz ~ x

2% = o(2%/?) VI +az e~z r~et—1

11 Esta notacao, conhecida como notacdo de Landau, tornou-se popular através do trabalho do
matematico alemao Edmund Landau (1877-1938).
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Sejam f(z), fo(z) , fi(z), fa(z), g(x), g1(z), fungdes definidas e ndo nulas num
dominio comum D. Seja a € R um ponto aderente a esse dominio. Todas as pro-
priedades expressas nas proposicoes seguintes traduzem

relagoes assintéticas, quando x — a.

Proposicao 7 A equivaléncia assintotica é uma relagao de equivaléncia.
1. fo(z) ~ fo(x) (propriedade reflexiva)

2. filz) ~ falx) = fa(x) ~ fi(z) (propriedade simétrica)

3. folx) ~ filx) e filx)~ falx) = folx) ~ falx) (propriedade transitiva)

Proposicao 8 Operacoes algébricas compativeis com a equivaléncia assintotica.
4. pER e f(a)~ filz) = [f(@)]"~[h()]
0. (@)~ filz) e g(x) ~gi(x) = [f(z)g(z) ~ fi(z) i(x)

~ xr) e xT) ~ €T @N fl(l’)
6. f(x)~ fi(x) g(z) ~gi(z) = O

Da proposigao anterior resulta o seguinte coroldrio, onde cada uma das igualdades
entre limites significa que se um dos limites existir entao o segundo também existe e
¢é igual ao primeiro.

Corolario 3 Limites e equivaléncia assintotica.

4opER € f@)~ fils) = lm[f(@)] = lim [fi(2)]

5. [(@)~ filz) e g(x) ~gi(x) = lim f(z)g(z) = lim fi(2) g:(z)

r—a

6. f(x)~ fi(z) e g(z) ~gi(r) = lim @) = lim i)

o g(z) e i)
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Proposicao 9 A parcela dominante € assintéticamente equivalente a soma.

Se [(x) = fo(z)+ fi(z) e fi(z) =olfolx)] = f(z)~ folz).

Proposigio 10 A dlgebra dos o—pequenos.

L folx)=olfilx)] e filz)=0o[fa(x)] = folz)=o[fa(r)]

2. filz)=o[f(x)] e folz)=0o[f(x)] = fi(zx)+ folx) =0[f(2)]
3. filx)=olfe(x)] = fil2)f(x) =0l fal) f(2)]

2 T _ 1
Exemplo 3 Calcular lim &.
z—0 sinx

e’ +e" —1~z?+x~ax(x—0), porque e — 1 ~ x (x — 0) em virtude do

. . , . . T __
limite cldssico lim,_.q ex—l = 1.

sinx __
nz _

e sinx ~ z (x — 0), pelo igualmente conhecido limite lim,

Logo
2 x 1
hmx +_6 :limle
z—0 sSin x z—0 I
3" +n2"

Exemplo 4 Calcular nh_}rglo 3+ logn’

Quando n — oo temos:

e 3"+ n2" ~ 3" porque n2" =o(3"). Com efeito

uma vez que n = o[ (3/2)"].

e 3" £ nlogn ~ 3" Como logn = o(n), resulta nlogn = o(n?) =
o(3"1), o que justifica esta equivaléncia.
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Logo
i 3" +n2" . 3" 1
im = lim =_ .
n—oo 3"t 4+ n logn  n—oo 3ntl 3

Exemplo 5 Mostrar que z" =o(n!) (n — o0) para todo x € R.

. n . .
O quociente % pode ser visto como o produto dos seguintes n factores: %, £
n! 17 29
-+, =5 e L. Observe-se que se x for grande, os primeiros factores sao grandes

também, mas a partir de uma ordem n > x todos os factores sao menores que 1. Se

a ordem n for muito maior que x, apesar dos primeiros factores poderem ser grandes,

a esmagadora maioria dos factores serd muitissimo pequena. Assim o produto tera

de ser um nimero pequeno. Para quantificar este argumento tome-se uma ordem

p > 2x. Para todo o n > p tem-se

n 1 n—p
O

P
o

P
»

T

e e e
p+1| |p+2 p+(n—p)|~

nl

que, obviamente, tende para 0. Logo lim,, ., % =0.

Referéncias

[1] N. Costa Pereira. Cdlculo. Textos de apoio ao Célculo da Fisica da FCUL, 2005.
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5 Continuidade.

5.1 Limites laterais.

Sejam a € R um ponto e D C R um conjunto.

Diz-se que a é aderente a D pela esquerda, se a é aderente ao conjunto | —oo, a[ND.
Analogamente, diz-se que a é aderente a D pela direita, se a é aderente ao conjunto
DnNja, +o0|.

Quando a é aderente a D pela esquerda, diz-se que o limite de f(z), quando x
tende para a a esquerda, é igual a b, e escreve-se

lim f(x)=b ou f(x)—0b quando z —a

r—a
se f(x) se aproximar de b, sempre que x €] — 0o, a[ND se aproxima de a. Analoga-
mente, se a é aderente a D pela direita, diz-se que o limite de f(z), quando x tende
para a a direita, é igual a b, e escreve-se

lim f(z)=b ou f(z)—b quando z — a™

r—a™t

se f(x) se aproximar de b, & medida que x € DN|a, +oo[ se aproxima de a.

5.2 Continuidade da Recta Real.

Uma funcdo f : D — R diz-se limitada sse existir um nimero M € [0, +o0] tal que,
para todo o z € D, |f(x)] < M. Por outras palavras, os valores f(z), que a fungao
f toma, nao podem ser arbitrariamente grandes porque estao limitados, em valor
absoluto, pela constante M > 0.

Teorema 1 Teorema da Funcao Mondtona.
Seja f: D — R uma fungdo mondtona (crescente ou decrescente).
Se a é aderente a D pela esquerda, eziste o limite lim f(x).

r—a—

Se a € aderente a D pela direita, existe o limite lm f(z).

r—a

Qualquer dos limites acima € finito, se a func¢ao for limitada.
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-a B9 a

Exemplo 1 A funcdo f, mondtona decrescente, na figura acima satisfaz:
lim, , .+ f(z) = 400 lim, .- f(z) =10

lim, o+ f(z) = —b lim, .- f(z) = —00

Uma sucessdo (a,) diz-se limitada se for limitada como func¢do. Por outras
palavras, (a,) é limitada sse existir um nimero M € [0,+o0] tal que, para todo
neN, |a,| <M.

Teorema 2 Teorema da Sucessao Mondtona.
Seja (an) uma sucessio mondtona (crescente ou decrescente). Entdo existe o limite
lim a,. Se além disso (a,) € limitada, este limite é finito.
Tr—0Q0

Observe que das defini¢oes, de limite e de sucessao limitada, resulta que existindo
o limite lim a,, a sucessao (a,) é limitada. Logo, se (a,) é mondtona,

T—00
(a,) élimitada < lim a, é finito .
n—oo
Todas as proposicoes sobre limites da seccao 4| sao consequéncias directas da
definicao de limite. Pelo contrério, os teoremas sobre a existéncia de limites de
funcgoes e de sucessoes mondtonas desta seccao traduzem uma propriedade fundamen-
tal da recta real: a sua continuidade ou completude. Pensando nos elementos de R
como pontos sobre uma recta, as afirmagoes destes dois teoremas tem um significado
geométrico claro. J& se olharmos os elementos de R como nimeros, a validade dos
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teoremas nao ¢ tao ébvia. E se apenas admitirmos a existéncia de niimeros racionais
(fraciondrios), como o fizeram os gregos na antiguidade durante séculos, entao as
afirmagoes destes teoremas tornam-se falsas. As sucessoes das proposicoes [2| e 4] tem
todos os seus termos racionais, mas o limite comum a ambas é o niimero irracional
e =2.7182.... Nenhum destes limites existiria se nao admitissemos a existéncia de
outros nimeros além dos racionais. A recta racional nao é completa. Os nimeros
reais sao definidos de modo a completar a recta racional. O Teorema da sucessao
mondtona é uma das varias maneiras de traduzir a completude dos niimeros reais.
No resto desta subsecgao apresentam-se algumas consequéncias deste teorema.
Dada uma sucessao (ay), considere-se a sucessao (S,,) definida por

Sn=a0+a1+~--+an:Zak.
k=0

Quando existe o limite da sucessao de somas (.5,,) ¢ habitual denotar-se este limite
como um somatério infinito

o0
Zak:ao+a1+a2+~~ = lim S, .

n—o00
k=0

Coroldrio 1 Se a sucessao (a,) € formada de termos nao negativos, i.e., a, > 0 para
todo o n € N, entdo ezxiste lim, .., S,. Se além disso a sucessao (S,) € limitada,
entdo o limite € finito.

Prova:

Observe-se que S, = S,,_1 + a,. Como a, > 0, vem S,, > S,,_1. Assim, a sucessao
das somas S,, € mondtona crecente. A existéncia do limite resulta entao de aplicar o
Teorema da sucessao mondtona. [

Proposicao 1 (Soma de uma progressao geométrica) Sejam a € R e (S,) a
sucessao das somas dos primeiros termos da progressio geométrica (a™),

Sn:Zak:1+a+a2+---+a".
k=0

a) Sea>1 entdao > ak =lim,_, S, = +00.
k=0
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(b) Se —1<a<1 entio Y ,o,a*=1lim, .o S, = .

1—a

(c) Sea < —1 entdo nao existe lim, . S,.

Prova:
Se a > 1, entao S,, ¢ uma soma de n+ 1 parcelas, todas maiores ou iguais que 1. Logo

S, > n+1, e por comparagao lim,,_,, , S, = +00. A soma dos n+ 1 primeiros termos
1—qnt1

- (s n _
da progressao geométrica (a”) pode ser expressa como S, = ~5*—. Observe-se que

(1-a)S, = S,—as,
= (1+a+a®+--+a")—a (l+a+a’+---+a")

= l+a+ad*+ - +ad"—a—a’>—---—a"™

_ 1 _an+1

Logo, veja-se o exemplo [2| da secgao 4.5

1 —lim,_sa™ 1-0 1
llm Sn - = ¢ = = Y
n—-+oo 1—a l—a 1-—a
sempre que —1 < a < 1. Quando a = —1, a sucessao S,, toma alternadamente os

valores 1, quando n é par, e 0 quando n é impar. Se a < —1, a sucessao a” tende
em valor absoluto para +oo, alternando o sinal, e 0 mesmo acontece a sucessao das
somas 5,. Note que a sucessao das somas S,, nao ¢ monétona quando a < 0. [

Proposicao 2 A sucessao das somas
~ 1 1 1 1 1 1
Sl g atutatat ot
=0

tem um limite finito. Este limite é conhecido como o numero e.

Prova:
A sucessao S, ¢ mondtona crescente porque todos as parcelas sao positivas. Vejamos
’ ~ . . . n
que S, ¢ uma sucessao limitada. Tem-se 2" = o(n!) (n — c0). Logo lim, .o %; =0,
~ n ’ . . s s’ .
e portanto a sucessao % ¢é limitada. De facto, é facil de ver que para todo n € N,
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% < 2. Tem-se entao 0 < # < 2= 2%1, o que implica que

an
1 1
0<S, = 14+14+—+--+—
2! n!
1 1
< 1414+
< Ihldg+t o
1— 5 1
= 1+1_% =1+ (2- 55

< 3,

e portanto S, é limitada. Pelo Teorema da sucessao mondétona, o limite lim,,_,. .S,
existe e é finito. [J

O simbolo (Z), empregue ha proposi¢ao seguinte, representa o ntimero de com-
binagoes a k elementos num conjunto de n elementos. Pode ver a sua definicao na

secgao [1]
Proposicao 3 A sucessao de termo geral (Z) n—l,c ¢ mondtona crescente, e

. n\ 1 1
1m —_— = — .
n—oo ]{j TLk ]{7'

Prova:
Observe-se que

nk nk k!
nn—1n-—2 n—k+11

n o on n n k!
1 2 k—1\ 1
— 1— = 1—-2)...(1= il
(=0) (2) (-5

é igual ao produto da constante 1/k! por £ — 1 sucessoes mondtonas crescentes, todas
elas com limite 1. Para cada k fixo, a sucessao de termo geral 1 — % ¢ monotona
crescente com limite igual a 1. [

(n) 1 nn—1)(n—2)(n—k+1) 1
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Proposicao 4 A sucessao de termo geral (14 %)” ¢ monotona crescente, e
1 n
lim (1 + —) =e.
n—oo n
Prova:

A sucessao é monétona crescente porque

(2) - £

(VAN
M=
A/~

IN
o

N
= 4+

—
N———
E)
+ =
—_
=

1 n+1
_ (1+ ) |
n—+1

A primeira e tltima igualdades resultam de aplicar a férmula do binémio de Newton,
enunciada na sec¢ao [11] A primeira desigualdade vale porque cada parcela é o termo
geral de uma sucessao mondtona crescente, facto assegurado pela proposicao anterior.
Finalmente, a segunda desigualdade resulta do acréscimo de uma 1ltima parcela, nao
negativa, a soma.

A sucessao é limitada porque

1\" — (n) 1 — 1 — 1
1+ - = — < — < — =e€.
() - ZWwsXmsn—
Fixado um inteiro p € N tem-se para n > p
1\" "L /n\ 1 "L /n\ 1
1+—] = — > — .
() =2 0wz 20
k=0 k=0

Logo, tomando o limite quando n — oo,

im (1218) > fj m 1
1m — 1m —_—
n—00 n - n—oo k nk
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Observe que a pentltima igualdade, relacionando o limite da soma com a soma dos
limites, sé é valida porque o nimero p de parcelas esta fixo, isto é, nao depende de
n. Logo, como p é arbitrariamente grande,

1\" P 1 > 1
li 1+=) > I — = — =
nligo<+n> —pir?o§k! %k! ¢

o que mostra que lim,,_ (1 + %)n =e O

5.3 Funcoes Continuas.

Seja f : D — R uma funcao.

Proposicao 5 a€ D e 3 lim f(z) = lim f(z) = f(a).

Por outras palavras, se existir o limite ele € igual a f(a).

Prova:

Como na defini¢ao de limite se pode considerar z = a quando x — a em D, resulta
que o limite, se existir, tem de estar indefinidamente préximo de f(a). Logo sé pode
ser igual a f(a). O

Dado um ponto a € D, diz-se que f(z) é continua em a sse existir o limite
lim f(z) = f(a). Quando a funcdo f é continua em todos os pontos do seu dominio
r—a

diz-se simpesmente que f é continua em D.

Das definicoes, de continuidade e limite, resulta facimente que:

Proposicao 6 Dado a € D, f(x) € continua em © = a sse existirem e forem
iguais a f(a) os dois limites laterais: lim f(z) e lim+ f(x). Subentende-se que,

nesta equivaléncia, a condicao de existéncia de um limite lateral desaparece, sempre
que o ponto a nao seja aderente a D do lado respectivo.
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5.4 Continuidade Lateral.

Dado a € D, a funcdo f diz-se continua a esquerda em a sse lim f(z) = f(a) .
r—a—

Analogamente, a funcao f diz-se continua a direita em a sse lim+ f(z) = f(a) .
Tr—a

Quando a € D nao é aderente a D de um dos lados a condicao de existéncia do limite

esvazia-se. Neste caso a funcao f é considerada continua desse lado. E claro que

Proposicao 7 Dado a € D, [ € continua em a sse f € continua a esquerda e a
direita em a.

5.5 Descontinuidades e Singularidades.

Seja f : D — R uma func¢do. Uma descontinuidade de f(x) é um ponto no dominio,
a € D, onde f nao seja continua. Uma singularidade de f (z) é um ponto fora do
dominio, a € R — D, que seja aderente ao dominio D.

Uma descontinuidade a € D da funcao f diz-se de 1* espécie sse existirem, ainda
que possam ser infinitos, ambos os limites laterais de f nesse ponto. Caso contrario
diz-se uma descontinuidade de 2% espécie.

Uma singularidade a ¢ D da funcao f diz-se removivel sse existir e for finito o
limite de f nesse ponto. Caso contrario diz-se uma singularidade nao removivel.

Proposicao 8 Sejam f: D — R uma fungao continua, e a ¢ D uma singularidade
removivel de f. Entio a funcao f: D U{a} — R definida por

7(1’):{ f(x) se w€D

lim, ., f(z) se xz=a '’
¢ continua no ponto a.
A funcao f da proposicao anterior diz-se o prolongamento por continuidade de f

ao ponto a.

Exemplo 1 A func¢do h: R — R,

1 se x>0
h(x):{—l se x<0 "’

tem uma descontinuidade de 1% espécie na origem.
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(8]

(8]
]

[

Ela € continua a esquerda, mas descontinua a direita, em x = 0.

Exemplo 2 A funcao f : R — {0} — R, f(z) = 1/x tem uma singularidade em
x =0, que nao € removivel porque
1 1

lim — = -0 e lim — =400
z—0— T z—0+ T

Observe que nao faz sentido dizer que f(x) é descontinua na origem, porque 0 nao
pertence ao dominio de f. Da fun¢ao prolongada f : R — R, definida por

m):{ e se a#0

Y

0 se x=0

podemos dizer que nao € continua em x = 0. A funcdo prolongamento f tem uma
descontinuidade de 1% espécie na origem. A func¢ao inicial f nao € prolongavel por
continuidade a origem.
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Exemplo 3 A func¢io f: R—{0} — R, f(z) =sin(1/z), do exemplo[3 da sec¢aol}.4]
tem uma singularidade em x = 0, que ndao € removivel porque nao existem os limites
laterais

lim sin(1/z) e  lim sin(1/z) .

z—0— r—0t

Também neste exemplo, nao faz sentido dizer que f(x) é descontinua na origem,
porque f(x) nao estd definida em x = 0. A fungdo f nao é prolongavel por con-
tinuidade a origem, porque nenhuma funcdo prolongamento de f, f: R — R,

<, v _ [ sin(l/z) se x#0
f<x>_{b€R se x=0 "

¢ continua em = = 0. Qualquer que seja o valor de b € R a funcdo prolongamento f
acima tem sempre uma descontinuidade de 2% espécie em x = 0.

Exemplo 4 A fun¢io f : R — {0} — R, f(z) = sinz/z, tem uma singularidade
removivel em x = 0, porque
. sinz
lim =1.
z—0 X

Logo, apesar de f(x) ndo estar definida em x =0, o prolongamento f : R — R

7(30):{% se x#0

1 se =0

da funcao f € uma fungao continua em x = 0.
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5.6 Teorema do valor intermédio.

Teorema 3 (Bolzano) Dada uma fun¢ao continua f : [a,b] — R, e um nimero
compreendido entre os valores f(a) e f(b) existe um ponto intermédio ¢ € [a,b] tal

que f(c) = 7.

O Teorema do valor intermédio de Bolzano diz que se f estiver definida no intervalo
la, b], entdo quando z varia de a a b, f(z) percorre todos os valores entre f(a) e f(b).
O contetido deste teorema relaciona-se com a ideia intuitiva de que o grafico de
uma funcao continua num intervalo é uma linha continua, que pode ser tracada sem
levantar o lapis do papel. Um conjunto de nimeros I C R diz-se um intervalo se
la,b] C I sempre que a, b € I.

O Teorema de Bolzano é uma importante ferramenta tedrica na localizacao de
raizes de equagoes numéricas. Por outro lado, existe um algoritmo, conhecido como o
Método de Newton, para a resolucao aproximada de equagoes numéricas. Em geral,
este método é muito eficiente na determinagao das raizes com um grande nimero
de casas decimais exactas. No entanto, o Método de Newton requer o conhecimento
a priori da localizacao aproximada das raizes. Assim, o Teorema de Bolzano e o
Método de Newton sao complementares na resolucao numérica de equagoes.

Exemplo 1 A equacgao
r—logxr =2

tem pelo menos duas raizes: uma no intervalo |0, 1, outra no intervalo |1, +ool.

Para justificar a afirmacao anterior considere-se a funcao f :]0, +oo[— R definida
por f(z) =2z —logx — 2. E claro que f(1) =1—1logl —2 = —1 < 0, enquanto

f(07) = lim f(z)= lim x —logz —2=0— (—00) — 2 = +00

r—0t z—0t
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f(+o0) = lim f(z)= lim z—logx —2

T——+400 T—+00

T—+00 X X

1 2
= lim x(l— Ogm——)z—i—oo(l—()):—i-oo.

Logo a fungao continua f(z) tem sinais contrarios nos extremos dos intervalos
10,1 e |1,400[: f(0F) = 400 > 0, f(1) = =1 < 0 e f(+o0) = 400 > 0. Assim,
pelo teorema de Bolzano, a equagdo f(x) = 0 tem pelo menos uma raiz em cada
um dos intervalos ]0, 1] e |1, +00]. Na realidade a conclusao acima segue do Teorema
do valor intermédio, mas nao de forma directa, porque os termos f(07) e f(+00)
representam valores limite, e nao propriamente valores da funcao f. Pelo facto de
ambos os limites serem iguais a +00, existem pontos 0 < a <1 < b < 400 com a ~ 0
e b~ 400 tais que f(a) = +oo e f(b) & +oo. Em particular f(a) > 0 > f(1) e
f(1) <0 < f(b). Aplicando o Teorema de Bolzano a fungao f nos intervalos [a, 1] e
[1,0] obtem-se a existéncia das raizes pretendidas. Por exemplo com a = eig eb=e?
tem-se f(1/e?)=%5+2-2>0 e f(e?)=e*—2-2=23.389... > 0. Logo exitem
duas solugoes da equagao dada, uma no intervalo [1/e?, 1], outra no intervalo [1, €?].

Recorde-se que uma fungao € estritamente monotona se for estritamente crescente,
ou estritamente decrescente. As funcgoes estritamente mondétonas podem também
ser caracterizadas como as fungoes que preservam a seguinte relagao trendaria ”estar
entre”. Dados pontos a,b,c € R diz-se que a estd entre b e ¢ sse b <a < c ou
c<a<b.

Proposicao 9 Seja f : I — R uma funcdo cujo dominio é um intervalo I. A funcdo
f € estritamente mondtona  sse

Va,bcel, aestdentreb e ¢ = f(a) estd entre f(b) e f(c).

Logo, a funcao f nao é estritamente mondtona sse existirem a,b,c € I tais que
a estd entre b e ¢, mas f(a) ndo estd entre f(b) e f(c).

Teorema 4 (Fungao inversa) Sejam I um intervalo, e f : I — R uma aplicagao
com imagem J = f(I) ={f(z) : v € I}.

(a) f € continua = J é um intervalo.

(b) f mondtona e J € um intervalo = [ € continua.
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(c) f continua e injectiva = [ € estrit. mondtona.

(d) f continua e injectiva = f~1 € continua e estrit. mondtona.

Prova:
(a) Esta afirmacao segue do Teorema de Bolzano.
(b) Como f é monétona crescente temos

lim f(z) < f(a) < lim f(o).

x—a~ x—at
Se fosse estrita alguma destas desigualdades, a imagem .J nao seria um intervalo, pois
omitiria os valores compreendidos entre f(a) e o respectivo limite. Logo os limites
laterais sao iguais ao valor da funcao no ponto a, o que mostra que f é continua nesse
ponto. Como o ponto ¢ arbitrario, a funcao f ¢ continua no seu dominio /.
(c) Suponhamos que f é continua e injectiva, mas, por absurdo, que nao é estrita-
mente mondtona. Sejam a,b,c € I tais que a estd entre b e ¢, mas f(a) nao estd
entre f(b) e f(c). Como f é injectiva os trés valores f(a), f(b) e f(c) sao distintos.
Um destes trés valores tem de estar compreendido entre os outros dois. Logo, como
f(a) ndo esté entre f(b) e f(c), ou f(b) esta entre f(a) e f(c), ou entdao f(c) esta
entre f(a) e f(b). No primeiro caso, pelo Teorema de Bolzano, existe entre a e ¢ um
ponto b’ tal que f(b') = f(b). E claro que b’ # b, porque a estd entre b e ¢, mas isto
contradiz a injectividade de f. Sobra o segundo caso em que f(c) estd compreendido
entre f(a) e f(b). Nesta situacao, novamente pelo Teorema de Bolzano, existe entre a
e b um ponto ¢ tal que f(c’) = f(c). Como ¢’ # ¢, porque a estéd entre b e ¢, obtem-se
uma contradicao com a injectividade de f. Provamos assim, por reducao ao absurdo,
que f tem de ser estritamente mondtona.
(d) Pela alinea anterior f é estrit. mondtona. Logo a sua inversa f~! também é
estrit. mondtona. Aplicando a alinea (b) a fungao f~! vemos que também ela é
continua. [

5.7 Principio do maximo e do minimo.

Teorema 5 (Weierstrass) Toda a fungdo continua f : [a,b] — R num intervalo
fechado e limitado [a,b] (—oc0 < a < b < 400) assume um valor mdximo e um
valor minimo. Existem pontos T, € Tmax em [a,b] tais que

f(@min) < f(@) < f(xmaz) para todo o x € [a,b] .
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Dada uma funcao f : D — R chama-se um ponto minimo de f a um ponto
Tmin € D tal que f(x,,) < f(z) para todo x € D. Chama-se um ponto maximo
de f a um ponto x,., € D tal que f(Znmae) > f(x) para todo z € D. Os valores
correspondentes f(Zmin) € f(Zmas) dizem-se respectivamente o valor minimo e o valor
maximo da funcao f. Repare-se na utilizagao dos artigos. Os valores minimo e
maximo, quando existem, sao inicos, mas uma funcao pode ter varios pontos minimos
e varios pontos maximos.

Exemplo 1 Numa fun¢ao constante f(x) = ¢, o valor minimo e o valor mdzimo sao
ambos iquais ao valor constante c. Todos os pontos da recta real sao simultaneamente
pontos minimos e pontos mdrimos de uma funcdo constante.

Exemplo 2 A funcdo f :)0,1] — R, f(x) = 1/z, tem um minimo em x = 1, mas
nao tem mdzimo porque lim, g+ f(x) = +00. Note que o dominio de f € limitado
mas nao ¢ fechado.

Exemplo 3 A fungdo f : [1,+o0[— R, f(z) =1/x, tem um mdzimo em x = 1, mas
ndo tem minimo porque apesar de 0 nao ser um valor de f se tem lim, ., f(z) = 0.
Note que o dominio de f € fechado mas nao € limitado.

Exemplo 4 A fungdo f : [0, +o0o[— R, f(x) = 22, tem um minimo em x = 0, mas

nao tem mdzimo porque lim,_, . x? = +00. Também neste exemplo o dominio de
f € fechado mas nao € limitado.

Vemos a seguir algumas consequéncias do teorema de Weierstrass.

Corolario 2 Num intervalo fechado e limitado, toda a funcdo continua é limitada.
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Corolario 3 Seja f :|a,b|— R uma fungdo continua (—oo < a < b < 00) tal que
existem os limites laterais

fla*)=lm f() e fOb)=lim f(a).

z—a™t z—b~
1. Se existe ¢ €]a,b| tal que f(c) <min{f(a™), f(b7)} entdo f tem um minimo.

2. Se existe ¢ €la,b| tal que f(c) > max{f(a™), f(b7)} entdo f tem um mdzimo.

Prova:
Sejam

o — a+0 se a éfinito o b b—0 se b éfinito
Tl - se a=-o T 4L se b=+00
Tem-se [ag, bs] Cla,b[, com a5 ~ a e bs ~ b, sempre que 6 > 0 esteja proximo
de 0, 0 =~ 0. Suponhamos, por exemplo, que existe ¢ €la,b| tal que f(c) <
min{f(a™), f(b7)}. Entao, sendo 6 > 0 pequeno, tem-se para todo = €la, as[, f(x)~
f(at), e portanto f(x) > f(c). Analogamente, para todo = €lbs,b[, f(z) ~ f(b™),
e portanto f(x) > f(c). Em particular ¢ ¢]a, as[U]bs, b], o que implica ¢ € |[as, bs].
Pelo Teorema de Weierstrass, existe x,,;, no intervalo fechado e limitado [as, bs] que
é um ponto minimo de f neste intervalo, i.e., tal que f(z,:,) < f(z), para todo
x € [ag, bs]. Mas se x €]a,b] — [as, bs] =|a, as[U]bs, b tem-se f(x) > f(c) > f(Tmin)-
Logo Zpmin ¢ um ponto minimo de f no intervalo |a, b|.

De modo analogo se mostra que f admite um maximo sempre que existe ¢ €]a, b]
tal que f(c) > max{f(a™), f(b7)}. O

O corolario seguinte é uma consequéncia imediata do anterior.

Coroléario 4 Seja f :]a,b|— R uma fun¢do continua (—oo < a < b < oo) tal que

lim f(zx) = lim f(x)= 400, resp. — oo,

r—at r—b—

4

f tem um minimo, resp. mdzximo.
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Chama-se ponto minimo relativo, resp. maximo relativo, de f a um ponto xy € D
no seu dominio tal que para um certo d > 0 se tenha

f(zo) < f(x), resp. f(xo) > f(x), Vo € DN]xg — d, 20 + I .

Maximos e minimos relativos sao chamados de extremos relativos. Por contraposicao,
os minimos e maximos previamente definidos sao chamados extremos absolutos da
funcao.

Os maximos e minimos relativos, interiores ao dominio de uma funcao diferen-
ciavel, podem ser calculados como os zeros da sua derivada. Esta aplicagao do Célculo
Diferencial pode ser combinada com um dos teroremas anteriores para determinar,
justificadamente, os maximos ou os minimos absolutos de uma funcao.

Exemplo 5 Seja f :]0,400[— R a funcio f(x) = = — logx, desenhada na figura
sequinte. Compare com o exemplo [1l Esta fung¢do tem um minimo absoluto em
x = 1. Por outras palavras,

flx)=xz—logz>1=f(1), Vz>0.

Como f'(z) = 1—1/z e f"(x) = 1/2?, tem-se f'(1) = 0e f'(1) = 1 > 0,
o que garante que x = 1 seja um minimo relativo de f. Como lim, .o+ f(z) =
lim, ., f(z) = 400, pelo coroldrio {4f acima f tem um minimo absoluto, que nao
pode ser outro senao o inico minimo relativo x = 1.

Referéncias

[1] F. John R. Courant. Introduction to Calculus and Analysis, volume 1. J. Wiley,
1965.
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6 Composicao de funcoes.

Nesta seccao f e g representarao funcoes reais de variavel real cujos dominios desi-
gnaremos por Dy e Dy respectivamente.

6.1 Operacoes sobre funcoes.

(a) A adigao f+ g, a subtraccao f — g, e a multiplicagao f - ¢ das fungoes f e g sao
funcoes com dominio

Diyg=Ds yg=Ds,={z€R :2€Dy e ze€D,}=D;ND,,
definidas respectivamente por:
(f+9)(@) = f(z) +9(x), (f —9)(x) = f(z) —g(z), e (f 9)(zx) = f(z)g(z),
para todo o x no seu dominio comum, z € Dy N D,.
(b) A divisao de f por g é a fungao f/g, com dominio
Dijg={ze€R :a2e€Dy, z€D, e glx)#0},

definida por
[f/g](x) = f(x)/g(x) se x€ Dy, .

(¢) A composigao de g com f é a fungao g o f, com dominio
Dyps={x€R :2zeD; e f(x)eD,},

definida por
[go fl(x) =g(f(x)) se x€ Doy .

6.2 Algebra das fungoes continuas.

A soma, a diferenca, o produto e o quociente de fungoes continuas é sempre uma
funcao continua. Estes factos resultam facilmente da definicao de continuidade e da
proposigao [6] na secgao [4.6] establecendo a dlgebra dos limites.
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Proposicao 1 Se f e g sao continuas em a € Dy N Dy, entao f+g, f—g,
f-g, e f/g sdotambém continuas em a, desde que, no caso do quociente, se tenha

g(a) #0.

Pela definicao de continuidade no dominio, e pela proposicao anterior:

Proposicao 2 Se f e g sao continuas nos seus dominios Dy e D, respectivamente,
entio f+g, f—g, f-g9. e f/g sdotambém continuas nos seus dominios Dy,
Dy_y, Dy.g ou Dy,q respectivamente.

6.3 Regra da Substituicao.

Proposicao 3 (Limite por Substituicao) Se
(a) a € aderente a Dyop, b € aderente a Dy, e
(b) glglir(ll f(z) =0b, entao

lim g((z)) =l g(0).

significando esta igualdade que o primeiro limite se reduz ao sequndo. Por outras
palavras, se o sequndo limite existe entao o primeiro também existe e € igual.

(et 1
Exemplo 1 Calcular lir%M
r— €x

A partir dos limites conhecidos
siny B et —1

lim 1 e lim =1,
y—0 Yy z—0 €T

obtemos facilmente

lim sin(e” — 1) — im sin(e* —1) e* — 1
z—0 x a—0  e¥ —1 x
-1
- Omfmy>(mne ):1x1:1,
y—0 Yy r—0 x
onde r 1 .
lim sin(e” — 1) _ iy SRY
z—0 e —1 y—=0 Yy

efectuando a substituicao y = e* — 1, uma vez que lim, ,pe* —1=0.
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6.4 Continuidade da fungao composta.

A composicao de fungoes continuas é uma funcao continua. Da regra da substituicao,
proposigao [3] resulta a continuidade pontual da composigao, isto é, a continuidade
em cada ponto.

Proposicao 4 Se f € continua num ponto a € Dy e g é continua no ponto b =
f(a) € Dy, entdo a fungdo composta go f € continua no ponto a € Dyey.

Prova:
Porque f é continua em a,

lim f(z) = f(a) .

r—a

Logo, efectuando a substituigao y = f(z), temos pela regra da substitui¢ao

lim(g o f)(z) = lim g(f(2)) = yLigg(la)g(y) = g(f(a)) = (g0 f)(a) .

A terceira igualdade vale porque foi assumida a continuidade de g no ponto b = f(a).
Logo, g o f é continua o ponto a. [

A proposicao anterior e a definicao de continuidade no dominio mostram que:

Proposicao 5 Se [ e g sao fungoes continuas nos seus dominios entdo a fun¢do
composta g o f é continua no dominio Dyy.

6.5 Funcoes basicas.

Chamam-se de bésicas todas as fungoes a seguir enumeradas:

1. as funcoes constantes.
2. a fungao identidade T:R — R, I(z)=x.

3. a funcao exponencial, exp : R — R, e a sua inversa o logaritmo neperiano,
log :]0, +00[— R.

4. as funcgoes trignométricas seno e coseno: sin, cos: R — R

5. As fungbes trignométricas inversas: arcsin :] — 1,1[—] — 7/2,7/2[ (lé-se arco
seno), que é a inversa da restrigdo da func@o seno ao intervalo | — 7/2,7/2], e
arctan : R —] — 7/2,7/2[ (lé-se arco tangente), a inversa da fungao tangente
tan :] — 7/2,7/2[— R, tanx = =&

cosx’
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6.6 Funcoes elementares.

Chama-se funcao elementar a qualquer funcao que possa ser obtida a partir de funcoes
basicas a custa das seguintes operacoes sobre funcoes: adicao, subtraccao, multi-
plicacao, divisao e composicao, descritas na secgao 6.1}

Toda a funcao elementar esta definida explicitamente através de uma expressao
algébrica que comega por uma fungao bésica, ou uma operacao algébrica (adigao,
subtrac¢ao, multiplica¢do ou divisdo), actuando respectivamente sobre uma ou duas
expressoes argumento. Cada uma dessas expressoes argumento definine uma fungao
elementar mais simples. Assim, cada expressao algébrica é, em geral, constituida por
subexpressoes, que por sua vez sao formadas a partir de subexpressoes mais simples, e
assim por diante numa hierarquia que termina em subexpressoes atémicas, correspon-
dendo as expressoes que definem as funcoes basicas. A estrutura de uma expressao
pode ser especificada através de uma drvore generativa onde cada né corresponde a
uma funcao bésica ou a uma operacao algébrica, e as ramificacoes a partir desse né
correspondem aos argumentos da fungao/operagao.

T

Exemplo 1 A drvore generativa da fungio f(z) = % )
ew
e$
14 e
quociente
exp soma,
constante exp
J@) = o = lexp /(1 + exp) ] (@)

ue

Exemplo 2 A drvore generativa da fun¢ao g(u) = T2
—u
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u et
1 —u?
divisao

multiplicacao subtraccao

id. exp const. multiplicacao

N

id. i

e

ue
1—wu?

g(u) = [(L-exp)/(1 = (I -1))] (u) = [(Pr-exp)/(1 = P) ] (u)

Toda a funcgao elementar tem um dominio natural definido do seguinte modo

1. Se f(z) é uma funcao bésica o seu dominio é Dy = R, excepto nos casos f = log
em que o dominio é Dy =]0, 400, e f = arcsin em que o dominio é Dy =]—1,1].

2. Se f(z) é da forma f(z) = (h* g)(x), onde h e g sao funcoes elementares e
representa uma das operagoes sobre fungées +, —, -, /, ou o, entao Dy = Dj,,.

Proposicao 6 Toda a fungao elementar é continua no seu dominio natural.

Prova:
Basta ter em conta que toda a funcao basica é continua no seu dominio natural. Esta
proposigao segue entao das proposicoes[2efl O
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6.7 Funcoes polinomiais.

Chama-se fun¢ao polinomial a uma fungao f : R — R expressa por um polinémio na
variavel livre:

fx)=ap+az+ay2®*+---+a, 2", TR,

onde os coeficientes ag, ay, - - -, a, sao constantes em R. As fungoes polinomiais sao
obviamente funcoes elementares. A composicao de fungoes polinomiais é uma fungao
polinomial. A classe das funcoes polinomiais é gerada a partir das funcoes constantes
e da funcao identidade I a custa das operagoes de adicao, subtraccao, multiplicacao
€ composicao.

6.8 Funcoes racionais.

Chama-se funcao racional a uma funcao f : R — R expressa por um quociente de dois
polinémios na variavel livre: f(z) = p(z)/q(x), com p(z) e g(z) fung¢des polinomiais.
As fungoes racionais sao claramente fungoes elementares. A composicao de fungoes
racionais é uma funcao racional. A classe das fungoes racionais formam é gerada
a partir das fungoes constantes e da funcao identidade I a custa das operacgoes de
adicao, subtraccao, multiplicacao, divisao e composicao.

6.9 Transformacao de graficos.

Nesta seccao vamos estudar o efeito que tem no grafico de uma funcao a sua com-
posicdo com uma aplicacao linear. As aplicagoes lineares sao funcoes da forma
L(z) = ax + b, onde a e b representam constantes numéricas. O grafico de qual-
quer aplicagao linear é sempre uma recta nao vertical.

Exemplo 1 (Translacao segundo b € R)
T:-R—-R, Ty(z)=x+b.
Exemplo 2 (Re-escalamento de factor a € R — {0})

M, R—R, M, (z)=azx.
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Na tabela seguinte consideramos apenas aplicacoes lineares dos tipos acima.
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Composicao | Expressao Transformagao do grafico y = f(x)
Tyo f b+ f(x) | (z,y)— (z, y+b) Transl. vertical seg. b
foT, fx+0b) | (x,y) — (x —b, y) | Transl. horizontal seg. —b
M,o f af(x) (z,y) — (z, ay) Re-escalam. vertical fac. a
foM, flax) (x,y) — (z/a, y) | Re-escalam. vertical fac. 1/a

Na terceira coluna da tabela acima (z,y) — (x1, y1) significa que se (x, y) pertence
ao grafico de f entdo (z1,y;) pertence ao grafico da fun¢ao composta.

Exemplo 3 O grdfico y = f(—x) resulta

eizo vertical.

de y = f(x) por uma reflexao em torno do

/ ;

' J:f v

¥

Exemplo 4 O grdfico y = — f(x) resulta
eixo horizontal.

N\

de y = f(x) por uma reflexao em torno do

R

Exemplo 5 Os grificos y = f(2x) e y

J_f(\)\

= f(x/2) resultam de y = f(x) por re-

escalamentos na direc¢ao horizontal respectivamente de factores 1/2 e 2.

ey Y

F(2y)
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Exemplo 6 O grdfico y = 2 f(x) resulta de y = f(x) por um re-escalamento na
direccao vertical de factor 2.

y=2

Exemplo 7 Os grificosy = f(r —1) e y = f(x+ 1) resultam de y = f(z) por
translacoes na direc¢ao horizontal respectivamente sequndo 1 e —1.

= J%‘J/

J/_ﬂ{ / =
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Exemplo 8 Conhecido o grdfico da funcao f:[—1,1] — R (figura em baizo)

1
N y )
-1 -0.5 0.5 1
_O'EI\
-1

pretende-se esbocar o grdfico de y = f (% + 1).

Composigao Gréfico Transformacao

f y = f(x)

foTy y=flr+1)

| Transl. horizontal segundo —1

| Re-escalam. horizontal de factor 2

JAAL
— i N\

foTioMy |y=f(5+1)

— y=f(x2+1)
Exemplo 9 Considerando a mesma fungao f : [—1,1] — R acima, vamos agora
esbocar o grafico de y = f (””TH)

Composigao Gréfico Transformagao

f y=f(z)
fOM1/2 Z/:f(%>

fOM1/2OT1 y:f(%)

| Re-escalam. horizontal de factor 2

| Transl. horizontal segundo —1
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[

5]

-3 2 -, 1

—v=fiv) .5\
- lzfﬁ:} By __;_
——y=HD2)

6.10 Funcoes pares e impares.
Um conjunto D C R diz-se simétrico em relacao a origem sse
VireR, r€D & —xzeD.

Seja f: D — R.
f diz-se par < D é simétrico em relagao a origem e Vz € D, f(x) = f(—x)
& o gréfico de f(z) ¢é invariante por reflexao em trono do eixo vertical.

\ /

NS o/

f diz-se impar < D é simétrico em relagao a origem e Vo € D, f(x) = —f(—x)
& o grafico de f(x) é invariante por uma rotagao de 180°.

Diz-se que 0 é a paridade de uma funcao par. Analogamente, diz-se que 1 é a
paridade de uma funcao impar. Das func¢oes que sao pares ou impares diz-se que tém
uma paridade definida.
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Proposicao 7 A soma, e a diferenca, de funcoes com a mesma paridade mantém
essa mesma paridade.

Proposicao 8 O produto, e o quociente, de funcoes com uma paridade definida €
uma fungao cuja paridade € a soma das paridades dos factores.

Proposicao 9 Na composicao de duas funcoes f e g
(a) Se f e g forem impares entio f o g também é.
(b) Se g for par entdo a fog € par.

(c) Se f for par e g impar entdo a f o g € par.

Exemplo 1 Recorrendo a definicdo vé-se que sao funcoes pares: cosx e todas as
poténcias de expoente par 2° = 1, 22, x*, etc. Das proposicoes anteriores resulta que
as composicoes sequintes sio também funcoes pares sin’z, cos®z, 69”2, 1/(1 + 2?)
e e /(14 z?).

Exemplo 2 Por definicao vé-se que sao funcoes impares: sinx e todas as poténcias

de expoente impar x, x3, x°, etc. Pelas proposicoes anteriores, todas as composicoes
. ~ ~ . . . 2

sequintes sdo funcgoes fmpares: sin®z, tanx, z/(1+2%) e sinz/(1+e%).
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7 Inducao e Recursividade.

Denotaremos por N, = {p,p + 1,---} o conjunto dos inteiros maiores ou iguais a
p. Considere uma sequéncia numerada de dominds em pé. Para cada inteiro n € N
abreviemos por A(n) a acgdo "o n—ésimo dominé cai para a direita”. O efeito de
queda em cadeia dos dominés baseia-se na validade da seguinte afirmagcao:

An) = An+1), VneN
Logo, se o p—ésimo dominé cair, isto é se a acgao A(p) ocorrer, segue que todos

dominés seguintes caiem também. Por outras palavras, para todo n € N, a accao
A(n) acontece. Simbdélicamente escrevemos Vn € N, , A(n).

0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10

7.1 Principio de Inducao

Seja A(n) a afirmagao de uma propriedade ou relagao entre objectos, que envolve um
numero inteiro n € N. O principio de indugao diz que se valer a relagao A(n) para
n = p, e se A(n+ 1) for valida cada vez que A(n) seja, entdo a propriedade A(n) é
valida para todo o n > p. Simbdlicamente

An) = A(n+1), VneN

Alp) } —  Vn>p, A(n)

1
Exemplo 1 1+2+---+n:%, Vn>1.

n(n+1).

Considere a relaggo A(n) <— 1+2+---+n= Vejamos, por

indugao, que esta férmula é vilida qualquer que seja n > 1. A afirmacao A(1) é
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1(141)

verdadeira porque 1 = —5—. Queremos agora mostrar que
1 1 2
1+2+---+n:@ L 1424 tnint1=nd )2(n+ )
Hipétes?er Indugao Tese ?quugéo

Suponhamos que

1
1424 4n= @ (hipétese de indugao) .

Entao

1424 4+n+(n+1) = 14+2+--4+n)+n+1

1
_ @ +n+1 (por hipétese de indugao)
- 2
_ 43042 (n+1)(n+2)
pu— 2 - 2 :

Logo, a férmula vale para todo n > 1.

Exemplo 2 Desigualdade de Bernoulli
a>0 = Vn>0, (I1+a)">1+na.

Considere arelagao A(n) <= (1+ a)" > 1+ na. Por indugao, vamos mostrar
que esta férmula é valida para todo n > 0. A afirmacao A(0) é valida porque
(1+a)®=1= (140" «). Suponhamos agora que

1+a)">1+na (hipdtese de indugao) .
Entao

1+a)"™ = 1+a)"(1+a)

> (14+na)(l+a) (por hipétese de indugao)
= l+a+na+a’
> l+a+na=14+n+1)a.
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Observe que
1+a)">1+na = (14+a)"(1+a)>(1+na)(l+a),
uma vez que 1 +a > 1 > 0. Provamos assim que

1+a)">14+na = (A+a)" " >1+n+1)a.

(. (.

vV Vv
Hipoétese Inducao Tese Indugao

Logo, a férmula vale para todo n > 0.

7.2 Sucessoes definidas recursivamente.

Uma sucessao diz-se definida recursivamente se cada termo ficar determinado por um
ou mais termos anteriores a custa de uma certa regra ou equacao.

Exemplo 1 A sucessao factorial a, = n!

ag = 1 s
Ap = N Ap—1
Assim, os primeiros termos desta sucessao sao: a1 =1-aqp=1-1=1, ap =2 -a; =

2:1=2, a3=3 -a,=3-2=6, etc.

1 1
Exemplo 2 A sucessao s, =1+ 5 N
n

pode ser definida recursivamente por

80:0,
_ 1
Sn—5n71+5

Exemplo 3 A sucessio de Fibonacc{”|

pode ser definida por

¢é definida recursivamente por
fU = fl =1 >
fn = fnfl + fan

Os primeiros termos desta sucessao estao tabelados em baixo. Observe que cada
termo é a soma dos dois termos anteriores.

12 matemadtico italiano do sec XIII, também conhecido por Leonardo de Pisa
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5 6 7 8 9 10
8§ 13 21 34 55 89

n|0 1 2 3 4
faf1 1.2 35

A sucessao de Fibonacci representa a evolucao ao longo do tempo n, medido em
meses, de uma criacao de coelhos. Suponha que no més n = 0 comecga com um casal
de coelhos recém nascidos. Suponha ainda que cada casal de coelhos se torna fértil
ao fim de um meés, e que partir dai, todos os meses durante o resto da sua vida, um
casal fértil gera um novo casal de coelhos. Se os coelhos nao morrem, f, representa
o numero de casais de coelhos ao fim de n meses. Repare que f, é igual a soma
do numero total f,_; de casais de coelhos da geracao anterior, que continuam vivos
nesta, com o niimero de novos casais recém nascidos na geracao corrente, que é igual

ao numero f, o de casais férteis da geragao anterior.

00 00 Pares de Coelhos
(&) (&) 1
00
D& |
T ——
B B8
. T |
B 5 Y S8 BY -

Exemplo 4 As sucessoes definidas por

1'0:—2, e ?JO:Oa
xn:exn—l _2 ynzeyn—l _2

convergem ambas para o mesmo valor « = —1.84141 ... .

Vamos mostrar por indugao que as sucessoes (z,) e (y,) sdo mondtonas, crescente e
decrescente respectivamente.
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Por indugao, vamos mostrar que z,, < x,1, para todo n > 0. Esta afirmacgao é

valida paran = 0 porque g = —2 < e 2—2 = 21, uma vez que e~ 2 > 0. Suponhamos
agora que
Ty < Ty (hipétese de indugao) .
Entao
Tpi1 = € —2
< ettt —2 (por hipétese de indugao)
Tn+2 -

Observe que x, <z, = € <e"* . Provamos assim que

Ly S Tnt1 = Ln+1 < Tny2 -
——— ——
Hipétese Inducao Tese Indugao
Logo, x, < x,,1 para todo n > 0.

Analogamente, vamos mostrar por indugao que y,, > y,.1, para todo n > 0. Esta
afirmacao é valida para n = 0 porque yo = 0 > —1 = € — 2 = y;. Suponhamos agora
que

Yn = Ynil (hipétese de indugao) .

Entao

Yn+1 = e’ —2
e¥ntt — 2 (por hipétese de indugao)

Y

Yn+2 -

Observe que ¥y, > ypr1 = e» > et Provamos assim que

Yn Z Yn+1 = Yn+1 Z Yn+2 -
—_— —_—

Hipétese Inducao Tese Indugao

Logo, ¥, > yn+1 para todo n > 0.
Como e¥~1 >0 e (y,) é decrescente, a sucessao (y,) é limitada

—2<em?t —2=y, <y =0.

Como (z,,) é crescente, é uma sucessao limitada inferiormente. Vemos que é limi-
tada superiormente mostrando, por inducao, que z, < —1, para todo n > 0. Esta
afirmacao ¢é véalida para n = 0 porque rg = —2 < —1. Suponhamos agora que

T, < —1 (hipdtese de indugao) .



Calculo para Informatica 84

Entao
Tpy1 = €M™ —2
< et-2 (por hipétese de indugao)
< —-1.
Observe que z, < —1 = e <e!—-2<1—-2=—1. Provamos assim que
T, < —1 = Tpy < -1
Hipétese Indugéo Tese Indugao

Logo, —2 < z,, < —1 para todo n > 0.
Pelo Teorema da Sucessao Monotona, existem os limites

r=limzx, e y= limy,.
n—oo

n—oo

Tomando o limite na relacao recursiva que define (x,) obtemos

r = lim z,,; = lim " — 2
n—oo n—oo
— elimnﬂoo Tn 2
= e"—2

Analogamente se mostra que y = e¢¥ — 2. Observe que tanto x como y sao raizes
da mesma equacdo, e pertencem ambos ao intervalo [—2,0] porque sdo limites de
sucessoes cujos termos estao confinados a este intervalo.

Aequacao rz=¢€"—2 & x— e+ 2 =0 tem pelo menos uma raiz no intervalo
[—2,0], porque a fungao continua g : R — R, g(z) = z — * + 2, satisfaz ¢(—2) =
—e2 <0 e g(0)=1>0. O Teorema de Bolzano garante entao que g(z) = 0
tenha pelo menos uma raiz no intervalo [—2, 0]. Essa raiz no intervalo [—2, 0] é tnica
porque ¢'(z) = 1 —e® > 0, para todo z € [—2,0[. Observe que e* < 1 sempre que
x < 0. Logo x =1y. Recorrendo a uma calculadora calcule os primeiros 8 termos de
() € (yn), confirmando as cinco casas decimais do limite z = y = —1.84141... .

7.3 Equacgoes recursivas.

Chama-se equacao recursiva a uma equacao usada para definir recursivamente uma
sucessao (z,), relacionando varios termos consecutivos x, 1, Tn, T,_1, etc. Numa tal
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equagao recursiva, a sucessao (x,) desempenha o papel de incognita. As solugoes da
equacao recursiva sao todas as sucessoes cujos termos satisfazem a relacao descrita
nessa equacao.

Uma equacao diz-se de ordem p se relacionar p+ 1 termos de ordens consecutivas.
Assim, as equagoes de primeira ordem relacionam dois termos de ordens consecutivas,
e.g., Tny1 € Ty, OU entdo z, e r,_ 1. As equagoes de segunda ordem relacionam trés
termos de ordens consecutivas, e.g., Tp11 € Ty € Tp_1.

Proposicao 1 Fizado a € R, as solugoes da equacao recursiva
Tp = Tp-1+a,
sao as progressoes aritméticas de razao a. Todas elas satisfazem
Tp =g +na, Vn>0.
Proposicao 2 Fizado a € R, as solugcoes da equacgao recursiva
Tp = ATp-1 ,
sao as progressoes geométricas de razao a. Todas elas satisfazem

T, = xoa", Vn>0.

Para melhor interpretar as proposicoes seguintes, suponha que a variavel n € N
representa um tempo discreto medido em intervalos de tempo iguais, e que a sucessao
(x,) mede a evolugao temporal de determinada quantidade X. A diferenga z,, — x,,_1
é a variagao da quantidade X no intervalo de tempo [n — 1,n]. Como este intervalo
¢é unitario,

Ty — Tp—1

n—(n—1)

¢ também a taxa de variacao média em [n — 1,n]. A proposi¢ao seguinte diz como
reconstruir a evolucao da quantidade X conhecidas as taxas de variacao médias ao
longo do tempo.

Ty — Tp—1 =

Proposicao 3 Dada uma sucessio (ay,,), as solugoes da equagdo recursiva
Tp — Tp—1 = an & Ty =Tp-1+ap,
satisfazem

:cn:xo—i—Zai:xg—i—al—i—az—i—...—i—an, YVn>0.
i=1
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Observe que a variacdo da quantidade X no intervalo de tempo [0,n] é a soma
das variagoes correspondentes a instantes consecutivos nesse intervalo de tempo:

Tp— o = (T — Tpe1) + (Tpo1 — Tp—a) + -+ + (x2 — 1) + (21 — x0) -

Logo, conhecidas as variagoes x; — z;_1 = a;, a variagao de X no intervalo [0,n] é
n
Ty — Lo =0Qp +Qp_1+ -+ a2+ a; = E a; .
i=1

O Calculo Integral extende este resultado a tempo continuﬂ O applet seguinte
permite-lhe influénciar uma certa quantidade X = x,, ao longo de um tempo discreto
n=1,2,...,10, controlando as suas taxas de variacao absolutas a,,.

RN TR

Ay = Mag-Ny = LEF

MoK, = E A= =063

Applet 10: [Taxas de Variacao Absolutas

13 Suponha que a varidvel t € R representa um tempo continuo, e que a funcio z(t) mede a
evolugao temporal de determinada quantidade X. A derivada 2'(t) = lim,_ M mede
a taxa de variacdo instantdnea da quantidade X no instante t. Conhecida a evolugao das taxas
de variagdo instantdneas ao longo do tempo, digamos descritas por uma func¢éo conhecida a(t), a
funcao incognita x(t) relaciona-se com esta através da seguinte equagdo, que se diz uma equagao
diferencial,

2'(t) = al(t) .

O Teorema Fundamental do Cédlculo permite a reconstrugao de x(t) a partir das taxas a(t),
t
x(t) — x(0) = / a(s)ds .
0
O termo no lado direito diz-se o integral da funcao a no intervalo [0,t]. Integrar significa juntar, ou

somar. O integral fot a(s)ds ’integra’ as taxas de variagdo instantineas ao longo do intervalo [0, ]
numa quantidade que mede a variacao da quantidade X nesse mesmo intervalo de tempo.


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/TaxasApplet1.html
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Exemplo 1 Fluzos de entrada/saida.

Num museu hé quatro entradas: N, E; S e O. Em cada uma um dispositivo ligado a
varios torniquetes controla o nimero de entradas e saidas. Representemos o tempo,
medido em minutos a partir da horario de abertura, por um ntimero natural n € N.
Para cada I=N, E, S, O, seja ¢! o fluzo de entrada pela porta I, i.e. o niimero de
pessoas que entram menos o numero de pessoas que saiem durante o n—ésimo minuto
n — 1,n[. Seja ¢, = &N + ¢F + ¢7 + ¢ o fluro total de entradas no museu, que
mede o nimero de entradas menos o nimero de saidas durante o mesmo intervalo de
tempo.

Iy

0 Museu * %

e

s
®

O ntumero N, de pessoas presentes no museu ao fim do minuto n, relaciona-se
com o fluxo total de entradas no museu através da seguinte equacao recursiva:

Nn_Nn—1:¢n ~ Nn:Nn—1+¢n~

Logo, o fluxo de entradas ¢, mede a variagao, ou taxa de variacao, do nimero de
pessoas no intervalo [n — 1,n]. Chama-se fluzo integral de entradas no intervalo [0, n]
a soma de todos os fluxos totais correspondentes a esse intervalo de tempo

Sep =1+ ot + =) 0.
=1

Assim, a variacao do nimero de pessoas no museu durante o intervalo de tempo [0, n]
¢ exactamente igual ao fluxo integral Si¢,

N, — Ng =S¢ .
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Considere por exemplo a seguinte tabela com os fluxos de entrada nas quatro
portas do museu medidos ao longo de 8 minutos.

(n(min) [1]2[3][4][5]6][7]8]
o [4]-1]2]0]J0[2]2]-1
oF Jo[1]2[3][2]1]-3]1
o 1{2|5[-1]1[-3]0]-
o7 J1]oJ1[2][5]-2][-1]0

Somando as colunas desta tabela obtemos os fluxos totais de entradas no museu,
minuto a minuto. Por sua vez somando os fluxos totais ao longo do tempo obtemos
os fluxos integrais S{'¢.

(n(min) [0 [1]2]3[4[5][6]7]8]
¢, |—J6]2]100]4]-6]-2]-2]-5
Seo |0 ]6]8[18]22[16[14[12]7

Logo, ao fim dos 8 minutos hd Ny = Ny + S§¢ = Ny + 7 pessoas no museu.

Continue a sucessao (z,) representado a evolugao temporal de certa quantidade
X. O quociente

In—Tnp—1
Tp —Tp-1 _ n—(n—1)
Tn—1 Tn—1

representa a taxa relativa de variagdo média no intervalo de tempo [n — 1,n]. A
proposicao seguinte diz como reconstruir a evolucao da quantidade X conhecidas as
taxas relativas de variagao médias ao longo do tempo.

Proposicao 4 Dada uma sucessio (a,,), as solugées da equagdo recursiva

Tp — Tp-1
—=a, & z,=1+4a,)xh 1,
Tp—1

satisfazem

n

xn:xoH(l—l—ai)::Uo(l—l—al)(l—i—ag)---(l—l—an), Vn>0.

i=1
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Prova:
Observe que
Zo B Tp—1 Tp-2 T1 To .
Logo, como xm_il =1+4a; paracadai=1,...,n,
T n
o= (It an) (14 an) - (La) (L+a) =[]0 +a).
Lo i=1

g

Também aqui o Calculo Integral permite extender o resultado anterior a tempo
continuoEl Através do applet seguinte pode influénciar uma certa quantidade X = z,,
ao longo de um tempo discreto n = 1,2,...,10, controlando as suas taxas relativas
de variagao a,.

Applet 11: [Taxas Relativas de Variacao

14 Suponha que a varidvel t+ € R representa um tempo continuo, e que a funcio z(t) mede a
evolucdo temporal de determinada quantidade X. O quociente % = lim,_, %)(;)w(t)
taxa relativa de variagao instantanea da quantidade X no instante ¢. Conhecida a evolugao das taxas
relativas de variagao instantaneas ao longo do tempo, digamos descritas por uma fungao conhecida

a(t), a fungdo incognita x(t) relaciona-se com esta através da seguinte equacao diferencial

mede a

=a(t) & 2'(t)=a(t)z(t).

Cada solugao desta equacao fica determinada, através da seguinte férmula, pelo seu valor inicial

z(t) = z(0) efo () ds |


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/TaxasApplet2.html
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Exemplo 2 Tazxa de juros simples.

Considere uma aplicagao financeira com duracao anual, renovavel automaticamente,
em que os juros (ditos juros simples) vencem ao fim de cada ano. Suponha que du-
rante 5 anos as taxas de juros variam de acordo com a tabela seguinte

anos 1 2 3 4 5)
taxas de juros | 5% | 4% | 2% | 3% | 6%

Vamos calcular o capital acumulado ao fim dos cinco anos correspondente a um
investimento inicial de um milhao de euros. Seja Cy = 1 000 000 o capital inicial, e
C,, o capital acumulado ao fim de n anos de investimento. Se durante o n-ésimo ano
a taxa de juros for de a% entao

On — Cn—l . (0]
C,. 100

A sucessao (C),) satifaz a equagao recursiva C,, = (1 + a,),C,,—1, onde a sucessao
(a,) vem tabelada a seguir

n 1 2 3 4 5
a, | 0.05 | 0.04 | 0.02 | 0.03 | 0.06

Logo,

05 = CO (1+a1) (1+a2) (1+a3) (1—|—a4) (1—|—a5)
= 1000 000 x 1.05 x 1.04 x 1.02 x 1.03 x 1.06
= 1216 090 euros .

A diferenca x, — x,_1 mede a variacdo de uma certa quantidade X no intervalo
de tempo [n — 1,n|. A variacao das variagoes

Tpi1 — 2%n + Tp1 = (Tng1 — Tn) — (T — Tpo1)

¢é chamada de variagao de 2* ordem da quantidade X no tempo n. Ela mede a variacao
entre: a variacdo de X no intervalo [n—1,n], e a variagdo de X no intervalo [n, n+1].
A equacao recursiva

Tptl — 2Tp + Tpo1 = Gy (1)
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permite reconstruir a evolucao temporal da quantidade X conhecidas as suas variagoes
de 2* ordem ao longo do tempo. Repare que se trata de uma equacao recursiva de
2* ordem, onde cada solucao fica completamente determinada uma vez conhecidos
dois termos consecutivos, e.g., o e r1. A equagao é equivalente ao sistema de
equacoes recursivas de 1* ordem

Tp = Tp—1+ Uy (2)
Up = Unp—1 + Qp—1

no seguinte sentido: Se (x,) é uma solugao da equagao , entao, definindo v, =
Zn—Tn_1, 0 par de sucessoes (), (v,) é uma solugao do sistema (2)). Reciprocamente,
se um par de sucessoes (), (v,) é uma solugdo do sistema (2)), entao (z,,) ¢é solugao
da equacao . Logo, pela proposicao ,

Proposicao 5 Dada uma sucessio (a,,), as solugoes da equagdo recursiva
Tpy1 — 2L, + Tpo1 = Gy

satisfazem

n—1

U = (21— 20) + @+ Gzt = (11— 20) + Y a;
=1

Ty =20+ Vi +U3+:--+v, =29+ Zv,-
i=1

Resolve-se primeiro a segunda equacao do sistema para determinar o termo
geral v,,. Depois, substituindo a expressao encontrada na primeira equacao, determina-
se o termo geral z,,.

Exemplo 3 Movimento sobre um eixo.

Suponha que a varidavel n representa o tempo medido a intervalos de um segundo,
e que o termo x, representa a posicao, medida em metros, de um movel sobre um

Tn —Tn—1

eixo. Neste caso, a variagdo v, = &, — T,,_1 = D) representa o deslocamento no
intervalo de tempo [n—1, n], mas também a velocidade média, em metros por segundo,
neste mesmo intervalo. A diferenca de 2* ordem x,.; — 2x, + x,_1 representa a
aceleracao do movel no instante n, que mede, em metros por segundo quadrado, a
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variagao entre as velocidades médias nos intervalos [n—1,n] e [n, n+1]. A proposicao|p)
permite a reconstrucao do movimento conhecida a sua aceleracao ao longo do tempo.

As equagobes recursivas e admitem versdes em tempo continuo no Céalculo
Integral E

Exemplo 4 Vector: corrida de carros numa folha de papel quadriculado.

O exemplo seguinte é um jogo, uma corrida de carros que se desenrola numa pista
desenhada sobre uma folha de papel quadriculado, onde dois ou trés jogadores alter-
nadamente vao tracando no papel, a cores distintas, as trajectérias das suas viaturas.
Como ¢é 6bvio, ganha quem cruzar a linha de meta em primeiro lugar.

15 Seja t € R uma varidvel representando um tempo continuo, e x(¢) uma funcao descrevendo a
evolugdo de um movel sobre um eixo. Designemos por v(t) e a(t), respectivamente a velocidade e
acelerac@o do mével no instante ¢. Conhecida a lei das aceleragoes a(t), o movimento do mével x(t)
pode ser reconstruido resolvendo a equacao diferencial de 2* ordem

a"(t) = a(t) ,

que é equivalente ao sistema de equacoes diferenciais de 1* ordem

Cada solugdo da equagdo x”(t) = a(t) fica determinada pela posi¢do e velocidade num instante
inicial. Resolve-se primeiro a segunda equagao do sistema, para determinar a lei de velocidades v(t).
Depois, integrando a lei de velocidades, determina-se a lei do movimento x(t).
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A trajectéria de um carro é uma linha poligonal que comeca na sua posicao inicial,
marcada sobre a linha de meta, e termina na posicao corrente da viatura. Apenas sao
admissiveis posicoes marcadas sobre as interseccoes das linhas horizontais e verticais
da quadricula. Imagine que cada jogada corresponde a um tempo imagindrio de um
segundo, e cada quadricula corresponde a um decametro. Suponha que a folha de
papel quadriculado representa um sistema de eixos coordenados no qual os pontos
da quadricula tém ambas as coordenadas inteiras. A distancia entre quaisquer duas
rectas horizontais consecutivas, respectivamente duas rectas verticais consecutivas, é
sempre de uma unidade, ou seja um decametro. Seja (X,,) a sucessao de posigoes de
um carro na pista, a que chamaremos a sua trajectéria. Cada posicao é um ponto
com ambas as coordenadas inteiras, X,, € Z?. A sucessao (X,) é uma solugao da
equacao recursiva

Xn+1 —2X,+ X1 = An )

onde a sucessao (A,,) representa a sequéncia de aceleragoes escolhidas pelo jogador
para controlar a trajectoria da viatura. No instante n, a posi¢ao seguinte X, fica
determinada: pela posicao anterior X,,_1, pela posicao corrente X,,, e pela escolha,
efectuada pelo jogador, do vector aceleracao A,. Pelas regras do jogo, o vector A,
deve ter ambas as coordenadas iguais a —1, 0 ou +1. Sendo V,, = X, — X,
o deslocamento, ou velocidade média, no intervalo de tempo [n — 1,n], a equagao
recursiva acima ¢é equivalente ao sistema de equacoes

Xn = anl + Vn
Vn = anl + Anfl
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Na jogada inicial supdem-se que a viatura esta parada, ou seja que V5 = (0,0), o que
equivale ainda a X_; = Xy. A restricdo nos vectores aceleracao garante que cada
velocidade V,,, e cada posicao X,,, tenha sempre ambas as coordenadas inteiras. A
posicao da viatura na jogada seguinte sera

Xn—|—1 = Xn+Vn+An — Xn+ (Xn _Xn—l) +An

Na figura em baixo, P = X,, representa a posicao corrente, P’ = X,,_; a posicao
anterior, e P* = X,, +V}, a posi¢ao seguinte caso escolha a aceleracao A, = (0,0). As
restricoes impostas na aceleracao correspondem a dizer que a posicao seguinte, X, 1,
coincide com o proprio ponto P*, ou entao com um dos seus oito pontos vizinhos na
quadricula.

|
lj[,z,P*o
.—P""

Qualquer saida fora da pista implica uma desqualificacao do respectivo jogador.
Pode experimentar este jogo no applet seguinte.

Applet 12: Jogo "O Vector”|



http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/VectorRaceApplet.html
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8 Derivadas e diferenciabilidade.

Seja f : D — R uma fungao e a € D um ponto do seu dominio. A funcao f diz-se
derivavel, ou diferenciavel, no ponto a se existir um dos limites

L f@ = fe) L flath) = @)

T—a Tr—a h—0 h

A igualdade destes dois limites resulta de aplicar a proposicao |3, a substituicao z =
a + h. Observe que limy_.ga + h = a. Este limite diz-se a derivada da funcao f no
ponto a, e é designado por f'(a). Quando a funcao f(z) é derivdavel em todos os
pontos do seu dominio, dizemos simplesmente que f ¢é derivavel, ou diferenciavel.

Exemplo 1 A fungio f(x) = x® € diferencidvel com derivada f'(z) = 3 z?.

flx+h)— f(x) (x+h)3—:c3:3a:2h—l—3mh2+h3

_ 2 2
N N . =32 +3xh+h".

Logo,
f(z) = }llirr(l)?)xz +3zh+h? =327,

Proposicao 1 Se f : D — R ¢ derivdvel num ponto a € D, entao f € continua
nesse ponto.

Prova:
Podemos escrever f(x) = f(a) + % (x —a). Logo
tim f(@) = lim f(a) + 22T (0 o)~ pa) 1 0)-0= f0).

o que prova que f é continua em a. [

Quando a funcao f é diferenciavel num ponto a do seu dominio, a secante ao
grafico de f pelos pontos (a, f(a)) e (z, f(z)), que tem declive (f(z) — f(a)/(z — a),
aproxima-se da recta tangente ao grafico a medida que x se aproxima de a. Em
termos intuitivos, a diferenciabilidade num ponto corresponde a existéncia de uma
recta tangente ao grafico nesse ponto, enquanto a derivada mede o declive dessa recta
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tangente. Mais precisamente, dadas fungdes f(x) e g(x), diz-se que os graficos de f
e ¢ sdo tangentes num ponto a do seu dominio sse

f(x) = g(x) = oz —a) (z—a).

Isto significa que f(a) = g(a), e que a diferenga f(x) — g(x) é desprezavel comparada
com xr — a, quando z — a. Assim, efectuando zooms sucessivos a volta do ponto
comum (a, f(a)) = (a,g(a)), os dois grafos vao-se confundindo cada vez mais.

Proposicao 2 Sejam f: D — R uma funcao diferencidvel, e a € D.
A fungao f € diferencidvel no ponto a sse existe L(x) = mx + b, fungdo linear, tal
que os grdficos de f e L sdao tangentes no ponto a.

Prova:
Se f é derivdvel no ponto a considere-se a funcao linear L(z) = f(a) + f'(a)(z — a).
Entao

limM — lim flz) = fla) — f'(a)(xz —a)
o R

o que mostra que f(x) — L(z) = o(z — a), (xr — a).
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Reciprocamente, suponha-se que f(z) — (mx +b) = o(x — a), (r — a). Entao
f(a) =ma+b, o que implica mz +b=m(z —a)+ f(a). Logo,
m(x —a)+ oz —a)

limM:lim =m,

T—a Tr —a r—a r—a

o que mostra que f é derivavel no ponto a. [

8.1 Regras de Derivagao.

Proposicao 3 Toda a funcao constante tem derivada zero.

Proposicao 4 Dadas funcoes f,g: D — R, e uma constante ¢ € R,

L (F+9)(@) = )+ g () se 2€ Dy
2 () @)= f w reD,
5. (faV(@) = F@o@)+ @ d(e)  se aeDy,
b ey = HEIEJRIE e pepy,
5 /o) - -2 se x € Dy

Cada uma das alineas acima afirma que se as funcoes operandas f e g forem ambas
derivdveis num ponto v € Dy,,, entdo a funcgao f*g também é derivdvel em x, sendo
a sua deriwada dada pela formula correspondente.

Coroldrio 1 Se f e g sdo fungoes diferencidveis entao f+g, f—g, f-g e f/g sao
também funcoes diferencidveis.



Calculo para Informatica 98

Proposicao 5 (Derivadas de algumas fungoes bdsicas) As fungoes exponencial,
seno e coseno sao deriwadveis, sendo as suas deriwadas dadas por:

1. (e*) =¢€",
2. (sinx) = cosz,
3. (cosz) =sinz.

Prova:
Usando as formulas aditivas destas fungoes:

1. e;v—i—h = e° eh’
2. sin(xz + h) =sinz cosh + sinh cosz,
3. cos(z + h) = cosx cosh — sinx sin h,

os limites correspondente as suas derivadas reduzem-se aos limites notaveis:

. h_
1. hmh_,g € A 1 — 1,

2. limy_o 22 =1,

3. limy_o <=1 = 0.

g

8.2 A Notacao de Leibnitz.

A notagao f’(a), usada para designar a derivada de uma fungao f(x) num ponto a do
seu dominio, refere-se ao nome, f, da funcao, e ao ponto a em que esta é derivada.
Esta designacao é chamada de notacao standard da derivada.

Considere agora duas varidveis z e y, relacionadas através da igualdade y = 2. A
variavel x diz-se livre, enquanto y se diz a variavel dependente. Esta relagao exprime
y como funcao de . A notacao de Leibnitz para a derivada refere apenas os nomes
das variaveis livre e dependente, omitindo o nome da funcao. Os termos

dy_d(x2)_d 2
&= dr @ @)
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representam a derivada da funcdo z +— 22 num ponto genérico z. A notacao de

Leibnitz para a derivada é usada em contextos em que a relacao entre as variaveis
envolvidas na notagao seja clara, nao ambigua, e se deseje evitar a atribuicao de
um nome a funcao. A origem desta notacao estd associada ao modo de pensar o
conceito de derivada, introduzido por Leibnitz{ﬂ e que se tenta reproduzir a seguir:
Seja dr um incremento infinitésimal da variavel livre z. O acréscimo correspondente
da variavel livre y, denotado por dy, é

dy = (v +dx)* — 2* = 2z dr + da? .
Dividindo por dx obtemos a razao incremental

dy 2z dx + dx?
dv dx

Como dzx =~ 0, este termo é desprezavel quando comparado com 2 x. Logo, seguindo
Leibnitz, escreve-se

=2z +dz.

dy

dx
Em rigor, o acto de desprezar o termo infinitésimal dx corresponde ao moderno
conceito de limite:

2z

d
Y _ Iim 2z +dx .
dl’ dx—0

, d s ~ . ~
Com o temp‘o, 0 Slmbolq <. Passou a representar a propria operagao de derivacao em
ordem a variavel x. Assim,
d{f(z)] _d

P (@)

designam ambos a derivada f'(x), de f(z) em ordem a x.

Representa-se a derivada num ponto concreto a, usando a notacao de Leibnitz,
escrevendo J 4

y !/ /
Y - lgre)] —reh.-re.

A expressao x = a, em subindice, deve ser vista como uma instrucao de substituicao:
substitua-se x por a na expressao encontrada para a derivada, dentro de paréntesis
rectos. Assim, por exemplo num contexto em que esteja subentendida a relacao
y = 22, a derivada de y = 2% no ponto x = 2 é

[Z_ﬂ TRl =4

16 Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646 - 1716) matematico alemao. A par com Isaac Newton (1643-
1727) é justamente considerado um dos pais do Célculo.
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8.3 Derivada da funcao composta.

Proposicao 6 (Regra da Cadeia) m Se f € diferencidvel num ponto a € Dy e g
€ diferencidvel no ponto b = f(a) € D,, entao a func¢do composta go f € diferencidvel
no ponto a € Dy, € a sua derivada € dada por

(9o f)(a)=g'(f(a)) f(a).

Prova:
Seja b = f(a). Como f e g sdo diferencidveis nos pontos a e b respectivamente tem-se
— —q(b
glgi_rill f(IJ);_£<a> :f/(a) e ilil})g(y;_‘z( ) —gl(b)

Observando que y = f(x) — b quando x — a, pela regra da substituicao, proposigéo

(g0 f)(a) = tim@eN@ =90 f)@)

_ g V(@) — 9(f(a)

o S0 @) —g(f(@)  f(@) ~ fa)
e—a  f(x) — f(a) T —a

_ i I® —9() . f2) — fa)
y—b Y — b r—a T —a

170 nome "regra da cadeia” vem da sua generalizacdo ao célculo da derivada de uma composicio
de n fungoes, que diz que (f, o frn—10---0 f1)'(z), éigual ao produto de uma cadeia (sequéncia)
de n derivadas:

(f) [(ficxo 0 fi)(@)] (i=1,2,--,n).

Simbdlicamente

(fnofa10--- Ofl)/(x) = H (fz)/ [(fifl o Ofl)(x)] :

i=1
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3 2
Exemplo 1 Seja f(x) = tan(a® +1). Entdo f'(x) = €+1>'
Cos“ (T

ton sin’x cosx —sinx cos’x  cosx cosx — sinx (—sinx) 1
an r = = = .
cos? x cos? cos? x
Logo,
1 32
"(z) =tan'(z* + 1) (2* +1) = ——32% = ————— .
@) ( ) ) cos?(x® + 1) cos?(z® + 1)

A regra da cadeia tem um aspecto mais simples quando se usa a notagao de
Leibnitz. Considere variaveis x, y e z relacionadas através de duas funcoes f e g:

z=gy) e y=f(r).

A regra da cadeia traduz-se entao pela relacao

dz dz dy
E_Z.L Q
de dy dx
O termo esquerdo representa a derivada 2 = (g o f)'(z). Os factores no termo
direito da regra representam as derivadas Z—Z =d'(y) e % = f'(z). Assim,

traduz a relacdo (g o f)(z) = ¢'(y) f'(x). Observe que efectuando a substituigao
y = f'(x) nesta igualdade se recupera a regra expressa na proposigao .

Exemplo 2

d 9 o (2
. (cos(a: — 1)) = —2zsin(z”—1).

Escrevendo z = cosy e y = 2% — 1,

d 9 dz dz dy
il -1)) = Z2-2x2.2
dx (COS(I )) de dy dx
= —siny-2x = —2xsiny

= 2xsin(z? -1).

Corolario 2 Se f e g sao fungoes diferencidveis, entao go f € também uma fun¢ao
diferencidvel.
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8.4 Derivada da funcgao inversa.

Seja f : D — R uma fungao injectiva com contra-dominio D’ = f(D). A funcao
inversa f~!: D’ — D satisfaz com f as seguintes relacoes:

fF )=y YyeD e  fHf(x)=z VreD.

Supondo que f e f~! sao ambas funcoes diferencidveis, derivando a primeira destas
relagoes obtemos

U )Yy =1 YyeD .

Logo, se a derivada f’ for sempre diferente de zero tem-se
Vye D' .

Na realidade a diferenciabilidade da funcao inversa resulta da diferenciabilidade da
fungao f.

Proposicao 7 Seja f: D — D' uma aplicacao bijectiva, diferencidvel, com derivada
f'(x) # 0 Vo € D. Entdio a funcio inversa f~' : D' — D ¢ diferencidvel, com
deriwada

(f” )/(y):m Vye D' .

Proposicao 8 Derivada da fungao logaritmo natural log :]0, +o00[— R.
, 1
log'y = — Vy > 0.
Yy

A fungao logaritmo natural é a inversa da funcao exponencial de base e, f(x) = e”.

Como f'(x) = e” tem-se
1 1 1

log' y = — — - Wy>0.
o8 Y f'(logy) elosv gy v

Na notagao de Leibnitz, a regra de derivacao da funcao inversa toma uma forma

especialmente simples
dr  (dy !
dy  \dx '
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Se as variaveis x e y estiverem relacionadas através de uma funcao bijectiva

y=f(z) & xz=[f"y)

entao fl—z = (f7Y(y), enquanto % = f'(x). A regra acima traduz a igualdade
—1y/ 1 : ~ -1
(f7)(y) = m . que tem subentendida a relacdo = = f~"(y) .
Por exemplo, se y =€ < x =logy, entao % = (") = e". Logo

log'y _ d_l’ _ @ - — (ex)fl — (elogy)*1 — yfl —
dy dx

8.5 Funcoes trignométricas inversas.

A restricao da fungao tangente ao intervalo | — 7, 7],

tan ;] —

bo |

ZoR,
2

¢ uma aplicacao bijectiva. E injectiva porque é estritamente crescente, e cresce es-

tritamente porque tan’(z) = 1/cos>x > 0, para todo = €] — 5, %[. Tendo em conta
que

) ) sin —1 ) ) sin 1

lim tanx = lim =—=—0 e lim tanx = lim = — = 400,
T a—-2cosr  0OF st T e—+Z cosx  OF
pelo Teorema de Bolzano, a funcao continua tan :] — 7, 5[— R toma todos os valores
entre —oo e +00. Logo, é uma aplicacao sobrejectiva.

Chama-se arco tangente de um ntimero x ao angulo a €] — 7, 7[, medido em

radianos, cuja tangente ¢é igual a x. A fungao arctan : R —] — 7, 7[ que a cada x

associa o arco tangente de x, é a inversa do ramo (restrigdo) considerado acima da
funcao tangente. Por outras palavras, dado a €] — 5, 5[,
r=tana < «a =arctanzw.

A figura seguinte mostra os graficos da funcao tangente, a esquerda, e da funcao
arco-tangente, a direita.
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y=tan x y=arctan x

2

Proposicao 9 A func¢io arctan:R —]— 7, 7| ¢ diferencidvel e

arctan’ v = —— Ve eR.
1+ 2?2
Prova:
Pela regra de derivacao da fungao inversa
1 1 9

arctan’ x = = = cos” a .
tan’(arctanz)  cos—2(arctan x)

_ T T

Z,%[. Como a angulo « esta no primeiro ou quarto quadrante,
= tana = z. Logo

onde a = arctan x €]

cosa >0 e &
COs &

1—cos’a sin’a 9 9 9 o
3 =——— =2 & l—-cos"a=1"cos"a
cos? v cos? v
& 1=(1+2% cos’
9 1
& st =——0
1+

e portanto arctan’z = 1/(1 + z?).
O

A restricao da fungao seno ao intervalo -7, 7],

sins [~ 5] = [1,1],
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é uma aplicacao bijectiva. E injectiva porque é estritamente crescente, e cresce es-

tritamente porque sin’(z) = cosz > 0, para todo = €] — 7,%[. Tendo em conta
que sin(—5) = —1 e sin(3) = 1, pelo Teorema de Bolzano, a fungao continua
sin : [~5, 5] — [—1, 1] assume todos os valores entre —1 e +1. Logo, é uma aplicagao
sobrejectiva.

Chama-se arco seno de um nimero z € [—1, 1] ao angulo o € [~7, 7], medido em
radianos, cujo seno ¢ igual a z. A fungao arcsin : [~1,1] — [~F, 7] que a cada x
associa o arco seno de x, é a inversa da restricao, considerada acima, da funcao seno.
Por outras palavras, dado o € [-5, 7],

r=sno < «=arcsing.

A figura seguinte mostra os graficos da funcao seno, a esquerda, e da funcao arco-seno,
a direita.

/2o

y=Ssinx

j j y=arcsin x
3 777777777777777777:1‘7 %
[ —~A/2
Proposicao 10 A fungdo arcsin: [—1,1] — [=F, 5] € continua, e diferencidvel no
intervalo aberto | — 1,1[, com derivada
. 1
arcsin’ r = —— Vo e]—1,1].

vV1—22

Prova:
Pela regra de derivacao da fungao inversa
1 1 1

arcsin’ r = — . = , = :
sin’(arcsinx)  cos(arcsinz)  cosa
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_ T T

onde a = arcsinz €] — 7, 7[. Como a angulo « esta no primeiro ou quarto quadrante,

cosa >0 e sina = z. Logo

cos’a =1 — sin

e portanto arcsin’z = 1/v/1 — 22
0

2 2

& cosa=vVI1—zx?,

a=1—=x

A restri¢ao da fungao coseno ao intervalo [0, 7],
cos: [0,m] — [-1,1],

¢ uma aplicagao bijectiva. E injectiva porque ¢é estritamente decrescente, e decresce
estritamente porque cos'(z) = —sinz < 0, para todo x €]0, w[. Tendo em conta que
cos(0) =1 e cos(m) = —1, pelo Teorema de Bolzano, a fungao continua cos : [0, 7] —
[—1,1] assume todos os valores entre —1 e +1. Logo, é uma aplicagao sobrejectiva.

Chama-se arco coseno de um numero z € [—1,1] ao angulo a € [0, 7], medido
em radianos, cujo coseno é igual a x. A fungao arccos : [—1,1] — [0, 7] que a cada
x associa o arco seno de x, é a inversa da restricao, considerada acima, da funcao
coseno. Dado a € [0, 7],

. T ™ .
Q= arccosr <& T =cosa & x281n(§—04) & 5 —a=arcsing.

Em particular, vale a seguinte relagao entre as fungoes arco-seno e arco-coseno:

T
Arecos T = 5 — arcsinz V€ [-1,1].

Proposicao 11 A fun¢do arccos: [—1,1] — [=F, 5] € continua, e diferencidvel no
intervalo aberto | — 1,1[, com derivada
, 1
arccos’ r = ————— Ve el —1,1].

Vv1—2a?

Prova:
Basta observar que arccos x = § —arcsin z, e aplicar a regra de derivagao do arco-seno,
expressa na proposicao anterior. [
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Proposicao 12 Toda a fungao elementar é diferencidvel.

Prova:

Todas as fungdes bdsicas sao diferencidveis. Tenha em conta as proposicoes [5] [
e [10] bem como o exemplo [§] desta secgdo. Pode ver o que é uma fungao bdsica na
seccao (0.5, Este resultado segue entao dos corolarios [l e |2, que garantem que as
operacoes aritméticas, e a operagao de composicao, retornam fungoes diferenciaveis
sempre que as fungoes operandas o sejam. [

8.6 Teoremas sobre funcoes diferenciaveis.

Dado um conjunto de nimeros reais D C R, um ponto a € D diz-se interior a D se
existir 0 > 0 tal que Ja —d,a+ 6[C D.

Seja f: D — R uma fungao. Um ponto a € D diz-se:

1. um méximo absoluto de f sse Vz € D, f(a) > f(z).

2. um minimo absoluto de f sse Vaz € D, f(a) < f(x).

3. um extremo absoluto de f sse ¢ um maximo ou um minimo absoluto de f.

4. um méaximo local, ou relativo, de f sse existe § > 0 tal que f(a) > f(z),
Vo € DNja — d,a+ 0].

5. um minimo local, ou relativo, de f sse existe § > 0 tal que f(a) < f(z),
Vo € DNla—0d,a+ 4.

6. um extremo local, ou relativo, de f sse ¢ um maximo ou um minimo local

de f.

Proposicao 13 Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao diferencidvel.
1. Se a € um mdzximo local de f = f'(a) <O0.
2. Se a é um minimo local de f = f'(a) > 0.

3. Se b é um mdzximo local de f = f'(b) > 0.
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4. Se b € um minimo local de f = f'(b) <O0.

Prova:

1. Seja @ um méaximo local de f. Entdo, para todo x € [a,a + ], f(a) > f(z), o
que implica f(z) ( ) <. Logo, f'(a™) = lim,_, (x;:i‘(a) <0.

2. Seja a um ml'nimo local de f. Entao, para todo = € [a,a + ¢], f(a) < f(z), o
que implica f(x) — ) > 0. Logo, f'(a*) = limy_q+ (m;:f(a) > 0.

3. Seja b um maximo local de f. Entdo, para todo x € |
que implica f(‘”) () > 0. Logo, f/(b™) = lim,_;- f@)— l]:(b) > 0

4. Seja b um minimo local de f. Entao, para todo z
que implica f(x) f( ) <. Logo, f/(b™) = lim,_;- f@=/0)

avm
=

o ;

Exemplo 1 No ezemplo da figura acima a € um ponto mdximo local com f'(a™) < 0,
e b é um ponto minimo local com f'(b~) = 0.

Proposicao 14 Sejam f : D — R uma funcdo diferencidvel, e a € D um ponto
interior a D, que € um extremo local de f. Entao f'(a) = 0.

Prova:

Se a é um ponto interior a D, e é um maximo de f sobre o intervalo [a—§,a+6] C D,
entao: aplicando a proposi¢ao anterior ao intervalo [a — J, a] obtemos f'(a™) > 0, e
aplicando a mesma proposigao ao intervalo [a, a + 0] obtemos f'(a™) < 0. Logo, como
f ¢ diferenciavel em a, f'(a) = f'(a”) > 0 e f'(a) = f'(a) < 0, 0o que implica
f'(a) = 0. A prova ¢é andloga no caso em que a ¢ um minimo local de f. [
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Teorema 1 (Rolle) Seja f : [a,b] — R uma fungao diferencidvel tal que f(b) =
f(a). Entao existe ¢ €]a,b] tal que f'(c) = 0.

Prova:
Se a fungao f admite um extremo absoluto ¢ (méximo ou minimo) no intervalo aberto
la,b[, i.e., ¢ €]a, b[, entao pela proposi¢ao anterior f’(c) = 0.

Caso contrario, tanto o maximo como o minimo de f sdao assumidos num dos
extremos a ou b do intervalo [a, b]. Neste caso, porque f(a) = f(b), os valores minimo
e maximo de f coincidem, o que implica que f seja constante. logo, f'(c) = 0, para
todo ¢ €]a, b|.

Assim, em qualquer caso, existe ¢ €]a, b] tal que f'(¢) =0. O

Observe que, nas hipdteses do Teorema de Rolle, se a fun¢ao nao for constante,
entdao tem pelo menos um dos extremos absolutos (maximo ou minimo) num ponto
interior ao dominio [a, b].

Corolario 3 Sejam I C R um intervalo, e f : I — R uma fun¢ao tal que f'(x) # 0,
Va € I. Entao, qualquer que seja c € R, a equagdo f(x) = c¢ tem quando muito uma
raiz. Por outras palavras, f : I — R € injectiva.

Prova:

Suponha que existem duas raizes a,b € I, a < b, tais que f(a) = f(b) = ¢. Pelo
Teorema de Rolle, entre elas teria de existir um ponto ¢ €la, b[ tal que f'(¢) = 0. Mas
isto contradiz a hipétese: f'(x) # 0, Vo € I. Logo, por redugao ao absurdo, existe
no maximo uma raiz a € I tal que f(a) =c. O

Teorema 2 (Lagrange) Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao diferencidvel. Entdo existe

c €la, b tal que )
RERPLUEYCY
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Prova:

Seja L(x) = f(a) + m(z — a) a funcdo linear cujo grafico é a recta recta secante
ao grafico de f nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). O declive desta recta é m = W
Considere entdo a fungao ¢ : [a,b] — R, definida por g(z) = f(z) — L(z). Como os
graficos de f e L se cruzam nos pontos de abcissas a e b, tem-se g(a) = 0 = g(b).
A fungao g é diferenciavel porque f e L o sdo. Logo, pelo Teorema de Rolle, existe
¢ €la,b[ tal que 0 = ¢'(c) = f'(¢) — L'(c) = f'(c) — m, o que implica que

f’(c):m: f(bl)):g(&) ]

y=g(x)=f{x)-L(x)

S U S

B a e B

A recta secante que corta o grafico de f nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) tem declive
m = W A recta tangente ao grafico de f num ponto (¢, f(¢)), nas condigoes
do Teorema de Lagrange, é paralela a secante considerada. Assim, o Teorema de
Lagrange afirma que se considerarmos o grafico de uma funcao diferencidvel num
intervalo, é sempre possivel transladar uma secante a esse grafico numa recta tangente
ao mesmo grafico, que seja paralela a secante de partida.

Considere-se um movimento descrito pela fungao diferencidvel f, onde f(x) re-
presenta a posi¢ao no instante z. A variagao f(b) — f(a) é, nesta interpretacao, o
deslocamento no intervalo de tempo [a,b]. O Teorema de Lagrange afirma que a

velocidade média
~ f() = f(a)
VUmédia = )
b—a

num intervalo de tempo [a, b] é igual a velocidade instantanea

Vinst. = f/(C)

em algum instante intermédio ¢ €|a,b[. Mais geralmente, se y = f(z) representar
uma quantidade que varia com x, o Teorema de Lagrange diz que a taxa de variacao
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média A(f;a,b) = z)> f: @ hum intervalo de tempo [a, b] é igual & taxa de variacio

instantanea A(f;c) = f/'(¢) em algum ponto intermédio ¢ €a, b|.

Teorema 3 Seja I um intervalo de niimeros reais com extremos a, b € R. Por outras
palavras, |a,b[C I C [a,b]. Seja f: I — R uma funcao diferencidvel.

1. f'(z) >0, Vz €]a,b] < [ € crescente no intervalo I.

2. f'(x) >0, Yz €la,b] = f € estritamente crescente no intervalo I.
3. fl(x) <0, Vo €la,b] < [ € decrescente no intervalo 1.

4. f'(x) <0, Vz €la,b] = [ € estritamente decrescente no intervalo I.

1. Suponha que f'(¢) > 0, Vc €la,b|. Dados z,y € I tais que z < y, pelo Teorema

de Lagrange, existe ¢ €|z, y[ tal que f'(c) = %ﬁ(x) Logo, como y —x >0 e
f'(e) 20, f(y) = f(z) = f'(c) (y—x) = 0, 0 que implica f(y) > f(z). Portanto,
f € crescente no intervalo I. Para mostrar a implicacao reciproca, suponha
agora que [ seja crescente no intervalo /. Entao, dados ¢ < x em I, tem-se

f(e) < f(x), e portanto (i /) > (. Tomando o limite quando z — c*,

vemos que f'(¢) = f'(¢") = lim, .+ (x) f( > (0. Como c representa um ponto
arbitrario em |a, b[, provamos que f’(c ) Z 0, para todo ¢ €]a, b].

2. Suponha que f'(c¢) > 0, Vc €la,b[. Dados z,y € I tais que x < y, pelo Teorema
de Lagrange, existe ¢ €|z, y[ tal que f'(c) = Iy )7:6 Logo, como y —x > 0 e

f'(e) >0, fly)— f(x) = f'(c) (y—=x) > 0, 0 que implica f(y) > f(x). Portanto,

f ¢ estritamente crescente no intervalo 1.

3. Suponha que f'(c¢) < 0, Ve €]a,b[. Dados z,y € I tais que z < y, pelo Teorema

de Lagrange, existe ¢ €|z, y[ tal que f'(¢) = Lﬁ(@ Logo, como y —x > 0 e
7€) <0, fy)— f(2) = [(c) (y—=) <0, 0 que mplica f(y) < f(x). Portanto,
f ¢é decrescente no intervalo /. Para mostrar a implicacao reciproca, suponha
agora que f seja decrescente no intervalo I. Entao, dados ¢ < x em I, tem-se

f(e) > f(x), e portanto % < 0. Tomando o limite quando z — ¢™,

vemos que f'(¢) = f'(¢") = lim,_ .+ (x) f( ) < 0. Como ¢ representa um ponto
arbitrario em |a, b[, provamos que f’(c ) § 0, para todo ¢ €|a, b|.
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4. Suponha que f'(c) < 0, Ve €la,b[. Dados z,y € I tais que = < y, pelo Teorema
de Lagrange, existe ¢ €]z, y[ tal que f'(c) = %ﬁ(@ Logo, como y —z >0 e

f'(e) <0, fly)— f(z) = f'(c) (y—x) <0, 0 que implica f(y) < f(x). Portanto,
f é estritamente decrescente no intervalo I.

g

A proposigao anterior establece uma relacao entre a variagao do sinal da derivada
f" e a monotonia da fungao f. Por outro lado, conhecidos os zeros de f, a monotonia
de f determina a variacao do sinal da fungao f. Assim, a proposi¢ao anterior permite
relacionar: a variacao de sinal de f’ com a variacao de sinal de f, e em particular
a variacao de sinal de f” com a variacdo de sinal de f’, a variacao de sinal de f"”
com a variacao de sinal de f”, etc. Assim, combinando estas relacoes é possivel obter
informacao sobre a monotonia e o sinal de f a partir dos sinais de f” ou f".

Exemplo 2 Mostrar que

22
COSQZZl—? VreR.

Considere a fun¢ao f(z) = cosx — 1+ % Observe que f(0) =cos0—1=0. A
desigualdade acima equivale a mostrar que f(x) > f(0) = 0, Vx € R, ou seja, que
x =0 é um minimo absoluto de f.

2
V=CoS X y=cos x -I\tx*/2

AN

y=1-x°/2

Derivando uma vez, obtemos f'(zr) = —sinz + z. Também se tem f'(0) = 0.
Derivando novamente temos f”(x) = —cosz + 1. Como cosz < 1, Vo € R, resulta
que f"(z) > 0, Vo € R. Logo, f'(z) é uma fungao crescente em | — oo, +00[, 0 que
implica que f'(z) < 0= f'(0), para todo x €] —00,0[, e f'(x) > 0 = f’(0), para todo
x €]0,4+00[. Finalmente, daqui infere-se que f é decrecente no intervalo | — 0o, 0], e
crescente no intervalo [0, +00o[, o que por sua vez implica que x = 0 seja um minimo
absoluto de f. A tabela seguinte sintetiza o argumento anterior.
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T <0 |z=0|x2>0
sinal de f” >0 0 >0
monotonia de f' | cresce cresce
sinal de f’ <0 0 >0
monotonia de f | decresce | min. | cresce
sinal de f >0 0 >0

Nesta tabela, a informacao contida em cada linha é inferida a partir da informagao
na linha anterior. Nas concluses da terceira e quinta linhas é usado o Teorema [4]
Nas quarta e sexta linhas sao usados os factos f'(0) = 0 e f(0) = 0, respectivamente.

8.7 Derivadas e diferenciabilidade de ordem superior

Seja f : D — R uma fungao. Se f é diferenciavel, a sua derivada f’ é uma nova funcao
com o mesmo dominio, f' : D — R. A operacao de derivacao f +— f’ transforma
cada funcao diferencidvel f na funcao derivada f’. Uma funcao f diz-se duas vezes
diferencidvel sse f é diferencidvel e a sua derivada f’ também é diferencidvel. Neste
caso, define-se a segunda derivada, ou derivada de segunda ordem, por f” = (f’)’.
Uma fungao f diz-se trés vezes diferenciavel sse f, f' e f” forem diferencidveis.
A terceira derivada, ou derivada de terceira ordem, é a fungao f” = (f”)’. Contin-
uando, podemos definir o que é uma funcgao ser quatro vezes diferencidvel, cinco vezes
diferencidvel, etc. A notacado para as respectivas derivadas de ordem quatro, f"””, e
cinco, f™" torna-se no entanto pouco cémoda. Por esta razao é habitual designar-
se por f a derivada de ordem n de uma funcio f. Costuma convencionar-se que
fO = f. E claro que fO = f/, f@ = " O = " otc. Uma funcio f diz-se n
vezes diferencidvel sse f, fM, f@ ... =1 forem diferencidveis. As derivadas de
ordem superior de uma funcao podem entao ser definidas recursivamente por:

{f<0> = f

f = (f0=D)  se f for n vezes diferencidvel.

Considere uma funcao definida através de uma relagao, y = f(z), establecida
entre duas variaveis z e y. Usando a notacao de Leibnitz, a primeira derivada desta
funcao é representada por

dy dlf@)] d
dx dx dx
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Recorde que o simbolo % representa a operacao de derivacao em ordem a variavel

z. A derivada de ordem n da funcdo f é obtida aplicando n vezes o operador -+ &

dx
funcao y = f(x).
d d d
M () = — — ...~
FO @) = 22 2 ()]
nvezes
O operador que resulta de compor % n vezes seguidas é sugestivamente represen-

tado por (%)" = J‘;—nn. Assim, seguindo Leibnitz, a derivada f™(z) de ordem n da
fungao y = f(x) é também designada por qualquer das notagoes

dy d"[f(z)] d"
dz»  dz™  dam )] -

8.8 Concavidades e sinal da segunda derivada.

Seja f : D — R uma funcao diferenciavel, e I C D um intervalo. Diz-se que f
tem a concavidade virada para cima, respectivamente para baixo, sse o segmento
de grafico G = {(z,y) € R®>: z €1 e y = f(x)}, sobre o intervalo I, estiver
acima, respectivamente abaixo, de qualquer recta tangente ao segmento de grafico G.
Quer isto dizer que o grafico de f pode tocar qualquer recta tangente em um ou mais
pontos, mas sem a atravessar completamente.

Diz-se que a concavidade é estrita, ou que esta estritamente virada para cima,
respectivamente para baixo, sse além de f ter a concavidade virada para cima,
respectivamente para baixo, o grafico de f tocar cada recta tangente exclusivamente
no ponto de tangeéncia.

Nos dois exemplos acima a concavidade esta estritamente virada, respectivamente,
para cima na funcao da esquerda, e para baixo na funcao da direita. Na funcao
seguinte, a concavidade esta virada para cima, mas nao estritamente. Note que exis-
tem rectas tangentes cujo contacto com grafico se extende ao longo de um intervalo.
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Teorema 4 Seja I um intervalo de niimeros reais com extremos a, b € R. Por outras
palavras, Ja,b[C I C [a,b]. Seja f: I — R uma fungao duas vezes diferencidvel.

1. f"(x) >0, Vz €la,b] < [ tem a concavidade para cima no intervalo I.

2. f"(x) >0, Vx €la,b] = [ tem a concavidade estritamente para cima no
intervalo 1.

3. f"(x) <0, Vx €la,b] < [ tem a concavidade para baixo no intervalo I.

4. f'(x) <0, Vo €la,b] = [ tem a concavidade estritamente para baizo no
intervalo 1.

Prova:
Todas as alineas se demonstram do mesmo modo. A titulo de exemplo vamos justificar
a segunda delas.

Dado ¢ € I, a fungao linear y = L(z) = f(c) + f'(c) (z — ¢) representa a recta
tangente ao grafico de f no ponto (¢, f(c)). Considere agora a funcao g : [ — R,

g(x) = f(x) — L(x) -

Tem-se g(c) = f(c) — f(c) =0, g'(c) = f'(c) = L'(c) = f'(c) — f'(c) =0 e, por
hipdtese, ¢"(z) = f"(x) — L"(x) = f"(x) > 0 para todo z €]a,b[. Note que, sendo
L(z) uma funcado linear, se tem L”(z) = 0. Logo, a funcao ¢'(x) é estritamente
crescente no intervalo I, e portanto x < ¢ = g(x) < g(¢) = 0, enquanto x > ¢
= g(x) > g(c) = 0. Assim, g(z) é estritamente decrescente se x < ¢, e estritamente
crescente se © > ¢. Logo, g(x) > g(c) = 0, para todo x # ¢ em I. Este argumento
vem sintetizado na tabela seguinte, onde cada linha é inferida a partir da informacao
da linha anterior.
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x x<c T =c T >c
sinal de ¢” >0 >0 >0

monotonia de ¢’ | cresce estrit. cresce estrit.
sinal de ¢ <0 =0 >0

monotonia de g | decresce estrit. | min. | cresce estrit.
sinal de ¢ >0 =0 >0

116

Logo, como g(z) = f(x) — L(z) > 0 para todo = € I — {c}, o grafico y = f(z) fica
acima da recta tangente y = L(x), e a sua intersecgao com esta reduz-se ao préprio
ponto de tangéncia (¢, f(c)).

O
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9 Aplicacoes do Calculo Diferencial.

9.1 A Regra de Cauchy

Teorema 1 (Regra de Cauchy) Sejam f,g : I — R — {0} duas funcdes difer-
encidveis num intervalo aberto I, e a € R um ponto aderente a I. Se lim,_, f(x) =
lim, ., g(z) =0 ou lim,, f(z) = lim,_, g(x) = £oo, entao
!/
f) _, fa)

lim —% =
r—a g(x) z—a g/(x)

Y

significando esta igualdade que sempre que o sequndo limite existe, entdo o primeiro
também existe e € igual ao sequndo.

Quando aplicando a regra de Cauchy, se escreve

limM:hm@:-~:b,

a—a g(x)  a—a g'(z)
a validade da proépria aplicacao da regra fica dependente da determinagao, ou justi-
ficacao da existéncia, do limite a direita, normalmente feita a posteriori. Escrevemos

) 3y, ) g 1) 1 1y, 1)

lim ——= resp.
v—a g(z)  o=ag'(x) v—a g(z) a g ()

1318

)

para significar que

lim f(z) = lim g(x) = o0 resp. que lim f(z) = limg(z) =0 .

r—a r—a Tr—a r—a

Exemplo 1

1/z 1 1
x—l>r-i{loo 0 :r:—lgloo 5 a4 a:—1>r-{loo 5ab +00

log x

Na célculo de um limite, a regra de Cauchy pode ser aplicada repetidamente.
Neste caso a validacao de cada aplicacao da regra é feita retroactivamente, do fim
para o principio. A existéncia de cada limite justifica a aplicagao anterior da regra,
e, portanto, a existéncia do limite anterior.
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Exemplo 2
. e % . e % ) e
lim — = lim = lim —
z—too 3 z—+o0 342 z—+oo 6
= | e’  +oo +
2 lim —=—=+4x
z—+oo 6 6
Exemplo 3 Aplicando a regra de Cauchy obtemos
.ot . 3a? _ 6
lim — = lim = lim -
z—0 sin z—0 cosr  2—0 —sinx
6 6
= lim =—=-—0.
t—0 —cosx  —1
Por outro lado,
23
lim = lim 2* lim =0-1=0,

z—0sin z—0 z—0 SIn T

tendo em conta o limite notdvel lim,_o *>* = 1. Onde estd o erro?

9.2 Tangéncias de ordem superior.

Considere a fungao h(zr) = cosz — 1 + %2 — g—z x € R. Aplicando repetidamente a

regra de Cauchy obtemos

lim h(x) 3 lim—sinx+x—x3/6
x—0 1‘4 x—0 4.T3
0 —cosz+1-—2%/2
= lim
a—0 12 22
8 I sinx —x
= lim
z—0 24x
s cosx — 1 0
= lim = — =0 s

e portanto
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ou seja, h(x) é desprezdvel relativamente & poténcia z?, se z =~ 0. Note que, neste

exemplo, a indeterminacao g persiste porque h(0) = 0, '(0) = 0, A”(0) = 0, K3 (0) =
0 e h(0) = 0. Para se ter uma ideia do grafico de h(x) numa vizinhanca da origem,
apresentam-se na figura seguinte os graficos das primeiras poténcias y = z", com
n=1,2,...,9, no intervalo [—1,1].

Observe que para n > 2 todos estes graficos sao tangentes na origem ao eixo das
abcissas. Observe também que, quanto maior for o expoente n maior é o 'achata-
mento’ do grafico ao longo do eixo dos zz. O exemplo acima é um caso particular da
proposigao seguinte.

Proposicao 1 Seja h: D — R uma fung¢do n vezes diferenciavel, e a € D um ponto

tal que
h(a) = K (a) =h"(a) =---h"(a) = 0.

Entao hx)
x
lim ———— =0 . €. h(x) = —a)" .
lim PO =0 ie, h@)=ol@—a)] (=0
O grafico y = (x — a)™ é obtido a partir do grifico y = z™ por meio de uma

translacao que leva a origem no ponto a. Assim, a tese desta proposicao afirma que,
quando z estd proximo de a, a quantidade h(x) é desprezavel relativamente a (x—a)™.
Em particular, se n > 2, y = h(z) é tangente ao eixo das abcissas no ponto =z = a.
Prova:
O anulamento assumido das derivadas de h no ponto a,

h(a) = h'(a) =h"(a) =---=h™(a) =0,
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e as derivadas da poténcia y = (x — a)", calculadas a seguir, garantem n aplica¢oes
sucessivas da regra de Cauchy

0 /
lim hz) < lim i'(z)
z—a ($ — CL)” z—an (gj —q)1
0 "
< lim W(z)
e—an(n—1)(x—a)"?
3
0 (n=1)
< lim h (z)
z—an(n—1)---2(x—a)
0 (n)
< lim P (z) = 2 =0,
z—a nl n!

necessarias a determinacao deste limite. [J

Proposicao 2 Para k=0,1,2,...,

dF | —
w[(x_a)n]zja:{n. se k=mn

0 se k#n
Prova:
As primeiras trés derivadas de (x —a)™ sao:
d n n—

4 l=ay) = n@-a

d? 9

Fla=ar] = -1 @-ay

d? 3

ml@—a)'] = nh-1)h-2)(-a"

Extrapolando, vemos que

dk

Tl —a) ] =nm=1) - (n—(k-1)(@—a)".

Esta férmula justifica-se facilmente por indugao. Observe que L. [(z —a)"] ¢ a
funcao constante igual a n!, e, portanto, para k > n, a derivada jx—kk [(z—a)"]
¢é constante igual a 0. Substituindo = por a na férmula acima, obtemos os valores

enunciados. U
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Sejam f,g : D — R duas funcoes n vezes diferenciaveis. Diz-se que f e g tém
uma tangencia de ordem n, num ponto a € D, sse

o 1) — g(@)

A =0 ,ie, f(x)—gx)=o0[(zx—a)"] (x—a).

Exemplo 1 O exemplo introduzido no inicio desta sec¢ao mostra que as fungoes
2 4 ~ A . .
f(x) =cosx e p(xr)=1-% 45 tém uma tangéncia de ordem 4 na origem.

Exemplo 2 Seja f : D — R uma fungao diferencidvel, e L(z) = f(a)+ f'(a) (x—a)
a fungao linear cujo grifico € tangente ao grdfico de f no ponto (a, f(a)). Entao f(x)
e L(x) tém uma tangéncia de ordem 1 no ponto a. Veja a proposi¢ao|d da sec¢ao @

Da proposicao (1] resulta imediatamente que:

Corolario 1 Dadas fungoes f,g: D — R, n vezes diferencidveis, e um pontoa € D,

se f(a) = gla), f'(a) =g'(a), f'(a) =g"(a), .... f"(a) = g™ (a) entio f eg

téem uma tangéncia de ordem n no ponto a.

9.3 Desenvolvimentos de Taylor.

Dados numeros reais a, cy, ci, ..., ¢,, considere-se o problema de encontrar uma
fungao polinomial p(z), com derivadas especificadas no ponto a até a ordem n.
Mais precisamente, uma funcdo polinomial p(z) tal que p¥(a) = ¢;, para todo
1 =0,1,2,...,n. Efectuando a busca no espago de polinémios de grau < n, este
problema tem uma uma tnica solugao. Trata-se da fungao polinomial

n
C

p(x):co+cl(x—a)+2—2!(x—a)2+---+%(x—a)”:Z,—(x—a)i.

Com efeito, a derivada de ordem k, no ponto a, deste polinémio é igual a soma das
. k . ; . .~
derivadas ddx_k [j—, (x — a)z}x:a, comt¢=0,1,2,...,n. Tendo em conta a proposi¢ao ,

todas estas derivadas sao nulas, excepto a que corresponde ao indice ¢ igual a ordem
de derivacao, i = k. Assim,

d* d* rc cr dF c
k k k k k
(@) = —lp(@), o = 7| — % fw—a)f],_, = L=

k
ma—af] =T T T
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Esta relacao é valida para todo 0 < k£ < n. Observe que, a derivada de ordem zero,
p®(a), éovalor de p(z) mno ponto z =a, p(a) = p(a) = co.

Proposicao 3 Sejam a € D, e f: D — R uma fungdo n vezes diferencidvel. Entao
existe uma unica fungdao polinomial de grau < n  p(z), tal que f(z) e p(x) tém uma
tangéncia de ordem n no ponto a. Fssa funcdo € definida pelo polinomio

"(a f(n) a .
h A

que se diz o polindmio de Taylor de ordem n de f(x) no ponto a.

p(z) = f(a) + f'(a) (x —a) + (x—a)?+- -+

Prova:
Pelas observagoes precedentes, a funcao f(z) e o polinémio de Taylor p(z), descrito
em , tém as mesmas derivadas no ponto a até a ordem n:

f92%0) =pPa) Vi=0,1,2,--- ,n.

Logo, pelo corolério [l f(z) e p(x) tém uma tangéncia de ordem n no ponto a. O

Vamos designar por P,(f,a;x) o polinémio de Taylor de ordem n. O polinémio
de Taylor é, entre todos os polinémios de grau < n, aquele que melhor aproxima a
funcdo em qualquer vizinhanca do ponto a. E também chamado de aproximagao de
ordem n de f(z) no ponto a. Chama-se resto de Taylor de ordem n a diferenga

Ru(f,a;2) = f(z) — Pu(f,a;) .

O resto de Taylor de ordem n mede o erro que se comete ao aproximar f(x) pelo seu
polinémio de Taylor de ordem n. Observe que, pelo facto de f(z) e P,(f,a;z) terem
uma tangencia de ordem n, resulta que

Ro(f,a;2) =o[(z—a)"] (z—a).
Assim, é habitual chamar-se desenvolvimento de Taylor de ordem n, da funcao f no
ponto a, a seguinte representagao de f(x):

o
1) = f@) + @) @)+ D o[-0 ) @ a).

J/

~ sto de ord
aproximacao de Taylor de ordem n resto de ordem n
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Exemplo 1 Chamam-se aproximacoes linear, respectivamente quadrdtica e cubica,
de f(x) no ponto a, as aproximagoes de 1%, 2* e 3* ordens definidas pelos polindmios

de Taylor de graus 1, 2 e 3, de f(z) no ponto a.

~
~

~
~

~
~

fla) + f'(a) (z — a)

fla)+ f'(a) (z — a) + £
Fla)+ £/(a) (x — ) + 200 (2 — a)2 +

f 2(!a) (a:

— a)Q

1" (a)

= (—a)

3!

3

Q

Q

Q

A figura seguinte mostra as aproximagoes linear, quadratica e cubica de uma
mesma fun¢ao num ponto a.

a

Pode visualizar estas aproximacoes, em diferentes pontos e funcoes, no applet
seguinte, extraido do curso [1].

/3 Constant, Linear, Quadratic and Cubic Approximations - Microsoft Internek| —|of x|
Show Graph B
Constant. linear. quadratic, and cubic approximations
p=fi)= | sinfsinf2%) _-j
ilin = i = bi
JMin= i e = bi
efivemert= [ 100 [ Auomaticy range
Plat functions
I™ Show constant appiosination
[X Show linear approsimation
[~ Show quadratic approximation
I Show cuble approination
=
5 {1 b
i ) = s} sinf24) |
dd | ;lJ
Applet 13: |Aproximacoes
4

Exemplo 2 O desenvolvimento de Taylor de ordem n da func¢ao exponencial, €, na

origem, €

2

. x x
e =1+x+—+---+n—

2!

+o[z"]

(x —0).


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/Aproxim.html
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Como (e¥) = €%, todas as derivadas da fungao e* coincidem consigo mesmo. Logo,
avaliadas em z = 0, todas as derivadas sao iguais a 1.

Exemplo 3 O desenvolvimento de Taylor de ordem 7 da fung¢ao sinx, na origem, €

, L .
smx:x—g—kg—ﬁ—l—o[x] (x —0).

Este desenvolvimento resulta do calculo das derivadas de sin « na origem, tabeladas
a seguir.

f() | f7(0)

0
CoST 1
0

—1

Q
o
!
8
—_

N oo | w || o3
|
Q
o)
n
8

—Ccoszx -1

Exemplo 4 O desenvolvimento de Taylor de ordem 7 da fun¢ao cosx, no ponto

r=Z% ¢

97
— (p_ T _ Y T
cose = —(2 = 3)+ I TR [("”" 5) ] (r=3)

Basta ter emconta as derivadas de cosx, no ponto 7, listadas a seguir.

n | fM) [ f™(5)
0| cosx 0

1| —sinx —1

2| —cosz 0

3| sinx 1

4| cosx 0

5| —sinx -1

6| —cosx 0

7| sinx 1
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9.4 Aplicagoes ao calculo de limites.

22

Exemplo 1 Calcular liH(l) 6—1, usando desenvolvimentos de Taylor.
z—0 COS T —

Tem-se
e"=14+zx+o0(z) (x—0).

Substituindo x por 22, obtem-se
e =1+22+o0(z?) (z—0).

Por outro lado, como cos0 =1, cos’0 = —sin0 =0 e cos” 0= —cos0 = —1,

22
cosz=1—"+o(z*) (v—0).

2
Logo,
e . 1422 +o(z*) -1
lim ——— = lim =
z—0cosx — 1 =01 — & +o(x?) -1
" z? + o(2?)
= 1 12
z—0 -5 + O(I2)
2
— lim— = -2,
z—0 —ZZ
2

Proposicao 4 Sejam f,g: D — R funcoes n vezes diferencidveis tais que para todo
i=0,1,....n—1, fO>a)=¢g"a) =0, e f™(a)#0 ou g¢g™(a)+#0. Entio

L f@) [
o gw) ~ g(a)

Se fM(a) =0 e ¢g™(a) #0, o limite é nulo. Se f™(a) #0 e ¢g™(a)=0, o
limite € infinito. Nos restantes casos, o limite € finito e nao nulo.

Prova:
Tendo em conta que todas as derivadas, até a ordem n — 1, sao nulas,

1@ (0 o (n)
Pn(f7a;$)={ ! (g 2 Zg Mzgig
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Logo, quando = — a,

f(z) ~ f(t;(a) (x—a)" se f™(a)#0, ouentio f(z)=o[(x—a)"] .
Analogamente, quando =z — a,
g(z) ~ g(TZ'(a) (x—a)" se ¢g™(a)#0, ouentio g(z)=ol(x—a)"] .
Supondo que f™(a) =0 e ¢™(a) #0,
S oleay] ol —ay)
ﬂlﬁlg‘llm = 9@ (4 _ g)n ~ g™(a) i (z —a) -
Se f(V(a) #0 e ¢™(a) =0,
O e G L A1 () S
glclir(lz M - alclirclz ol(x—a)] ﬂlﬁlirclz 0[((;11_—(1(1)):] =0

Finalmente, se Se f(™(a) #0 e ¢™(a) # 0,
f@) o @ —ar 0

lim —+% =1 = .
o g(z) v g™ (a) (z — a) g™ (a)

n!

9.5 Caracterizacao Local de Maximos e Minimos.

Considere as aproximagoes linear e quadratica de uma fungao f(x) num ponto a do
seu dominio:

Lo(z) = f(a) + f'(a) (x —a), e
(@)
Qule) = f(a) + @) (z — a) + T2 (o a2
O grafico y = L,(z) é arecta tangente ao grafico de f no ponto a. Supondo f”(a) # 0,
o gréafico y = Q.(x) é uma pardbola com uma tangéncia de ordem 2 ao grafico de
f no ponto a. A concavidade da pardbola y = Q,(x) é determinada pelo sinal de
f"(a). Observe que a pardbola y = @Q,(z) fica acima, ou abaixo, da recta tangente,
consoante o sinal de f”(a) seja postivo ou negativo. Por outras palavras,

f"(a) >0, resp. f"(a) <0, = Vz#a, Qur)> La(z), resp. Qu(x) < Lq(z) .
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Proposicao 5 Seja f: D — R uma funcao duas vezes diferencidvel.

1. f"(a) >0 = f tem a concavidade estritamente para cima numa vizinhanga
do ponto a.

2. f"(a) <0 = f tem a concavidade estritamente para baizo numa vizinhanga

do ponto a.
Prova:
Suponhamos, por exemplo, que f”(a) > 0. Quando = — a, tem-se
2 f"(a) 2 2
) = @uta) ol 0] = 1) + LD (0 — o 0]

e portanto, para todo x # a numa vizinhanca de a,

£&) ~ Lole) = 5D (2~ a)? 0 [(x — )] > 0.

uma vez que a segunda parcela, o|[(z — a)?], é desprezével relativamente & primeira,
que é positiva. Logo, numa vizinhanga de a, o grafico y = f(x) fica estritamente
acima da recta tangente y = L,(x), tocando-a exclusivamente no ponto de tangéncia

(a, f(a)). O

Proposicao 6 Seja f: D — R uma funcao duas vezes diferencidvel.
1. f'(a)=0 e f"(a)>0 = f tem um minimo local no ponto a.

2. f'la)=0 e f"(a) <0 = f tem um mdzimo local no ponto a.

Prova:
Suponha que f'(a) =0e f’(a) > 0. Quando x — a, tem-se

£(2) = Qule) + o [ — )] = f(@) + T3 2~ a)? 0 [(e — )]
e portanto, para todo x # a numa vizinhanca de a,

')

f@) = fla) =15

(x—a)*+o[(x—a)’] >0,
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uma vez que o resto, o[(z —a)?], é desprezdvel relativamente ao termo quadrético,

@ (x — a)?, que é positivo. Logo, para todo & # a numa vizinhanga de a, tem-se

f(z) > f(a).
Analogamente, se f'(a) =0e f"(a) <0,

1)~ 10y = 2 @ 4o [0 — ) <0,

porque o termo quadratico é negativo, e o resto ¢, relativamente, desprezavel. Logo,
neste caso, tem-se f(z) < f(a), para todo x # a numa vizinhanga de a. O

Proposicao 7 Seja f : D — R uma fun¢ao n vezes diferencidvel tal que f'(a) =

f'(a)=...= f""V(a) =0, mas f"(a)#0,
1. n € impar = a nao é maximo nem minimo local de f
2.népar e f™M(a)>0 = a éum minimo local de f

8. népar e fM(a)<0 = a éum mdrimo local de f

Prova:
Como a funcao f tem derivadas nulas no ponto a, de todas as ordens entre 1 e n — 1,
o desenvolvimento de Taylor de f(z) no ponto a é

f"(a)

n!

f(x) = fla) + (z—a)" +ol(x—a)" .

A prova dos items 2. e 3. é a mesma da proposicao anterior. Observe que

(g
/ (>(x—a)".

n!

f(x) = fla) = (x—a)" +o(x—a)'~

Se n é impar, a poténcia (x —a)™ nuda de sinal quando z atravessa o ponto a. Logo,
neste caso, a nao pode ser um maximo nem um minimo de f. [
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9.6 Roteiro para Tracar de Graficos.

Seja f : D — R uma funcao. Diz-se que f tem uma assintota vertical de equagao
x =a sse a for uma singularidade de f tal que lim,_, f(z) = £oo.

Diz-se que f tem uma assintota obliqua de equacao y = m x+b, quando x — Fo0,
sse oo é aderente ao dominio D e lim, 1 f(z) — (mx+b) = 0. No caso em que
m = 0, a recta horizonatl y = b diz-se uma assintota horizontal de f.

Proposicao 8 Seja f : D — R uma funcdo tal que oo € aderente a D. A recta
y =max+b é uma assintota obliqua de f, quando x — +oo, sse existirem os limites:

m = lim (@) b= lim f(z)—mux.

r—too r—+o00

Prova:
Suponhamos que a recta y = m x+b é uma assintota ao grafico de f, quando x — +o0,
ie, lim, 1o f(z) — (mx+b) = 0. Entao,

lim f(x) —maz= lim b+ [f(x) —(mx+0b)]=0+0=0> e

r—+o0 r—+o00
— b b 0 b
lim @: lim fl) = (mz+ )+ lim met =—4+m+—=m
z—+oco I z—+oo €T r—=+00 xT o0 o0

Reciprocamente, existindo os dois limites acima, o segundo desses limites implica
que lim, 4o f(z) — (mxz +b) = 0. Logo, a recta y = mx + b é uma assintota de f,
quando x — +oo. [

Descrevemos agora um roteiro para tragar o grafico de uma fungao f(x).
1. Determinar o dominio de f(z).

2. Determinar as intersecgdes do gréafico y = f(x) com os eixos das abecissas e das
ordenadas, i.e., as raizes da equacao f(z) =0 e o valor y = f(0).

3. Procurar simetrias de f(x), e.g. se a fungao é par ou impar. Verificar se f(z)
¢ periddica, i.e. se f(z + p) = f(x) para todo o x € Dy no dominio de f. O
ntimero p diz-se o periodo de f(x).

4. Determinar as assintotas (verticais, horizontais e obliquas) ao grafico y = f(z).
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5. Tabelar os zeros, e a variagao de sinal, de f'(z) e f”(x), e determinar os inter-
valos de monotonia, os maximos e minimos locais de f(x), as concavidades, e
os pontos de inflexao de f(x).

6. Esbocar o grifico y = f(x).

Exemplo 1 Estudo do grdfico de f(x) = —2% — % + %4 + 1.
1. Como f(z) é um polinémio, o seu dominio é Dy = R.

2. A funcdo f(z) ndo é par, nem impar, porque é uma soma de poténcias pares e
impares. Tao pouco é uma funcao periédica.

3. O grafico de f intersecta o eixo dos yy no ponto de ordenada y = f(0) = 1.
Como f(x) é um polinémio do quarto grau, nao iremos calcular os seus zeros.

4. A funcao f nao tem assintotas verticais porque Dy = R. Nao tem assintotas ho-

rizontais porque lim, ... f(2) = lim, 4o ‘%4 = +00. Finalmi:nte, a funcao f
f(=z) T

nao tem assintotas obliquas porque lim, 1o =7 = limy 100 =+ = limg 400

8

s |u>‘

+00. Observe que f(z) ~ % (x — £00).
5. Derivando, temos f'(x) = -2z —a2? +2* =z (-2—z—2?) =z (z+ 1) (z — 2).
Observe-se que —2—z —22 =0 <& o= 18 o
ou x = 2. Derivando outra vez obtemos f”(z) = —2 — 2x + 322 Os zeros

) - . _2VAF2A 17
da segunda derivada sdo: f’(x) = 0 << 1z = 5 = 5. Logo

i) = (x = 570) ( + 2.

x — 1| -2 0 [+ ] 2
x+1 o [+ + [+ + [+ + [+ + [+
r—2 - - = = =1 = |- = |—=1 0 ]+
f'(z) - 0 |+ + |+ 0 - = | =1 0 |+
monot. f(x) |\, |min. | /| | /| max. [ \,| \, |\, |min. | ~
() T+ [+ 0 | = = =70 [+ ¥ [+
concav. f(z) |U | U | U |infl. [N | Nn |Nn|infl Ul U | U
Os minimos locais de f(z) sdo v = —1 e x = 2. O ponto z = 0 é um maximo

local. Como lim, .+, f(x) = +o0, pelo corolario 4| do Teorema de Weierstrass,
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Exemplo 2 FEstudo do grdfico de f(z) = %

na secgao 5 f(z) admite um minimo absoluto. Calculando os valores f(—1) =
_1+%+21;+1:1_72 e f(2):—4—§+4+1:—§, vemos que x = 2 é o
minimo absoluto de f.

. Com base na informacao da tabela acima, é agora facil esbocar o grafico de f.

3
241"

1. Como z? +1 > 0, para todo = € R, o dominio de f(z) é D; =R.

2. A fungao f(z) é impar. E o produto da funcao fmpar 23, pela funcao par
1/(z* +1).
S

(—2)2+1 22+1

f(—z) = —f(z).
. O gréfico de f intersecta o eixo dos yy no ponto de ordenada y = f(0) = 0. De
resto, este é o unico zero de f(x).

. A funcao f nao tem assintotas verticais porque D; = R. Nao tem assintotas
horizontais porque lim, .4 f(z) = limxﬂiooi—z = lim, 400 x = *o00. Fi-
nalmente, y = x ¢é uma assintota obliqua, quando x — +oo, e também

quando z — —oo. Basta ver que lim,_ 4. @

$3—l‘3—$

. L L .
lim, 4+ f(z) —x =lim, 4 s = iMoo — 7 = 0.

: x
= hmw_&mm =1 e
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322 (2241)—22* 244342 _ 22 (2243)
GAE T @HP T @R

5. Derivando tem-se f'(x) = E, derivando

outra vez,

Az3+6x) (22 +1)> -4z (22 +1) (2 + 32?)
(22 + 1)*
(423 +6x) (22 +1) — 4z (2" + 32?)
(22 +1)°
6 —22° 2z(3-27)
(22 +1)3 (22 +1)3

f'(z) =

A primeira derivada é sempre > 0, anulando-se apenas em z = 0. Os zeros da
segunda derivada sio: f’(r) =0 < 2=0 ou z =43

x — [ =V3| -] 0 | +|V3]|+

(@) Y+ [+ 0 |+ + |+
monot. f(x) | S\ |\ /| || |/
3—a? -1 0 |+ + | +] 0 |~

1" (z) + 1 0 - 0 | +] 0 |~
concav. f(z) | U | infl. | N [infl. | U |[infl. | N

6. Baseados na tabela acima, podemos agora esbocar o grafico de f.

ya



Calculo para Informatica 133

9.7 O Método de Newton.

Seja f : D — R uma fungao diferenciavel, e consideremos a equagao
flz)=0 (x e D).

Um nimero z, € D tal que f(z,) = 0 diz-se uma raiz exacta desta equagao. Chama-
se raiz aproximada a qualquer nimero xy € D que esteja proximo de uma raiz exacta
x, da equagao. A distancia |zo — x,| diz-se o erro de aproximagao da raiz. O método
de Newton serve para encontrar raizes aproximadas da equacao f(x) = 0, com
um erro arbitrariamente pequeno. Trata-se de um método iterativo determinando
recursivamente uma sucessao de raizes aproximadas (z,) que, em condigoes bastante
gerais, converge rapidamente para uma raiz exacta da equagao f(z) = 0.

Seja entdo z, € Dy uma raiz exacta da equacao f(z) =0, e zp = z, uma raiz
aproximada. Intersectando a recta tangente ao grafico de f, no ponto (zo, f(xo)),
com o eixo das abcissas, obtemos uma nova raiz aproximada x;. Em geral, x; é uma
melhor aproximacgao da mesma raiz exacta x,. Isto é verdade desde que a funcao
f(z) seja bem aproximada pela recta tangente considerada.

Do mesmo modo, intersectando o eixo das abcissas com a recta tangente ao grafico
de f, agora no ponto (z1, f(z1)), obtem-se uma ainda melhor aproximacao z, da
raiz exacta. Prosseguindo, constroi-se uma sucessao de raizes aproximadas (z,),
recursivamente determinada a partir do palpite inicial zy. A aproximacgao x,.1 ¢ a
abcissa da interseccao entre o eixo das abcissas e a recta tangente ao grafico de f
no ponto (x,, f(x,)). Analiticamente, como esta recta tangente tem equacdo y =
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flxn) + f(xn) (x — x,) , @ aproximagao z,y; obtem-se resolvendo a equagao
f@n) + fl(2n) (r—2,) =0 & f(z,) (- 2,) = —f(20)
= T — T, = — f(:En)
" f'(xn)
()
T )
Logo,
f(zn)

STTP
n

= Nf(xn) )

134

()

onde Ny(z) =z — ]{[/((?). A convergéncia das aproximagoes (z,) para uma raiz exacta

x, ocorre sempre, desde que f'(z.) # 0, e o erro da aproximagao inicial zy seja
suficientemente pequeno. Em geral, os erros |z, — .| convergem muito rapidamente
para zero. A convergéncia, habitualmente referida como quadratica, é caracterizada
por cada erro |z,+1 — x| ter uma ordem de grandeza comparavel com o quadrado do
erro anterior |x, — z.|>. No resto desta secgao tentaremos explicar esta convergéncia
quadratica. Comecemos por calcular numa equagao, com raizes conhecidas, os erros
das raizes aproximadas fornecidas pelo método de Newton.

Exemplo 1 Considere a equacio x> —4 =0, que tem raizes exactas x = +2. Neste

caso tem-se

(r —2)° |z — 2
Ni(z) =2+ i1 — 2| = 2l
iterado n | aprox. x, | erro |z, — 2|
0 4 2
1 2.5 .
2 2.05 .05
3 2.0006 0.006
4 2.00000009 | 0.00000009
Temos
22 —4 (x —2)(x+2)
N = — =2 —2—
() x 7 +x 5y
T+ 2
= 2+4+(x-2) (1-
+o-2) (1-522)
r—2 (x —2)?
= 2 -2 =2+ —.
(@ ) 2z + 2z
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(zn—2)?
2xn

Logo, zp41 =2+ , e portanto

|0 — 2‘2

(Tn — 2)2
2z,

|Tni1 — 2| =

2 ||

Se suposermos que erro inicial (para a raiz exacta 2) é menor ou igual a um, ou
seja, que 1 < zy < 3,

1<2,<3 = |z,—-2|<1

lz, — 27 1

L

2 -2
1 1

= 1<2—§§xn+1§2+§<3

= 1§$n+1§3

= |xn+1 - 2| S

Segue por inducao que 1 < z, < 3, para todo n > 0. Logo, se 1 < zy < 3, tem-se
para todon > 0, z,, > 1, o que implica ﬁ <1 eportanto |z, — 2| < |z, — 21* /2.
Isto mostra que a convergéncia é quadratica.

Em geral temos

Proposicao 9 Sejam f : D — R wuma funcao duas vezes diferencidvel, e x, € D
uma raiz da equagao f(x) =0 tal que f'(z.) # 0. Entao

Nie) = (N =0, ¢ (N = T
Em particular, a fungao N¢(x) admite o desenvolvimento de Taylor em x = x,
Ny(x) =z, + % ];/Il((j:)) (z—z)+o[(z—x.)] , (x — z) .
Prova:
A fungao Ny(z), e as suas derivadas sao:
S
e = 1 T S _ i
(N))'(z) = (f'(2) f"(x) + f2) [ (@) f'(@)° =2 f(z) [" () ['(2)

fr(x)t
f'@)? f7(@) + [/ () f ) () = 2 f(2) £ ()
f'(x)?
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Substituindo x por z,, como f(z.) = 0, limpando os termos nulos e simplificando
obtemos os valores descritos no enunciado da proposi¢ao. [

Usando o desenvolvimento anterior vemos que as aproximagoes do método de
Newton satisfazem

Tpt1 Zl’*—i‘% J;/((;‘:)) (xn—x*)2+0[(xn—$*)2] , (n — o) .
Assim,
1 " N
fowss =l = 5 [T o= o [fon =] o (n= o),

relagao que permite perceber a convergéncia quadratica das aproximagoes.

Teorema 2 Sejam f: D — R uma func¢ao duas vezes diferenciavel, e x, € D uma
raiz da equagao f(x) = 0 tal que f'(z.) # 0. Entao, para toda a raiz aprorimada
inicial xg, suficientemente préozima de x., a sucessao (x,) definida recursivamente
por @ converge para T.. Além disso existe uma constante C' > 0 (dependendo
apenas da primeira e sequnda derivadas de f) tal que

|2

|Tp1 — x| < Clxy, — para todo n > 1.

Pode visualizar as primeiras aproximacoes deste método, no applet seguinte, ex-
traido do curso [1].

Referéncias

[1] D.J. Kleitman. 18.013a calculus with applications. MIT’s OpenCourseWare, Fall
2001. |url: http://ocw.mit.edu/OcwWeb/Mathematics/18-013ACalculus-with-
ApplicationsFall2001/CourseHome/index.htm.
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1) = KB E D+

Applet 14: Método de Newton

10 Integrais e Primitivas.

10.1  Primitivas, Deslocamentos e Areas.

Consideremos um movimento sobre um eixo, descrito por uma fungao f(z) definida
num intervalo I. A varidvel livre x representa o tempo, e a variavel dependente
y = f(x) a posigdo do mével no instante x. Num movimento, a velocidade no
instante z é a derivada f'(z) = %' Assim, o problema da determinacao da lei
das velocidades v(x), conhecida a lei do movimento f(x), é resolvido através da

- . D . PO
operacgao de derivagao: f(z) —— wv(z). O problema inverso, da determinagao lei

do movimento f(x), conhecida a da lei das velocidades v(x), requer pois a operagao

inversa da derivagao, chamada de primitivagao: v(x) s f (x).

Chama-se primitiva de uma funcao v : D — R a qualquer fun¢ao, com o mesmo
dominio, f: D — R tal que f’(z) = v(x), para todo x € D.

Exemplo 1 Seja v(z) = 22+ 1 a lei de velocidades no movimento de um mdvel
sobre um eizo. Qualquer uma das funcoes fi(x) =2 +x+1, fo(x) =22 +2—1 ou
f3(x) = 22 + = € uma primitiva de v(z). Todas elas descrevem movimentos com lei
de velocidades associada v(z).

Proposigao 1 Seja v(x) uma fungdo definida num intervalo 1. Se fi(x) e fa(x) sdo
primitivas de v(z), entdo f1(x) — fa(x) € constante em I.


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/newton.html
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Prova:

Se fi(z) e fa(x) sdo primitivas de v(z), entdo a funcao diferenca f = fi — fo tem
derivada f'(x) = fi(x) — fi(x) = v(z) — v(x) = 0, que é constante igual a zero.
Como [ é um intervalo, dados x < y em I, pelo teorema do valor médio de Lagrange,
existe © < ¢ < y tal que (yy @) — f(c ) = 0. Logo f(x) = f(y). Como x e y sao
arbitrarios, isto mostra que f ( ) = fi(z) — fa(z) é constante. [

Designa-se por Puv(x) = P [v(x)], qualquer primitiva da funcdo v(z). A pri-
mitivacao é uma operacao multivoca. Isto significa que cada funcao tem sempre
multiplas primitivas. Se Puv(z) = f(z), e o dominio de v(x) for um intervalo,
entdo a proposi¢ao acima diz-nos que todas as restantes primitivas de v(x) se podem
obter somando a f(z) uma constante conveniente. Assim, é costume escrever-se
Pu(z) = f(z) + C, onde C é uma constante arbitrdria, e a expressao f(z) + C
representa a forma geral das primitivas de v(z).

Exemplo 2 As regras de primitivacao sequintes resultam directamente das formulas
de derivacao das funcoes no termo direito de cada regra.

n+1

Plkl=kx+C Plx") ==2 n+1 +C’ (n#—1)
Plz7'Y =log|z| + C Ple*] = e”
P[ 2} = arctanz 4+ C [ 11x2] —ar081n$+C'

Considere agora o problema de determinar o deslocamento, num intervalo de
tempo dado, conhecido o gréfico da lei de velocidades y = v(x).

Se v(x) é constante, v(x) = vy, entdo o deslocamento no intervalo de tempo |a, b]
é igual a vy (b — a), produto que corresponde a drea sombreada na figura seguinte, se
vg > 0, ou menos essa area, se vy < 0.
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No segundo exemplo consideramos a lei de velocidadades representada na figura
seguinte. Uma aplicacao como esta diz-se uma fungao em escada. Mais precisamente,
chama-se funcao em escada a qualquer funcao cujo dominio se possa escrever como
uma uniao de intervalos, tais que a restricao da funcao a cada um deles seja constante.

-1

O deslocamento no intervalo de tempo [0, 7] é a soma dos deslocamentos em cada
um dos intervalos |0, 1, |1, 3[, |3, 5[, ]5, 6] e |6, 7[, em que v(x) é constante. Por sua vez,
cada um destes deslocamentos, € igual a area do rectangulo correspondente, limitado
entre o gréifico de v(x) e o eixo das abcissas. Note que sdo tomadas com sinal negativo
as areas que correspondem a uma velocidade negativa. Assim, o deslocamento total
¢ a soma destas areas.

Deslocamento=1+44+2—-1—-2=4.

Em sintese, o deslocamento é igual a area compreendida entre o grifico de v(x) e
o eixo das abcissas, considerando positiva a area da regiao acima do eixo dos zx, e
negativa a area da regiao abaixo do mesmo eixo. Obviamente, a mesma conclusao
permanece vélida sempre que lei de velocidades, v(x), seja uma funcao escada.

Consideramos agora uma lei de velocidades expressa pela fungao continua v(z),
x € [0, 5], representada no grafico seguinte. O gréfico de v(z) delimita com eixo das
abcissas trés regioes cujas areas vém inscritas na figura.
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s

Também neste caso o deslocamento é a soma destas areas.
Deslocamento =09 — 1.2+ 5.6 =5.3.

Para perceber porqué, dividimos, por exemplo, o intervalo [0, 5] em 60 subintervalos
iguais e aproximamos v(x) pela fun¢do em escada vi(x), representada na figura em
baixo. Para esta lei de velocidades, v;(z), sabemos que o deslocamento é igual a area
compreendida entre o grafico de v;(z) e o eixo das abcissas, isto é, que é igual a soma
das dreas dos rectangulos na figura. Como v;(x) estd muito préxima de v(z), o erro
cometido no céalculo desta drea sera pequeno.

No limite, se dividirmos o intervalo [0, 5] numa quantidade infinitamente grande
de intervalos infinitésimais, a aproximagao v (x) coincidird com a prépria fungao, e o
erro cometido serd nulo. Assim, nao apenas para esta fungao v(z), mas para qualquer
fungao continua v : [a,b] — R representando uma lei de velocidades, o deslocamento
no intervalo de tempo [a,b] é igual a drea compreendida entre o grafico de v(z), o
eixo das abcissas, e as rectas verticais © = a e x = b, com a habitual convencao sobre
o sinal das areas acima e abaixo do eixo das abcissas.
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Como tltimo exemplo, consideramos a lei de velocidadades v () no intervalo [0, 6],
cujo grafico é a linha poligonal da figura em baixo. Os valores das areas do trapézio,
e dos triangulos, inscritos na figura podem ser facilmente confirmados.

a

-1.5| -3

gl e e S T e )

Logo, o deslocamento no intervalo de tempo [0, 6] é

Deslocamento=5—-15—-15—-3=2.

Por fim, vamos considerar o problema geométrico de determinar a drea de uma
regiao limitada entre o grafico de uma funcao e o eixo das abcissas.

Qual a 4rea da regiao limitada entre o grafico da pardbola y = 1 — 2% e o
eixo dos zx? Esta area, representada na figura seguinte, pode ser pensada como

o deslocamento no intervalo de tempo [—1, 1], num movimento com lei de velocidades
v(z) =1— 2%

-1 1

A primitiva f(z) =z — %3 = P[1 — 2?] representa um movimento associado a lei
de velocidades dada, v(z) = 1 — 2. Logo,

Area = deslocamento = f(1) — f(-1)=(1—2) = (14 =2)=2—== % :
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Consideremos agora a area da regiao limitada entre o grafico da funcao y = #,
o eixo das abcissas, e as rectas verticais de equacoes x = —1 e x = 1, representada
na figura seguinte. Esta drea é igual ao deslocamento no intervalo de tempo [—1, 1],

correspondente a um movimento com lei de velocidades v(z) = .
1
Logo, como arctan z é uma primitiva de v(x) = H%’
. T T,
Area = deslocamento = arctan(1) — arctan(—1) = i (_Z) =5

10.2 Integrais Definidos.

Dada uma fungdo v : [a,b] — R, chama-se integral definido de v(z) no intervalo [a, 0]
< b b e . )

a drea, denotada por ['v = ["v(z)dz, da regido compreendida entre o gréfico de
a a

v(x), o eixo das abcissas, e as rectas verticais x = a e x = b, com a habitual convengao
de que a area duma regiao acima do eixo dos zx é positiva, enquanto a drea duma

regiao abaixo do mesmo eixo ¢é negativa. Mais precisamente,

/bv(x) dx = drea de G (f, [a,b]) — area deG_(f,a,b]) ,

0
=

Mm

=

[N}
- O
ol
AN
Neg

AN

\.O
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A varidvel x, usada na notacao do integral definido fabv(:v) dx, é uma variavel
mud Podemos assim escrever fabv(x) dr = f;v(t) dt = f:v(y) dy. Intuitiva-
mente, podemos pensar que, dividindo o intervalo [a,b] numa quantidade infinita-
mente grande de intervalos infinitésimais, cujas amplitudes se denotam genericamente
por dx, o integral fabv(:v) dx representa a soma dos produtos v(z)dz, em que v(z)
é o valor, aproximadamente constante, da fun¢do v num intervalo infinitésimal de
comprimento dz. Cada um destes produtos, v(x) dzx, é igual a drea de um rectangulo
vertical de espessura infinitésimal, limitado entre o grafico da funcao v e o eixo das
abcissas. E claro que, se v(z) < 0 entdo v(z)dr < 0 é igual a menos a drea do
rectangulo infinitésimal em causa. A soma de todas estas "areas” da-nos o valor do
integral ffv

v(x)dx HHTH

Os exemplos da sec¢ao anterior mostram que o integral fabv(:c) dx mede o deslo-
camento no intervalo de tempo [a, b], num movimento com lei de velocidades v(z).

A definicao dada acima de integral definido, é uma defini¢ao intuitiva, matem-
aticamente nao rigorosa. Ela assenta no conceito intuitivo de area. O problema de
definir rigorosamente o que é o integral definido ff v(x) dr de uma fungao arbitraria
v(x), esta relacionado com o problema de definir rigorosamente o que é a drea de um
conjunto arbitrario. Este segundo problema nao tem, no entanto, uma solucao sim-
ples, nem completa. A titulo de curiosidade, é impossivel, de um modo consistente,

atribuir uma area a todos os subconjuntos do plano R2.

18 Uma varidvel numa expressio ou termo matemético diz-se muda sse a substituicdo de todas

as suas ocorréncias, nessa expressao ou termo, por outra varidvel de nome diferente nao alterar o
o (. 4 . o1

seu significado ou valor. Por exempo, no somatério > _;_, i* = 12 + 2% + 33 4+ 42 a varidvel i é muda.
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Todas as definicoes matematicamente rigorosas de integral definido e de area,
feitas no ambito da chamada Teoria da Medida, envolvem a introducao de conceitos
de mensurabilidade e de integrabilidade. Chamam-se mensurdveis os conjuntos cuja
area pode ser definida. Analogamente, chamam-se integraveis as fungoes cujo inte-
gral definido faga sentido. Vamos aqui fazer um esboco do primeiro, historicamente,
conceito de integrabilidade, introduzido por Riemann[”| no século X1X.

10.3 O Integral de Riemann.
Chama-se decomposicao do intervalo [a, b] a uma sequéncia finita de nimeros
D={a=xy<z1 <3< ...<Tp_q <xy=">0},

que seja estritamente crescente, que comece em a, e termine em b. Dizem-se subin-
tervalos da decomposicao D os intervalos

[foaﬁl], [$1,$2]7 T, [Ii—laxi]a T, [%—1,%]-

Chama-se comprimento da decomposicao D ao nimero n dos seus subintervalos, e
chama-se diametro de D ao maior dos comprimentos dos seus subintervalos

diam(D) = max |z; — xiq| .

Dada uma decomposicao D de comprimento n, e uma lista de n pontos escolhidos
nos subintervalos de D, ¢ = {«f,z],..., 25}, com z} € [z;_1,x;], para cada i =
1,2,...,n, define-se a soma de Riemann

S(D,¢&,v) IZU(@) (i — i) - (6)

AN g g

axp < AT TP
N R/

L

19 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) foi um matemadtico alemao, e um dos maiores
matematicos de sempre.



Calculo para Informatica 145

Uma funcao v : [a,b] — R diz-se integravel a Riemann no intervalo [a,b] sse
existir o limite das somas de Riemann @, quando se consideream decomposicoes D
com diametro a tender para zero. Quando v : [a,b] — R é integravel a Riemann
define-se

/bv(a:)d:c: lim S(D,¢&,v) .

diam(D)—0

Existem funcgoes que nao sao integraveis a Riemann.

Exemplo 1 A fun¢ao f:[0,1] — R definida por

fz) =
nao € integravel a Riemann.

Qualquer que seja a decomposicao D do intervalo [0, 1], se escolhermos os pontos da
lista £ em Q temos S(D, &, f) = 1. J& se se escolhermos os pontos da lista £ em R —Q
temos S(D,&, f) = 0. Logo, os valores das somas de Riemann oscilam entre 0 e 1,
independentemente do diametro da decomposicao D.

Proposicao 2 Toda a fun¢do continua v : [a,b] — R € integravel a Riemann.
Mais geralmente,

Proposicao 3 Se a fungdo v : [a,b] — R tiver um nimero finito de descontinuidades,
todas de 1% espécie, e em que os limites laterais sejam ambos finitos, entdo v €
integravel a Riemann.
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10.4 Aproximacao Numérica de Integrais Definidos.

Nesta seccao descrevemos alguns métodos numéricos de integragao, i.e., procedimen-
tos para calcular aproximacoes do valor exacto de um integral definido, mais precisa-
mente, para encontrar uma sucessao de aproximacoes convirjindo para o valor exacto
do integral. Dada uma funcao f : [a,b] — R, e um inteiro n > 1, seja D,, a decom-
posi¢ao do intervalo [a,b] em n subintervalos iguais. D, = {xg < 1 < ... < x,},
com x; = a+ % (b—a), parai = 0,1,2,...,n. Uma vez definido um procedimento
para escolher uma lista de pontos &, nos subintervalos da decomposi¢ao D,,, as somas
de Riemann S, = S(D,,&,, f) formam uma sucessao de aproximagoes converjindo

para o integral definido, i.e., fab f(z)dz =1lim,_. S,.

1. Método Valor a Esquerda. Escolhe-se o extremo esquerdo z} = x;,_; de
cada subintervalo [z; 1, z;].

b n _ n
[ p@ds = i Y fe) () =l TS o).
@ i=1 i=1

n—oo N

-

2. Método Valor a Direita. Escolhe-se o extremo direito z} = z; de cada
subintervalo [z;_1, z;].
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3. Método Valor Maximo. Escolhe-se um ponto méximo de f em cada subin-
tervalo [x;_1,z;]: f(z}) = M; = max{f(x) : x € [x;_1, 3]}

(2

b n n
/ f(x)d:z::nh_{rolto(x:)(xi—xi,l): lim b=a ZMZ
@ i=1 i=1

n—oo N

Estas somas sao aproximagoes por excesso do valor exacto do integral.

4. Método Valor Minimo. Escolhe-se um ponto minimo de f em cada subin-
tervalo [x;_1,z;]: f(x}) = m; = min{f(x) : x € [x;_1, 7]}

i

b = b—a &
— i N (2 — i) = i .
| #@)do = >t i) = Jim 3o

=1

Estas somas sao aproximacoes por defeito do valor exacto do integral.

I

5. Método Valor ao Centro. Escolhe-se o ponto médio z} =
subintervalo [z;_1, z;].

b n . o b— “ 3 i—
/a () da :T}Lrgo;f(%) (z; — zi1) = lim —2 ;f(fﬁ +2:1:' L.

Ti+Ti—1

5 de cada

n—oo N

duuh
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6. Método dos Trapézios. Escolhe-se a média dos valores de f nos extremos de
cada subintervalo [z, 1, z;]:  f(a}) = Lot/ @iz

i 2
b n "
/a f(x)dx =g;rgo;f<x:> (i — 1) = lim b;a Z f (i) +2f<xu> |

n—oo

Este método é equivalente a somar as areas dos trapézios inscritos ao grafico.
Por outras palavras, é equivalente a integrar a funcao cujo grafico é a linha
poligonal com vértices nos pontos (x;, f(x;)), i =0,1,...,n.

annh

7. Método de Simpson. Escolhe-se uma média dos valores de f nos extremos
e no centro de cada subintervalo [z;_1,x;], em que o centro tem o mesmo peso

; : )42 f@M)+f (@i i+xTi—1 2

que os dois extremos juntos: f(x}) = f(z:) f(mjl ARICIY M — m% é

1
o centro do subintervalo.

b n
/ flw)de = 7}220 Z f(x}) (xi—_1) = lim
¢ i=1

, onde x

4

n—oo

b;a zj; flx) + 2 f(aM) + fziy) .

Este método é equivalente a integrar uma funcgao cuja restrigao a cada subin-

tervalo [z;_1, ;] é uma funcao quadréticam coincidindo com f nos trés pontos
M

Ti—1, T; € Z;.

Tit+Ti—1 le\/I) e

20 funcdo polinomial de 2° grau. Prova-se que dados trés pontos (x;_1,%i_1), (=,
(z4,9i), com x;_1 < x;, existe uma unica funcao quadratica Q(x) cujo grafico passa por estes trés
pontos. Além disso,

v+ 2y fyia

/;_1 Q(z) dx 1
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Pode comparar estes métodos de integracao numeérica, no applet seguinte, extraido
do curso [8].

Graph

Rectangular, trapezoidal, and Simpson's rule

y=16= [eaamoan |

Xhlin= = K= 5

yMin= 70 VM= 0

refinement= ’T X autoratic y range
Rettangularleft Area=-70.91

Rectangular right Area=-4663
Trapezoidal Area=-62.08

Simpson's Area= 5867

WTDHIHHIHHHHIWDH

b strips = 5

Applet 15: [Integracao Numérica

10.5 Propriedades dos Integrais Definidos.

Proposicao 4 (Linearidade) Sejam u, v : [a,b] — R func¢oes continuas, e ¢ € R.
Entao

1. ijc-v(x)dm::<:ijv(x)dx

2.[mm+wmmzl1@m+éwﬂw

Pense num integral como uma soma de um nimero infinitamente grande parcelas.
A propriedade 1. corresponde a por em evidéncia o factor ¢, que é comum a todas as
parcelas ¢ - v(x)dzx. A propriedade 2. resulta de, usando as propriedades associativa
e comutativa da adi¢do, reagrupar as parcelas (u(x) + v(z)) dzr = u(x) dz + v(x) dz
do integral a esquerda.

Na definicao de integral definido fab f(z) dx assume-se implicitamente que a < b.

E habitual fazerem-se as convencoes seguintes, de modo que o integral fab f(z)dx
faga sentido sempre que o intervalo que une a com b esteja contido no dominio de
v(z), independentemente da relagdo de ordem entre a e b.


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/integracao.html
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1 /a:v(x)daj:O a
2. /v(x)da::—/b o@)dz  se b<a.

O integral fabv(x) dx 1é-se habitualmente "o integral da funcao v de a até b”. A
operacao de integragao, de uma funcao num intervalo, deve ser pensada como uma
operacao que é efectuada num sentido bem definido, de modo os integrais da mesma
funcao, no mesmo intervalo, mas em sentidos inversos, sao sempre simétricos. Com
estas convencoes, tem-se

Proposicao 5 (Aditividade) Seja v : I — R uma fun¢ao continua no intervalo I.

Entao , ,
/v(:c)d:z::/v(a:)dx—l—/v(:c)dx, Vabcel.
Prova:

Se a < ¢ < b, tendo em conta a defini¢ao intuitiva de integral, a igualdade acima
é 6bvia. Suponhamos agora, por exemplo que a < b < c¢. Neste caso a igualdade
ébvia é que fav—f U—l—fbv Logo, f v=[fv— [fu=[° v—i—f v. Em todos os
restantes casos a justificagao é semelhante. [

Proposicao 6 (Monotonia) Sejam u, v : [a,b] — R func¢oes continuas, e ¢ € R.
Entao

1. u(z) <wv(z), Vo € [a,b] :>/ /abv(x)dx

/ /|v )| dx
Prova:

Vamos invocar a definicao intuitiva de integral, como uma soma de um nimero in-
finitamente grande parcelas. Como dx > 0, se u(z) < v(z), para todo = € [a,b],
tem-se u(x) dr < v(z)dx, para todo x € [a,b]. Logo, somando, ou seja, integrando,

fabu(:c) dr < f:v r)dx

Como v(z) = £ |v(z)|, tem-se — |v(z)| < v(z) < |v(z)|. Logo, pela propriedade

anterior,
b b b b
—/ |v(x)|dm=/ —|U(9c)|dx§/ v(x)dxg/ ()| dz

2.
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o que implica ‘fabv(x) dx‘ < fab lv(z)| de. O

Chama-se média dos valores de uma fun¢ao f(x) num intervalo [a,b] a razao
T fab f(z)dz. Recorde que se chama média ponderada de uma lista de nimeros

reais 1, To, ..., T, a toda asoma da forma p;xi+pyxe+---+p,x,, €m que oS
nimeros p;, chamados os pesos da média, satisfazem p;+po+---+p, =1 e p; >0
para cada i = 1,2, ...,n. Pensando em dx como o comprimento infinitésimal de um

dos subintervalos de uma decomposicao de [a, b], a soma de todos estes comprimentos
é igual ao comprimento b — a do intervalo [a, b]. Assim, podemos ver

o [ L1

CcOmo uma média ponderada dos valores de v, tomando como pesos as fracgoes in-
finitésimais -2 i—=. O teorema do valor médio, em baixo, diz simplesmente que a média
dos valores de uma fungao continua num intervalo [a, b] é um dos valores dessa funcao
nesse intervalo.

Proposigao 7 (Teorema do Valor Médio) Sejav : [a,b] — R uma func¢do continua.
Entao eziste ¢ € [a,b] tal que

1 b
— /a v(x)de =v(c) .
Prova:

Pelo Teorema de Weierstrass, teorema [5| da secgao , existem pontos i, € Tmax
em [a,b] tais que v(rpip) < v(e) < v(rmax), para todo x € [a,b]. Logo, pela
propriedade de monotonia, integrando obtemos

V(ZTpin) (b —a) < / v(z)dr < v(rmax) (b—a) .

Dividindo por b — a, vemos que a média da fungao v, = f x)dzx, pertence ao
intervalo [v(2y,iy), v(#max)]. Logo, pelo teorema de B 1 zano, ex1ste ¢ € [a,b] tal

que v(c) = 7= fabv(x) de. O
Observe que o rectangulo de base [a, b] e altura igual a média dos valores de v(x)

no intervalo [a,b] tem a mesma drea que o integral definido f:v(:p) dr. A figura
seguinte ilustra este facto.
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y=ftx)

b
1 O U
mjﬂ Jix) dx

Proposicao 8 (Invariancia por Translagao) Seja v : [a,b] — R wuma funcao
continua. Entao, qualquer qualquer que seja ¢ € R,

b b+c
/ v(m)dx—/ v(x —c)dr .
a a-+c
Prova:

Considere as regioes: G limitada entre o grafico de y = v(x) e o eixo dos zx com
abcissas a < x < b, e G, limitada pelo gréfico de y = v(z — ¢) e o eixo dos zx com
abcissas a + ¢ < x < b+ c. A igualdade dos dois integrais definidos resulta de G, ser
obtido de G pela translagao horizontal (z,y) — (x +c¢,y). O

/\v=v(x) Ay=v(x-c)

a ate bic

Proposicao 9 (Invariancia por Re-escalamento) Sejav : [a,b] — R uma fung¢ao
continua. Entao, qualquer qualquer que seja ¢ > 0,

/abv(a:) dr = % /aicv(x/c) dz
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Prova:

Considere as regides: G limitada entre o grafico de y = v(x) e o eixo dos zx com
abcissas a < x < b, e G, limitada pelo gréfico de y = %v(%) e o eixo dos rx com
abcissas ac < z < be. A regiao G. pode ser obtida de G pela transformacgao
(z,y) — (cx,¥), que é uma contraccdo/expansao de factor ¢ segundo o eixo dos xz,
e inversamente uma expansao/contracgao de factor 1/c¢ segundo o eixo dos yy. A
igualdade dos dois integrais definidos resulta desta transformacao preservar dreas.

0J
Ayw} =)

a h ac b’g

10.6 O Teorema Fundamental do Calculo.

Teorema 1 (Teorema Fundamental do Caélculo I) Sejav : [a,b] — R uma fungio
continua. Se f(x) € uma primitiva de v(z), entdo

Se interpretarmos v(z) como uma lei de velocidades, a primitiva f(x) representa
um movimento com essa lei de velocidades, e o Teorema Fundamental do Célculo 1
afirma que o deslocamento no intervalo de tempo [a, b] é igual ao integral definido da
velocidade no mesmo intervalo.

Uma funcao v : D — R diz-se primitivavel sse existir uma funcao diferenciavel
f D — R, com o mesmo dominio D, que seja uma primitiva de v, i.e., tal que f'(x) =
v(x) para todo « € D. Suponhamos agora que v(z) é uma func¢do primitivavel,
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definida num intervalo I, cuja primitiva denotamos por f(x). Fixemos a € I, e
designemos por = € I um ponto genérico desse intervalo. Pelo teorema anterior,

F(x) :f(a)+/xv(t)dt:0+/xv(t)dt.

A varidavel muda de integracao foi substituida por t de modo a evitar confusao com
a variavel x no extremo superior de integracao. Da primeira versao do Teorema
Fundamental do Célculo resulta que, se v(z) for primitivavel, entao a sua primitiva
satisfaz a relacao acima. A segunda versao do mesmo teorema, enunciada a seguir,
vai um pouco mais longe, namedida em que garante que toda a funcao continua é
sempre primitivavel.

Teorema 2 (Teorema Fundamental do Célculo II) Sejav : I — R uma funcao
continua num intervalo 1. Entao v(x) € primitivivel e, fixando a € I, a fun¢ao
f I — R definida por

f(x)—C'—i-/Iv(t)dt (zel)

¢ uma primitiva de v(x).

Prova:
Seja f : I — R a fungao definida no enunciado. Queremos ver que f(z) é uma
primitiva de v(x).

flx+h)— flzx) = /H v(t)dt—/xv(t)dt

z+h a
_ / o(t) dt+/ o(t) dt
Logo, pelo teorema [7}

z+h
= / v(t)dt
flet+h)—flz) 1

z+h
. =5 / v(t) dt = média de v(z) em [r,z+ h] = v(z}),

para algum ponto x} € [z,z + h]. Assim, quando h — 0, temos zj — z, e como a
funcao v é continua,

lim = flng(l) v(xy) =v(x) .
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g

No applet seguinte pode controlar o tragado (a azul) do grafico de uma fungao
h(x), definida no intervalo I = [0, 10], enquanto vé ser desenhado (a vermelho) o
grafico de uma sua primitiva, F(z) = C + [ h(t)dt. No painel ”Valores Iniciais”
pode escolher o valor inicial C' = F'(0) da primitiva a desenhar. Note que em cada
instante x a variagao F'(z)—C = F(z)— F(0) é exactamente igual a drea verde menos
a drea vermelha, isto é, ao integral definido [; h(t) dt. Também igual a este integral
é a area do rectangulo a esquerda, com largura 1 e altura F'(x) — F(0), que mede a
variagdo de F' no intervalo [0, z].

h(9.79) = F'(Q..?Q).: 0.39

Recome car i \alores Iniciais

)=

F9.79 )-F0) = [” Wjat = -3.00 o)
0)= [z

Applet 16: [Teorema Fundamental do Calculo

Na figura em baixo estao assinaladas trés regioes limitadas entre o grafico de uma
funcdo v(x) e o eixo dos zx, que correspondem a abcissas nos intervalos [0, 1], [1, 2]
e [2, 3] respectivamente.


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/CalThmApplet.html
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-2.5

A area de cada uma destas regioes vem inscrita no seu interior. Considere agora
o problema de fazer o estudo do grafico da fungao f : [0,3] — R definida por

z | 0] 1 [2] 3
fl@)|=3. =150 | —1.8

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, f'(z) = v(z) e portanto f”(z) = v'(x).
Por outro lado, analisando o gréfico de v(z) vemos que:

o f'(z) =v(z) >0, para x nos intervalos |0,1] e |1,2[,

e f'(x) =v(x) <0, para x nos intervalos |2, 3[ ,
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o f"(x) =7'(x) >0, porque v ¢é estritamente crescente no intervalo |0, 1] ,

o f"(x)=1'(z) <0, porque v é estritamente decrescente nos intervalos |1,2] e
12,3[ .

Assim, podemos formar a seguinte tabela com a variacao de sinal da primeira e
segunda derivada, monotonia e concavidades de f(x).

z 0 110,1[] t [JL.2[] 2 [12.3[ 3
(@) 0. | + |2| + | 0 | — |25
f"(x) +
Monot. f(z) | Min |
Concav. f(x) U

/| Max | \, | Min
N N

Baseados na informacao recolhida, é agora facil esbocar o grafico de f(x)

Experimente resolver outros problemas do mesmo tipo no applet seguinte.
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File Help

(Bl =1 7 B i (] [

T =14 | f(.r)=11.1z | f’[‘z')zi—ﬁ.ﬂﬁ ‘ e j‘=lz.as | _E’ f =}—z.33 ‘

| i o | Submit

22| Show Statement
a funglo F(s) ¢ decrescente o intervalo 6,2/, porque F'(x)=f{x) ¢ negativa neste intervalo , mas no intervalo correspondente 5,66 0.92f 2
fungio que voce desenhou € crescente

Applet 17: |GraphDrawPad

10.7 Regras de Primitivacgao.

O Teorema Fundamental do Célculo diz que, dada uma fungao v(z), conhecido o
valor em a, F(a) = C, de uma sua primitiva F', o valor da primitiva em x pode
ser obtido integrando v de a até x, F(z) = C + [“wv(t)dt. Dizse entdo que a
primitiva F'(z) é obtida integrando v(z). O termo ”integragao” usa-se como sinénimo
de "primitivacao”, e a expressao "integral indefinido” significa ”primitiva”. Assim,
enquanto um integral definido, como fab v(t) dt, é um niimero que representa uma area
ou um deslocamento, um integral indefinido é uma func¢ao F(x), cujos valores podem
ser calculados como integrais definidos: F(z) = C' + [“wv(t)dt. A primitiva, ou
integral indefinido, de uma fungao v(x) pode ser expressa por qualquer das notagoes
Plv(z)] ou [wv(z)dx. A expressio " Plv(z)]” usa a notagao moderna de primitiva,
enquanto ” [v(z)dz” é a notagao cldssica, remontando ao préprio Leibnitz, para
designar um integral indefinido de v(x).

Chama-se regra de primitivacao imediata a uma regra de primitivacao que seja
obtida a partir de uma regra de derivagao de alguma fungao concreta, como (sinz)" =
cosx ou (e*) = e*, ou a partir da regra de deriva¢ao de uma familia de fungoes, como
(xot) = (a+1)z%, ou (a®) = a® loga. Assim, ”Primitivacao Imediata” tem este
significado técnico, o que nao significa que estas regras sejam sempre faceis de aplicar.
Na proposicao seguinte, listam-se algumas das regras de primitivacao imediata mais
comuns. A letra u representa uma funcdo u = u(x), enquanto v’ = u/(z) representa


http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2005_1/calculo/notas/Applets/GDPApplet.html
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a sua derivada. As letras a, «, e C representam constantes.

Teorema 3 (Primitivas Imediatas) Valem as sequintes regras:

1. /u’a“zla +C (a>0)

oga
2. /u' cosu = sinu + C
3. /u/ sinu = —cosu + C

/
. /u—:10g|u|+C’
u

ua—l—l
/Oc: _1
/uu 04+1+C (a#—1)

E

R

u 1 U
0. /m:aarctan(g)—i—C (CL>0)

u U
/\/ﬁ:arcsm(a)—i-c (CL>0)
Prova:

Estas regras de primitivagao resultam das correspondentes regras de derivagao, proposicoes o]
B, [0} e[10} da seccao[8 Por exemplo, do item 1. na proposicao [} resulta

(au)/ _ ((eloga)u)’: (euloga)’

uloga(

e uloga) = a"u loga .

u

/
Logo, <l:ga> = a" + C'. Das proposigoes |§| e , na referida seccao, obtemos

(1 ; (u)), 1 1 u
—arctan(-)) =~ ——= — = —— ¢
a a al4(%)?a a®+u?
1 / /
(arcsin(g))’ = L — .
a 1/1_(5)2 a Va2 = u2

Destas relagoes resultam as regras 6. e 7. [
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Exemplo 1 Calcular f:pe””2 dx.

Escrevendo v = 22,

Logo,

2
tem-se ' = 2x, e portanto u'e* =2xe”

/2xex2d:1: = /u’e“:e“+C’:ex2+C’ e

1 1
/xemzda: = 5/2xem2d:v—§ex2+0.

Exemplo 2 Calcular [sin(3z)dx.

Se escrevermos u =3z entdo u' =3 e o sinu =3 sin(3x).
Logo,

/3 sin(3z)dx = /u’ sinu = —cosu+ C = —cos(3z) + C, e portanto

/sin(Sa:) dr = % /3 sin(3x) dr = —% cos(3x) + C .

Exemplo 3 Calcular [ %de.

B

— = I /2y 1 ,..-1/2 _ _1 / __ cos
Se u=+/z entdo u' = (z'7) =52 =55 € U cosu=
Logo,

/COS\/_ COS\/_ v cosu =2 sinu+C =2sinyx+C .

Exemplo 4 Calcular [ 1

Pondo u=1+2? tem-se v =2z, e

1 2 1 !
/ * dx——/ ’ dx—§/Z—210g|u]+C’—210g‘1+x2]+C.
u

14 22 2 14 22
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Exemplo 5 Calcular [ ﬁdm.

Pondo u=1—2? tem-se o = —2x, e

X 1 1 1 1
S = - 20 (1 =2 3dr = —= 'uT3 =
/md:v 2/( ) (1l —a%) 2dx 2/uu

Exemplo 6 Calcular [ ;%5 du.

Pondo u =22 tem-se 4+ 22=2%2+u? o' =2z, e

T
de —
/4—1—:64 o

=~ N

Exemplo 7 Calcular [ \/ﬁdx.

Pondo 22 —w?=4—32? tem-se u:\/ga:, u':\/g, e

V3z
2

1
= — arcsin(i) + C' = —= arcsin(

7 7 )+ C .

Recorde que a soma, a diferenca, o produto, a divisao e a composicao de fungoes
elementares ¢ uma funcao elementar. Pode ver a definicao de funcao elementar
na secgao [6.6l As fungoes elementares sao definiveis explicitamente por expressoes
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algébricas. Mais precisamente, as fungoes elementares podem ser todas elas geradas
a partir de uma lista de funcgoes, ditas basicas, a custa das operagoes de adicao, sub-
tracgao, multiplicacao, divisao e composicao de func¢oes. A derivada de uma funcgao
elementar é sempre uma funcao elementar. Isto resulta de toda a funcao bésica
ter uma derivada elementar, e de haver uma regra de derivagao associada a cada
operacao sobre fungoes. Cada regra de derivagao reduz a derivada da funcao operada
as derivadas das fungoes operandas. Assim, ao derivar uma fungao f(x), ha sempre
uma Unica regra de derivacao que pode, e deve, ser aplicada. Essa regra fica deter-
minada pela prépria expressao de f(x). O processo de derivagdo é, neste sentido,
univoco, determinado. Poderia pensar-se que, de modo andlogo, toda a primitiva
de uma funcao elementar fosse sempre uma funcao elementar. Infelizmente, a real-
idade é um pouco mais complicada. Por exemplo, as func¢oes continuas e o snz
tém primitivas que nao sao fungoes elementares. Uma funcao elementar f(z) diz-se
elementarmente primitivavel sse tiver uma primitiva elementar. Assim, as fungoes
e” e Si%, apesar de pelo Teorema Fundamental do Calculo serem primitivaveis, nao
sao elementarmente primitivaveis. Para perceber, através de uma analogia, porque
existem tais fungoes, esqueca, por momentos, as funcoes exponencial e logaritmo, as
funcoes trignométricas e as suas inversas. Esqueca também todas as poténcias de
expoente fraccionario, i.e., nao inteiro. Restam apenas as funcoes racionais, i.e., 0s
quocientes de fungoes polinomiais. Esta classe de funcoes é ainda bastante lata. A
soma, a diferenca, o produto, o quociente e a composicao de fungoes racionais é sem-
pre uma func¢ao racional. A derivada de uma funcao racional é também uma funcao
racional. No entanto as funcoes racionais % e # tém primitivas, respectivamente
log x e arctan x, que nao sao fungoes racionais.

Pode-se verificar que toda a funcao béasica tem uma primitiva elementar. Logo,
porque ha fungoes nao elementarmente primitivaveis, o sistema de regras de primi-
tivacao nao pode ser semelhante ao das regras de derivacao, no sentido que haja uma
regra de primitivacao associada a cada operacao sobre func¢oes. Nao pode haver, para
cada operacao, uma regra que reduza a primitiva da fungao operada as primitivas
das fungoes operandas, pois nesse caso toda a funcao elementar seria elementarmente
primitivavel. O processo de primitivacao nao é univoco. Ao primitivar, é habitual ser
possivel aplicar mais do que uma regra de primitivacao. Isto significa que ha opgoes
a serem tomadas no caminho da primitivacao. Frequentemente, varios desses cami-
nhos, as vezes todoﬂ conduzem a becos sem saida. Compete ao autor dos calculos
saber fazer as escolhas correctas.

sinx

i ~ ~ e e e, . 2
21 B o caso das fungoes nao elementarmente primitivaveis, como e* e 32



Calculo para Informatica 163

Teorema 4 (Primitivagao por Decomposicao) Dadas fung¢oes primitivdveis uy,

U2, -y Un,
/U1+uQ+---+un:/u1+/uQ+---+/un.
Prova:

Resulta da regra de derivagao de uma soma, proposicao [4} alinea 1, na secgaol§ O

Exemplo 8 Calcular 12;2”2 dx.

/2—1—:1:d / 2 . T J / 2 +/ T J
r = T = T =
14+ 22 1422 1422 14+ 22 14+ 22

1 1 2x 1 )
= 2/1+x2+§/1+x2da::2arctanx+§log’1+x‘_{_C.

Teorema 5 (Primitivagao por Partes) Sejamu ev fungdes diferencidveis. Entdo

/u'v:uv—/uv'.

Prova:
Usando a regra de derivagao de um produto, proposicao [ alinea 3, da seccao [§]
obtemos
uv:/(uv)':/u’v—i—uv':/u’v—l—/uv'.
O

Exemplo 9 Calcular [z coszdz.

Escrevendo u' =cosz e v=ux tem-se u=sinz e v = 1. Logo,

/xcosxdm = /u’v:uv—/uv’:xsinx—/l sinzdr =

= zsine — (—cosz) +C =zxsinr+cosz +C .
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Exemplo 10 Calcular [z arctanx dz.

2

2

Escrevendo v/ =z e v =arctanx tem-se u = e v = ﬁ Logo,

~

/x arctanxz dx =

1 x?
arctanz — — dx =
2 1+ 22

. 1/1+a;2 1 J
arctanxr — — — €r =
2 14+ 22 1422

M|&w [\D|Rw [\3|&l\3\»
IS
[t

1
arctan x — 3 (x —arctanz) + C'.

Exemplo 11 Calcular [ logx dz.

Escrevendo v =1 e v=logz tem-se u=x e v = % Logo,

/logx dx

= a:log:v—/ldx:xlogx—x—i-C.

/ , a? . /x2 1 P
=uv— [ uv == arctanz — [ — T
2 2 1+ 22

1
/1logxdx:/u’v:uv—/uv’:xlogx—/x—dx:
x

164

Teorema 6 (Integracao por Partes) Sejam u e v fungoes diferencidveis cujos

dominios contém o intervalo [a,b]. Entao

b b
/ u’v:[uv]Z—/ uv'.
a a

Prova:
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Segue da regra anterior

for- (]

O

Exemplo 12 Calcular ffx log z dx.

2

Escrevendo v/ =2 e v=logr tem-se u=7% e v = % Logo,

2 2 , 2 22 1
/ rlogrdr = / u’vz[uv]l—/ uv' = [—log:c] / —=
1 1 1 x

2
4 1 I
= §log2—§log1—§/lxdx-QlogQ——{%}

14 1 3
— 92log2— — (= — =) =21log2— 2.
g2 -5 (53 RCR ]

Teorema 7 (Primitivagao por Substituicao) Sejam f(x) uma funcao primitivdvel,
e g(t) uma fungao diferencidvel. Entao, considerando a rela¢io x = g(t) entre as
variaveis t e x, vale a sequinte relagao entre primitivas

[ @ = [ fown g (7)
[ rtat0) g6y an = [ [ sy Lgm | ®)

Por outras palavras,
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onde [---]x:g(t) representa o resultado de substituir, na expressao entre paréntesis

rectos, x por g(t). Se a func¢ao g for injectiva, e designarmos por t = g~'(x) a sua
inversa, i.e., se ¥ =g(t) & t=g Yz), entdo a relagio (1) também significa que

[ st@ae=] [ st Lg_l(x) - ©

Nas aplicagoes desta regra é conveniente usar-se a notacao de Leibnitz. Como
mneménica pense que se z = g(t), entdo 2 = ¢'(¢), e portanto dx = ¢'(t) dt. Logo,
na expressao [ f(z)dx deve substituir = por g¢(t), e dr por ¢'(t)dt. Como

resultado da substituigao obtem-se a expressao [ f(g(t)) ¢'(t) dt.

Prova:

Considere a primitiva F(z) = [ f(z)dz. Derivando a composigao F(g(t)) obtemos
[F(g(t)) ['=F'(g(t)) g'(t) = f(g(t) g'(t) -

Logo,

[ a0t = Fa0) = [F@)]y = | [ 560 deg(t) .

Se g(t) for injectiva, efectuando a substituicao t = g~!(x) na relagao acima, obtemos

[ / 0 (1) /(1) dt = [F(g() )yoy 1) = Fla) = / f(z) de
t=g= ()
U]

Exemplo 13 Calcular [ \/%dx.

Escrevendo t = +/e* — 1, e resolvendo esta equacao em ordem a x, tem-se

t=Ver—1 & t?=e"-1 & & =1+1* & :delog(21+t2).
T t

Derivando z = log(1 +t*) em ordem a t, obtemos 9 = - +p»  donde resulta
dx =

: + t2 dt. Efectuando a substituicao ¢ = v/e* — 1 na funcao integranda, tem-se
11
eT—1 ? Log())

1 1 2t 1
—dxr = ———dt =12 [ ——=dt
/\/6:""—1 {/t1+t2 ]t:m { /1+t2 ]t:m
= [2arctant + C|,_ m—y =2 arctanVe® =1+ C' .
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E habitual, para aligeirar a notacdo, omitir os paréntesis "[* e ”],_ Je—T € es

crever apenas

1 1 2t 1
I M dt = 2 dt
/\/er—1 v /t 112 /1+t2

= 2arctant+ C =2 arctanve* — 1+ C .

Exemplo 14 Calcular f\/ilﬂ dx.

Se t = /x, entao x = t?. Derivando obtemos ‘é—f =2t, ouseja dr = 2tdt.
1 1

Usando a substituicao t = /x, resulta il T Logo,

1 1 ¢
de = [ —2tdt=2 | ——at
/\/5+1 . /t+1 /t+1

111
— oo [ L g —o(t—loglt+ 1)+ C
/t+1 t+1 (t —log [t +1]) +

= 2(Vz —log|vz+1|)+C.

Exemplo 15 Calcular [ 1525, dt.

Pondo x =sint, temos dx = sin’tdt = costdt. Logo,

t 1 1
/ —COS.‘ —dt = / — sin’ tdt = / dx
1+ sin“t 1+ sin“t 1+ 22

= arctanz + C = arctan(sint) + C'.

Observe que foi aqui usada a versao da regra de primitivacao por substituicao,
enquanto nos exemplos anteriores se aplicou sempre a versao @D da referida regra.

Teorema 8 (Integragao por Substituicao) Sejam g(t) uma fungao diferencidvel
cujo dominio contem o intervalo |a,b], e f(x) uma fun¢do primitivivel cujo cugjo
dominio contem o intervalo de extremos g(a) e g(b). Entao

g(b

) b
f() d = / Fo(t) g/t dt

g(a)
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Prova:
Como F(x) = [ f(z)dz é uma primitiva de f(z),
o 9(0)
T = [P@LE = Flo®) ~ Flo(@)
g(a
Pelo Teorema anterior, F'(g(t)) = [ f(g t)dt é uma primitiva de f(g(t)) ¢'(t).
Logo

b
/ Flg(t) g'(t)dt = [F(g(1)) ], = F(g(b)) — F(g(a)) .

Portanto, os dois integrais definidos coincidem. [

Como mneménica, pode pensar que ao intervalo de integracao de t = a até t = b,
na varigvel ¢, corresponde pela substituicdo z = ¢(¢) o intervalo de integracao, na
variavel x, desde = = g(a) até x = g(b). Se a fungao g(t) for injectiva, e tanto o
dominio de f(z) como a imagem (contra-dominio) de g(¢) contém o intervalo [a, b],
entao resulta da regra de integracao anterior que

b g7 (b)
/ f(@)dv = / L, S0

Exemplo 16 Calcular f_ll V1 —a22dz.

Observe que y=+v1—22 = y?=1-2%2 = 22+°=1.
Logo, o grafico da funcao y = v/1 — 22 é a semi-circunferéncia de centro na origem
e raio um, representada na figura seguinte.

=1
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Assim, o integral definido acima, que corresponde a drea de um semi-circulo de
rajo um, deve ser igual a 7. Recorde que um circulo de raio r tem drea 7 r2.

Pondo z =sint, temos dx =sin'tdt = costdt. Observe que sin(—%) = —1
e sin(3) = 1. Por outro lado, para —5 < t < 7, como cost > 0, tem-se

V1 —sin?t = v/cos?t = cost. Logo,

™

1 T x
/ V1—22de = /2 \/1—sin2tcoszf0lt:/2 cos t dt
-1 —

3 -3
5 1+ cos(21) t sin(2t)]?

= —dt - - -

/g 2 {2 Ty .
_m  sin(m) m  sin(—m)
= (Gt (= )
_ r,r_T
4427

Observe que, da férmula trignométrica cos(2t) = cos?t — sin®t = 2 cos?t — 1,
1+cos(2t

resulta facilmente que cos®t = =%

10.8 Primitivacao de funcoes racionais.

Nesta seccao descreve-se a técnica usada para primitivar todas fungoes racionais.
Em particular veremos que toda a funcao racional é elementarmente primitivavel.
Recorde que uma fungao racional é um quociente de duas fungées polinomiais, f(x) =

ggg Uma fungao racional f(z) = ggg diz-se uma fracgdo prépria sse o numerador

P(z) tiver grau menor que o denominador Q(z).

Proposicao 10 Toda a funcao racional decompoem-se, de uma unica maneira, como
soma de um polinomio com uma fracgao propria.

Prova:
Se o polinémio P(x) tiver grau maior ou igual ao de Q(z), efectuando a divisao do
polinémio P(z) por Q(z) obtemos um cociente S(z) e um resto R(x) tais que

P(z) =Q(z) S(x) + R(z) egraude R(z) < graude Q(x) .
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Logo,
Ple) _ Q@)S@ +R@) _ o\ R@)
Q(z) Q(z) Qz) '
é soma do polinémio S(x) com a frac¢ao prépria Ség O
Exemplo 1
at o, m
1—2 " 1—a2

Efectuando a divisao de 2 por 1 — 22 obtemos quociente —2? — 1 e resto 1. Logo,
2t = (1 —2?) (=22 — 1) + 1, e portanto

4 1—a2?)(—22—1)+1 1
R s RS SR B
1— 22 1 — 22 1— 22
Exemplo 2
z° + 2 9 T+ 2
=z —1 .
3+ v+

Efectuando a divisao de 2 4 2 por 23 +  obtemos quociente 22 — 1 e resto x + 2.
Logo, #° +2= (23 + ) (2 — 1) + = + 2, e portanto

¥+2 (Pra)@-1)+z+2 T+ 2
= =z -1+ .
b+ 2 3+ 3+
Exemplo 3
T _:E+1 1 B 1
r+1 z+1 x+1 r+1°

A divisao de = por x + 1 tem quociente 1 e resto —1.

Vemos em seguida como se primitivam as frac¢oes préoprias. A ideia é que toda
a fraccao prépria se decompoem numa soma de fracgoes faceis de primitivar, ditas
fraccoes simples. Um polinémio diz-se irredutivel se tiver grau maior ou igual a 1
e nao puder ser decomposto como produto de dois polinémios de grau menor que o
seu. Sao polindmios irredutiveis todos os polinémios de 1° grau, ax + b, e todos os
de 2° grau, az?+ bx + ¢, que nao admitam rafzes reais, i.e. tais que b*> —4ac < 0.

Chama-se frac¢ao simples a toda a fungao da forma &S‘;)n , onde Q(z) é um polinémio

irredutivel, n um inteiro > 1, e P(x) um polinémio de grau menor que o de Q(x).
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Proposicao 11 Toda a fracgao simples é elementarmente primitivdvel.

Toda a fracao simples tem uma das formas apresentadas a seguir, junto com o
calculo da respectiva primitiva.

1. xila /jila;:Alog|x—a|+C

> % / <xA—d§>n 1 . n (v —1a>n—1 e

3. ﬁ /% = 2 arctan(g) +C

4. %—l—cﬁ /xzx—%:%log(xz—l—aQ)jLC

> m / (x2x+d Z?)n ~ 2 (11— n) (22 +1a2)n—1 e (n22)
O b "=

1 T n 2n — 3 / dx
2a’(n —1) (22 +a®)» 1 2a%(n—1) J (224 a?)n!
formula obtida primitivando por partes e que permite, recur-
sivamente, determinar esta primitiva para n > 2.

Axr+ B Axr+ B rdx dx
7. ———de=A | ———+B | ————,
(2% 4 a?)" (2% 4 a?)" (22 4 a®)" (2% 4 a?)"
o que reduz este calculo as primitivas 5. e 6. acima.
Ax+ B

8. P xbrr o onde 22 + bz + ¢ é um polindmio irredutivel (b* —4c < 0).
iy T +c)”

Efectuando a substituicio u = = + b/2, du = dx, obtemos
A B A B
/ v dx:/ﬁdu,com a’=c—1b*/4
(x24+bx+ )" (u? 4+ a?)"
e By =DB—Ab/2, o que reduz esta primitiva a anterior.
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. ., . p . . .
Teorema 9 Toda a fracgao propria % decompoem-se, de uma unica maneira, como

soma de fracgcoes simples. O numero de parcelas nesta decomposicao € igual ao
nimero de factores na decomposi¢ao de Q(x) em polinomios irredutiveis, havendo
uma correspondéncia entre os factores irredutiveis de Q(x) e os denomindores das

~ . .~ P(;p) . . _
fracgoes simples que entram na decomposi¢ao de o) Mais precisamente, se Q(x) =
(x —a)"Q1(x), entdo a decomposicdo de % contem as parcelas

P(ZL‘): Ay + An +...+i+
Q) 1-a (@-ap (@—ay

Ese Q(z) = (2*+bax+c)" Q1(x), com z*+bx+c irredutivel, entio a decomposi¢ao

de ggg contem as parcelas

P(CL’) BlI+Ol BQI+CQ BnCL’+Cn
Qx) 224br+c (224 br+c)? (22 + bz + )"

Exemplo 4 Decomponha

5 em fracgoes simples.
—

Como 1 —2? = (1 —z) (1 + ), esta fraccdo admite a decomposigio

1 A B A(l+a)+B(1-2)

—2 1—2z 1+z 1—2)(1+2)

para certas constantes A e B a determinar. Igualando os numeradores, obtemos
1 =A(+=z)+ B(l—2). Logo, atribuindo valores a x, obtemos equagoes nos
coeficientes A e B que permitem determiné-los.

r=1 = 1=244+40=24A = A=1,
r=-1 = 1=0+2B=2B = B=4%.

Note que foram escolhidos valores de x que anulam os factores (1+xz) e (1—x). Deste
modo consegue-se simplificar as contas ao maximo. Obtemos assim a decomposicao

I N 5 1/ 1 L]
1—22 1-2 142 2\l—-z 1+2/)"
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T+ 2
x° +x

Exemplo 5 Decomponha em fracgoes simples.

Como 2% + z = z (z* + 1), esta fracgao admite a decomposigao

r+2 A Bzx+C A@+1)+Br+C)x
B+r oz 22+1 x(x2+1)

Y

para certas constantes A, B e C a determinar. Igualando os numeradores, obtemos
r+2=A(x*+1)+ (Bz+ C)x. Logo, atribuindo valores a x, obtemos as equagoes
seguintes nos coeficientes A, B e C que permitem determina-los.

r=0 = 2=A+0=A4,
r=1 = 3=2A+B+C=4+B+C,
r=—-1 = 1=2A+B-C=4+B-C.

Somando as duas ultimas equagoes obtemos 4 = 8 4+ 2 B, o que implica B = —2.
E, substituindo o valor B = —2 numa delas, obtemos C' = 1. Conseguimos assim a
decomposi¢ao
r+2 2 “2x+1
B4r x 241
4+22% 23

Exemplo 6 Decomponha em fracgoes simples.

z? (22 +4)
Esta fraccao propria admite uma decomposi¢ao da forma

4+2x2—x3_A+B+Cx—|—D_Ax(x2+4)—|—B(m2+4)+(C’x+D)x2
2 (22 +4) 22 22+4 22 (22 4+ 4) ’

para certas constantes A, B, C'e D a determinar. Igualando os numeradores, obtemos
44222 — 23 = Az (x> +4) + B(z* +4) + (Cx + D) 2% Logo, atribuindo valores
a x, obtemos as equagoes seguintes nos coeficientes A, B, C' e D que permitem
determiné-los.

r=0 = 4=4B = B=1,
r=1 = 5=5A+54+C+D,
r=—-1 = 7T=-5A+5+D-C,
r=2 = 2=16A4+8+4(2C+ D).
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Somando a segunda e terceira equagoes obtemos 12 = 1042 D, o que implica D = 1.
Finalmente, substituindo o valor D = 1 nas duas ultimas equagoes, simplificando e
resolvendo, conseguimos obter os valores A = 0 e C' = —1, e portanto a decomposic¢ao

44+22%— 23 1 —z+1

22 (22 + 4) 27 2 +4

Corolario 1 Toda a frac¢ao propria é elementarmente primitivdvel.

Prova:
Resulta do teorema anterior de toda a fracgdao simples ser elementarmente primi-
tivavel. [

Corolario 2 Toda a fun¢ao racional € elementarmente primitivavel.

Prova:
Segue do corolério anterior e da proposi¢ao [10, O

Toda a fungao racional pode ser primitivada em quatro passos:

1. Se a fraccao nao for prépria, faz-se a divisao do numerador pelo denominador,
de modo a decompo-la como soma de um polinémio mais uma fraccao propria.

2. Factoriza-se o denominador em polinémios irredutiveis.

3. Determina-se a decomposicao da fracgao propria obtida no passo 1. numa soma
fracgoes simples.

4. Primitiva-se a funcao racional dada a partir das decomposicoes encontrada nos
passos 1. e 3..

4

dz .

Exemplo 7 Calcular /1 *

— 2
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O primeiro passo foi resolvido no exemplo

zt ) 1
/l—xde:/_x —1+1_x2dx.

O segundo e terceiro passos foram resolvidos no exemplo [4]

4 1 1
d — _2_1 2 2 d .
/1—x2 v / o +1—m+1+x *

Logo,

4 3 1 1
/1fx2dx:—%—x—§log\l—x\+§log\1+x\+0.

x® +2

dx .
3+

Exemplo 8 Calcular /
O primeiro passo foi resolvido no exemplo 2]

542 2
/m+ dx:/x2—1+x+ dx
v+ w3+

O segundo e terceiro passos foram resolvidos no exemplo [5]

549 2 -2 1
/x_l— dm:/x2—1+——|—$—+dx.
3+ x 22 +1

Logo,

5 2 3
/m il dx:m——:c+2log|x|—log|x2+1‘+arctan:c—|—0.

3+ 3

44222 — a3
Exemplo 9 Calcular /%dw

175
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O primeiro passo é desnecessario porque a fraccao é propria. O segundo passo
também é desnecessario porque o polinémio no denominador ja esta factorizado. O
terceiro passo foi resolvido no exemplo [6]

d — - d =
x? (22 +4) v x2+a72—|—4 *

1 1 2x 1
= —dr— = | ——d ——d
/xz * 2/x2+4 x+/:p2+22 v

44222 — 23 1 1 9 1 x

/4+2x2—x3 1 —z+1

Logo,

1
1

Exemplo 10 Calcular / ——dx

P 0 V14 x2

Pondo =z = tant tem-se 1+ 22 = 1 + tan’t = —L~. Derivando, vem

cos? t
dr = (tant)' dt = _L dt. Observe que tan(0) =0 e tan(Z) = 1. Por outro lado,

como cost >0 para(0 <t <7, tem-se V1+ tan’t = 4/ C0;2

t cos t

Logo,

/1 Ly /Z — /Z st gt
——dx = cost ——dt = —_—
0o V1+ a2 0 cos?t o 1—sin?t

Efectuando agora a substituicao v = sint, tem-se du = costdt, u = sin0 = 0

parat =0, e u:s.ingz%§ para t = 7. Logo,
i V2/2 v2/2 1 1
i t
/ —COS. 5o dt = / du:/ 2+ 2 du
o 1—sin“t 1—u2 0 l—u 14w

1 V2/2
log|l —u|+ = log|1—|—u|]
2 0

il

1—u 0
1+v2/2 1, 2++2

og —1_\/_/2 5 og2_\/§.

Usamos acima a decomposicao da fraccao 1=, que foi calculada no exemplol

-
E
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11 Apéndice: A Formula do Binémio.

Chama-se binémio a uma expressao da forma (a+b)". A titulo de exemplo apresentam-
se a seguir os desenvolvimentos de alguns binémios:

( 2 = a*+2ab+ b’

( 5 = *+3db+3ab®+ 0

(a+b)* = a*+4a*b+6a*b* +4ab® + b

(a+b)° = da®+5a*b+10a>b* +10a*b* + 5ab* +0°

Os coeficientes nos mondémios a* b"~* dizem-se ndmeros binomiais. A férmula do
binémio de Newton dé o desenvolvimento de um binémio de expoente arbitrario,
identificando os respectivos niimeros binomiais.

Proposicao 1 (Binémio de Newton) Quaisquer que sejam os nimeros a, b € R,

(a+0b)" = Zn: (Z) ak bk

k=0

_ n n n n—1 n n—1 n n
—(O)a —|—(1>a b+ +(n_1)ab +<n)b ,

onde o simbolo (Z) ¢ definido por
ny _ W'—k)' se 0<k<n
k 0 se n <k

O numero binomial (Z) representa o numero de combinagoes a k elementos num
conjunto de n elementos. Estes niimeros satisfazem as seguintes propriedades funda-

mentais:
0-(2)
ARENEY
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Chama-se triangulo de Pascal a seguinte disposicao triangular dos niimeros binomiais

o
RENGD
RORGNCD
ROENENCD
ANO O

onde a n-ésima linha contem a lista dos niimeros binomiais (Z), com k variando de 0
an. A propriedade significa que o triangulo de Pascal ¢ simétrico relativamente
ao eixo vertical. A propriedade diz que cada entrada no triangulo de Pascal
é a soma das duas entradas imediatamente acima. Segundo a propriedade sao
iguais a 1 todos os numeros nas arestas esquerda e direita do triangulo de Pascal.
Estas relagoes permitem um calculo recursivo muito simples, de cima para baixo, das
sucessivas linhas do triangulo de Pascal.
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