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1 Introducao

Neste artigo descreve-se a solucao completa de um jogo solitario de pedes descrito
em [S] por Benjamin L. Schwartz. No seu artigo ” A Solitaire Pebble Game” Ben-
jamin Schwartz diz que tomou conhecimento do jogo através de Martin Gardner, que
por sua vez atribui a sua formulacao original a M. Kontsevich. Tanto quanto pude
aprender de [S], é uma questdo em aberto a caracterizagdo da classe de todos os
padroes iniciais soluveis deste jogo solitario. Traduzindo Benjamin, e assumindo que
o tabuleiro ¢é infinito: ”Uma quantidade de peoes é colocada no tabuleiro segundo
um padrao inicial. H4 apenas uma regra para jogar: um novo peao é colocado numa
casa imediatamente a direita de outro peao existente, que por sua vez se move uma
casa para cima. Ambas as casas a direita e em cima do pedo existente devem estar
vazias para a jogada ser legal. Considere um padrao inicial arbitrario. O objectivo
do jogo é deixar vagas todas as casas ocupadas no padrao original.

Comecemos com algumas defini¢oes formais. Considere T' = Z X 7Z como o modelo
de um tabuleiro de xzadrez infinito. Os elementos (i,7) € T' serdo chamados de casas.
A ordem de uma casa (i,j) € T serd o inteiro i+j € Z. Um conjunto finito nao vazio
A C T serd aqui chamado um padrdo. Ele representa um conjunto de casas ocupadas
pelos pedes. Uma casa (i,j) € T serd dita livre num padrao A se (i,7) € A mas
(i+1,5) ¢ Ae (i,j+1) ¢ A. Note que todas as casas de ordem maxima num
padrao A estao sempre livres em A. As casas livres de um padrao sao aquelas onde
o peao pode ser jogado, de acordo com a regra do jogo: Se (i,7) € uma casa livre de
A entao € uma jogada legal por um novo pedo na casa vazia (i+1,7) e mover o peao
de (i,7) para (i,j+1). Um jogo é uma sequéncia finita de padroes Ay, Ay, ..., A,



tal que para cada k = 1,2,...,n o padrao A; é obtido de Aj_; através de uma
jodada simples de acordo com a regra do jogo. Por outras palavras,

Ap = Apy UL (0 + L 3k), Gk g + 1) 3N (k38 3

onde (ix,jr) é uma casa livre do padrao Aj_; Dizemos que um jogo é ganho se o
padrao final A,, for disjunto do inicial Ag. Um padrao A é dito soluvel se for possivel
ganhar um jogo comecando A, i.e. , se existir um jogo Ag, A1,..., A, comecando
em Ay = A e terminando no padrao A, = B disjunto de A. O padrao final A, = B
serd dito a solugdo de A. Denotaremos por Sol(A) o conjunto, possivelmente vazio,
de todas as solugoes do padrao A.

A figura seguinte mostra um exemplo de um jogo ganho, que também pode ser
representado pela sequéncia de jogadas efectuadas (Jo 3, J2 4, J34, 54, J2 2, J23) .
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Fig. 1 Um jogo ganho.

Partindo do mesmo padrao inicial com dois pedes, nas casas (2,2) e (2,3), ex-
perimente realizar num tabuleiro de xadrez os seguintes jogos alternativos:

(Jas,J22,J33,J34, 24, J23)
(Jas, Joa, Jao, J34, 33, J23)
(JQ 3 J3 3 JQ 2 l]3 4, JQ 4, JQ 3)
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Dois factos ressaiem: Primeiro, estes quatro jogos fazem uso das mesmas jogadas,
embora por ordens diversas. Em segundo lugar, todos eles conduzem ao mesmo
padrao solucao. Na realidade iremos provar que neste jogo solitario a ordem das
jogadas, desde que legais, é arbitraria.

Em [J], Benjamin Schwartz descreve um método elegante para mostrar a insolu-
bilidade de certos padroes iniciais. A ideia consiste em considerar a seguinte funcao
de avaliacao v:T—R, v(i,j) = 2%] , no tabuleiro infinito 7= NxN. B. Schwartz
chama valor de um padrao A a soma dos valores de todas as casas ocupadas por
A, de , v(A) = X, eav(i,j). Ao longo de um jogo o valor do padrao inicial
é preservado. Quer isto dizer que v(A) = v(B) sempre que, jogando, seja possivel
tranformar o padrao A em B. Vamos aqui dizer que v é uma medida invariante pelo
jogo. Na realidade hd muitas outras medidas invariantes pelo jogo. Sendo p: 7T —R
uma fungao cujos coeficientes p(, j) = p; ; satisfacam a seguinte relac@o recursiva

Wi j = Pit1j T [ j+1 (4,7) €T, (1)

a funcdo avaliagdo p(A) = Z(i, iea w(i, 7) serd uma medida invariante pelo jogo.
Conhecidos os coeficientes p, o, um para cada inteiro n € N, a relagao recursiva
permite calcular todos os restantes coeficientes, determinando assim uma medida
invariante pelo jogo. No entanto a medida de Schwartz tem propriedade especial.
Trata-se de uma medida finita, querendo isto dizer que o tabuleiro 7" tem valor total
finito: v(T) = Z(U)GT# = 4. Usando este facto, B. Schwartz argumenta que
nenhum padrao com valor v(A) > 2 pode ser soluvel, pois a sé-lo, o padrao A
juntamente com a sua solucao B teriam um valor total maior ou igual a 4. Portanto
o conjunto finito AU B teria de cobrir todo o tabuleiro infinito 7. Impossivel!

Neste artigo damos um procedimento simples para encontrar jogos minimais ga-
nhos. Quando aplicado o algoritmo a um padrao inicial A, ele corre eternamente se
A nao for soluvel, ou entao para ao fim de um nimero finito de passos (que depende
apenas do ‘tamanho’ de A) se A for soluvel. Neste caso a configuragao final do
procedimento dar-nos-a um padrao solucao e uma estratégia ganhadora para A,
ambos minimais em certo sentido natural. E facil decidir ao fim de um nimero finito
de passos (comparavel ao 'tamanho’ de A) se o procedimento ird parar ou correr
indefinidamente. Estes resultados e algoritmos sao obtidos através da algebrizacao
do jogo. As jogadas serao vistas como translagoes, descritas por vectores, num espaco
vectorial adequado em que os padroes sao representados por pontos. Alguns conhe-
cimentos minimos de Algebra Linear sao necessarios para trabalhar esta ideia.



2 A accao de um jogo

Introduzimos agora um contexto algébrico natural para o jogo solitario em causa.
Denotaremos por R” o espaco linear de todas as funcoes f:T — R, e por R™) o
subespago formado pelas funcoes cgue se anulam fora de algum subconjunto finito de
T . Denotaremos também por ]RSFT e N™) os subconjuntos de R™) formados pelas
fungdes f € RT) tais que f(i,j) = fi; > 0 ou f(i,j) = fi; € N para todas as
casas (i,7) € T'. Os elementos em N() serdo chamados configuragdes. Por exemplo
a fungao caracteristica y4:7 — {0,1} de um padrao A é uma configuracao. Seja
{0i;}i.jyer a base canénica de R

y _J 1 ose(r,s)=(i])
=10 w7
Estas fungoes sao também configuragoes. A funcao J; ;: T —Z
Jij = 0iy1j + 0i j41 — 0ij (2)

serd aqui chamada uma jogada. Denotaremos por J = {J;; : (i,5) € T } o conjunto
de todas as jogadas. Note que uma jogada nao é uma configuragao uma vez que toma o
valor negativo —1. Com esta notagao, se (4,7) é uma casa livre em A entao quando,
de acordo com a regra do jogo, movemos o pedo situado na casa (i,j), obtemos um

novo padrao A’ tal que xa = xa + J;;. Logo, uma sequéncia finita de padroes
Ao, Ay, ..., A, € um jogo se e somente se x4, — X4, , € J paracada i =1,2....,n.
Se Ay = A e A, = B sao respectivamente os padroes inicial e final de um jogo
Ay, A1, ..., A, entdo existe uma configuracdo ¢ € N) chamada a acc¢do do jogo,
tal que

XB=Xa= Y cijJij, (3)

(4,9)€T
onde ¢; ; representa o numero de vezes que a jogada J; ; ¢ usada durante o jogo. O
nimero n = Z(i, fer Cij é chamado o comprimento do jogo. Ele representa o niimero
total de jogadas efectuadas. Re-escrevendo a combinagao linear Z(i, per Cij Ji j na

base candnica 9; ; ,

Z CijJi': Z (Ci—1j+cij—1_cij) 5ij

(6,5)€T (i,5)eT

encontramos as seguintes relacoes recursivas para os coeficientes da acgao:

Cij=Ci-1j+tcij1+a;;—bij, (i,7) €T, (4)
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onde a; ; = xa(i,7) e b; ; = xp(i,7) . Este sistema de equagoes é equivalente a tnica
equacao funcional .

Lema 1 O conjunto de jogadas J ¢€ linearmente independente. E|

Prova. Cada combinagao linear de jogadas J; ; pode ser re-escrita como

0= ajdij= Y (Giaj+cij1—cj) i

(4,7)€T (4,9)€T

logo para cada (7,j) € T obtemos a equagdo ¢;—q j+¢; j—1 —¢; j = 0 e argumentando
por indugao na ordem das casas inferimos que ¢; ; = 0 para todo o (i,5) € T'. O

Cada jogo A = Ay, Ai, ..., A, = B determina uma configuracio ¢ € NI a
acgao do jogo, tal que xp — x4 = Z(m)eT ¢ j Ji j. Da independéncia linear acima
resulta a unicidade de representacao da funcao yg — xa como combinacao linear das
jogadas J; ;. Por outras palavras, os coeficientes ¢; ; dependem de A e de B mas
nao do jogo particular que possamos escolher para transformar A em B.

Proposicao 1 Neste jogo solitario, a ordem das jogadas, desde que legais, € ar-
bitrdaria. O numero de vezes que cada jogada J;; € efectuada € o mesmo em dois
jogos que comecem num certo padrao A e terminem no mesmo pardao B .

A préxima proposicao é fulcral no resto do artigo.

! Na realidade pode-se provar um pouco mais: Para cada medida invariante pelo jogo (c.f.
secgao , define-se o integral de uma funcio f € R(") relativamente a p como sendo fT fdv =
Z(m)eT fij i j. Se um padrao A for jogavel num padrao B entao fT xadp = pu(A) = u(B) =
JrxBdp. Logo [, xB—xadu=0. Cada jogada J; ; satisfaz também [,.J; jdpu = 0. O conjunto
J é precisamente uma base do espaco de todas as funcoes f € R(T) tais que fT fdp =0 paratoda a
medida invariante pelo jogo. Isto mostra que dados padrées A e B, se tem p(A) = u(B) para toda
a medida invariante pelo jogo, se e somente se existe ¢ € R(T) tal que xp — x4 = Z(M)GT cijlij.
H&4 um método simples de verificar se esta condigao ¢ satisfeita. Suponha que as casas em AUB tém
todas as coordenadas entre 0 e n. Entdo, a existir ¢ € R() tal que xp—xa = E(m‘)eT cijJij,0
seu suporte terd de estar contido no rectangulo {0,1,...,n}x{0,1,...,n}. Pondo ¢; ; =0 sempre
que @ < 0 ou j < 0, podemos usar a equagao para determinar recursivamente todos os restantes
coeficientes c¢; ; e assim verificar se o seu suporte estd ou ndo contido no rectangulo referido.



Proposicao 2 Sejam A e B padroes tais que xXp — X4 = Z(m)eT ¢ijJij para
algum ¢ € R com ¢ j >0 para todo (i,5) € T'. Entdo

1. ¢ é uma configuracao, i.e. ¢ tem coeficientes em N .

2. Existe um jogo Ay, Ay, ..., A, de comprimento n = Z(m)eT ¢ j comegando
em Ag=A e terminando em A, = B.

Prova. Usando as equacgoes recursivas podemos ver por inducao que para todo
(i,5) € T, ¢ ; € Z, e como ¢ ; > 0, isto prova o item 1. Provamos 2 por
indugao no comprimento n = Z(m)eT ¢ij. Sen=0entao c =0, A= B enao
ha nada a provar. Assumamos agora que sabemos transformar, jogando, um padrao
noutro, sempre que a diferenca das suas func¢oes caracteristicas seja uma configuragao
de comprimento n — 1. Tomemos dois padroes A e B tais que Z(i’j)eT cijlij =
XB— X4 , Para alguma configuracdo ¢ € N¥) de comprimento n. Seja Ay = {(4,5) €
A : ¢ ;> 1}. Este subconjunto de A é nao vazio uma vez que todos os elementos
com ordem minima em {(¢,5) € T : ¢;; > 1} estdo em Ap. Escolha uma casa
livre (i,j) € Ap no padrao Ay. Vamos ver que a casa (i,7) também é livre em A.
Assuma, por absurdo, que (i+1,j) € A. Como (i+1,7) ¢ Ay segue que ¢;41; =0,
e podemos deduzir a seguinte contradiccao

O=c¢ip1j=cjtcCunj1tam;—bpj>c;j+l—bp;>c¢;>1.

Analogamente, se suposermos que (i,j+1) € A, como (i,7+1) ¢ Ay temos ¢; j41 =
0. Daqui resulta uma contradiccao semelhante

O=cijpr=¢cj+tcCi1jmtaj—bij>¢;+1—=bj>c¢;2>1.

Logo (i,7) é uma casa livrte em A e podemos usar a jogada J;; para transformar
A em outro padrao A’ tal que x4 — xa = J; ;. Apliquemos a hipétese de inducao
aos padroes A e B. Temos xp — xa = Z(k,z)echszkl com ¢, = cx; € N se
(k1) # (i,j) e ¢;; = cij—1 € N. Logo ¢ é uma configuracio de comprimento
n—1 e sabemos como transformar A’ em B pela regra do jogo. Isto prova que existe
um jogo de comprimento n, Ay, Ai,...,A,, comecando em Ay = A passando por
A; = A’ e terminando em A, = B. ad

Dados A, B e c¢ nas condigoes acima, podemos usar a proposicao [2| para recons-
truir um jogo que transforme A em B com acgao c.



Algoritmo de Reconstrugcao do Jogo
Parametros: padrao inicial A; accao c;
Variaveis locais: padrao P; accao w; jogo Jogo;

P=A;
Jogo = {A};
w = ¢

while(w # 0){
Escolha (i,7) livre em P tal que w(i,j) > 1;
Jogue J; ; e actualize P;
Acrescente P no fim da lista Jogo;
Actualize w na casa (i,7): w(i,j) =w(i,j) —1;
}

return Jogo;

Este algoritmo funciona porque a cada passo vale a relacao

XB — Xp = Z wijJij com w;; >0,
(i4)€T

que nos permite aplicar de novo a proposicao [2| para concluir que é possivel jogar P
em B, e portanto, supondo w # 0, que existe uma casa (i,j) livre em P tal que
w(i,j) > 1.

Corolario 3 Dados padroes A e B existe um jogo transformando A em B sse:
(1) emiste existe ¢ € R tal que xp — x4 = Z(m.)eT cijdij,
(2) ¢;j >0 para todo (i,j) € T.

Pela nota de rodapé referénciada no lemma |1, a condi¢do (1) acima é computa-
cionalmente decidivel com um custo proporcional ao 'tamanho’ de A U B. Logo,
dados dois padroes A e B pode-se sempre decidir se € possivel, e como, transformar
Aem B.



3 A MaAquina das Solugoes

Uma aplicagdo 7:T — T da forma 7(i,5) = (i +r,j + s) serd aqui chamada de
translacao. Este jogo é invariante por translacoes no sentido seguinte: se J € J for
uma jogada entao também a sua translacao o sera, i.e. , Jor € J . Para qualquer jogo
Ag, Ay, ..., A, asequéncia de padroes translatados, 771(Ag), 77 (A1), ..., 7 (A,),
¢ ainda um jogo. Se A for um padrao solivel entdao o padrao translatado 771(A)
sera também soluvel.

Assim podemos admitir, efectuando translagoes se necessario, que os padroes ini-
ciais a considerar estdo contidos em N x N C T'.

A seguinte definicao recursiva deve ser encarada como um mecanismo de busca
de solugoes. Tomemos um padrao inicial A C N x N e consideremos, como acima,

o 1 se (i,j)€A
aij:XA(27j>:{O se (Z,j)ﬁéA

Definamos recursivamente a funcao c:7'—N: ¢;; := 0 sempre que 7 <0 ou
J <0,

Ci_lj—i-cij_l—i-l seaijzl
Cij = Ci—1j+cij—1_]- seaij:Oeci_1j+ci]~_121 R (5)
0 seaij:O:ci_1j+cij_1

a custa da qual podemos definir

b — 0 seaijzlou Ciflj"i_cijfl:() (6)
v 1 Seaij:OGCi,1j+Cij,121 ’

A fungao b:T — {0,1} assim obtida é a funcdo caracteristica de um conjunto B,
obviamente disjunto de A:

B:{(Z,j)ET : aij:()eci_lj—l—cij_l Zl}
Facilmente se verifica que

Proposicao 4 Os coeficientes a; j, b;; e ¢;; satisfazem a relagdo recursiva .
Em particular vale a relacao (@ entre as fungoes caracteristicas de A e B .

Relembramos que uma funcao c¢: 7T — N é uma configuracao se tiver suporte
finito, isto ¢é, se anular fora de um conjunto finito de casas. Temos entao o seguinte
critério:



z

Proposicao 5 Se uma das sequintes condigoes equivalentes for satisfeita: (1) ¢ é
uma configuracdo; (2) B € finito; entdo A € solivel, o padrao B ¢é uma solu¢do
B € Sol(A) e existe um jogo ganho comecando em A com acgdo c.

Prova. Pela proposicao anterior xp— x4 = Z(m.)eT ¢ ;j Ji j . Observe por se tem
sempre ¢; ; > 0. Logo pela proposicao [2] existe um jogo transformando A em B.
Como B é disjunto de A, o padrao B é uma solugao de A. O

Podemos ver a definicao recursiva de ¢:T'— N como um procedimento computa-
ctonal que termina quando a partir de uma certa ordem ¢ se anula completamente.
Para algum padrao inicial input A o procedimento tanto pode correr eternamente
(se A nao for solivel) como parar ao fim de alguns passos retornando como output a
accao de um jogo ganho comecando no padrao A. Neste ultimo caso, de acordo com
a proposigao [2| a acgdoc contem toda a informagao para a reconstrugao de:

(i) uma estratégia ganhadora, e
(ii) um padrao solucao para A.

Este procedimento é completo no sentido que apenas deixa de encontrar uma solucao
se o padrao inicial for insoluvel.

Proposicao 6 Seja ¢* a acgao de um jogo ganho comecando em A e ¢:T — N
e b: T —{0,1} as aplicagoes definidas recursivamente em (@ e @ para o padrao
inicial A. Entao ¢ < c*. Em particular ¢ é uma configuracao.

Prova. Provemos que ¢ < ¢*. A prova seguird por indugao na ordem das casas.
Para i+ j < 0 claramente ¢;; = 0 < ¢ ;. Suponhamos (hipdtese de indugao) que
para todas as casas (4,7) de ordem i+ j <n—1 setem ¢;; <cj; e considere uma
casa (i,j) de ordem n. Por hipétese de inducao tem-se ¢; 1 j+c¢;jo1 < ¢y ;+¢f, -
Consideremos os seguintes trés casos:

1° caso: (i,7) € A. Neste caso, como c¢* é a accao de um jogo ganho tem-se
¢iq1;+¢ 4+ 1=¢;. Logo

* * *
Cij=CijtCiat+tl<c;+¢; 1 +1=c;.

2° caso: (i,j) ¢ A e by j=0. Neste caso ¢; 1 +¢jj1=0ec;=0<cf,.
3% caso: b; j = 1. Neste caso

_ k * k
Cij=Cim1jtCi—1<c ;+¢; 1 -1<¢;.
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Logo, em todos os casos temos ¢; ; < ¢j;, 0 que completa a prova por indugao. O

Para padroes soluveis A definimos a seguinte ordem em Sol(A): Dadas duas
soluches B e B’ em Sol(A) considerem-se as suas respectivas accdes ¢ € N(T)
e ¢ € NT) definidas pelas relacoes x5 = xa + E(i’j)eTCij Jij e Xp = Xa+
Z(i’j)eT c jJij. A correspondéncia ¢ — B ¢ injectiva porque J é linearmente
independente. Diremos que B < B’ se e s6 se ¢ < ¢ . Esta é uma relacao de ordem
parcial em Sol(A). Com esta terminologia a proposi¢ao acima afirma que a solugao
retornada pelo procedimento é um minimo absoluto em Sol(A).

padrao inicial accao solucao
O (2K ]
00 110 olefe]e]e
L 12110 ole[ Jo|e
LJ 00210 ole[ Jo[e
hd OO0 olele]e
L) ° T IO IO ole[ Je
° i() °
PEEE |
EEERIE
IEIEE
graalnn insolivel
ole 13210
° 110

Fig. 2 Dois exemplos.
Na figura acima, nos tabuleiros com as ac¢oes (coluna do meio), as casas (i,7) € T'
nao preenchidas correspondem a valores ¢; ; = b; ; = 0. O simbolo * representa algum
valor diferente de zero nao especificado.

4 A Condicao de Paragem
Finalmente, para evitar calculos desnecessarios, é possivel prever em que casos o pro-

cedimento ird parar e quao grande serd a respectiva configuracao ac¢ao. A proposicao
seguinte mostra como alcangar este objectivo.

10



Proposicao 7 Seja A C N x N wum padrao com ordem mdxima n, e ¢: T —N a
funcao definida recursivamente em (@ Entdo ¢ € uma configuracdo sse

CijtcCic1j01 <2 € ¢j+cit1j1<2 paracada (i,j) € A. (7)

A condi¢do acima serd referida como condi¢ao de paragem. Caso ela seja satisfeita a
solugdo minima estd contida no sub tabuleiro quadrado {0,1,... ,n+2}x{0,1,... ,n+

2}

Prova. Seja A C NxN um padrao com ordem maxima n para o qual seja satisfeita
a condicao de paragem . Provaremos por indugao na ordem das casas que

Locjtcrj1<2;
2. ¢ ; <1 sempreque ¢t +7>n+1;
3. c;;=0sei>n+2o0uj>n+2.

Para ¢4 7 < 0 temos ¢;j + ¢i41 -1 = 0 < 2. Suponhamos que a condigao 1 seja
valida sempre que i+ j =n — 1. Entao se i + 7 = n consideremos dois casos: Se
uma das casas (i,j) ou (i+1,j — 1) estiver em A entao a condigao 1 é vélida pela
condicao de paragem. Se nao, isto é se nenhuma das duas casas estiver em A, entao

Cijtciij1 < (cicajtcijor—bij)+(cij+cizijo—biv1j1)
< 2-1D)+02-1)=2.

Provamos que a condigao 1 é valida sempre. Se i+ j >n+1, como a;; =0,
Cij:Ci—1j+Cij—1+aij_bij§2+0_]—:1-

Isto prova 2. Finalmente, para provar 3 fixemos i > n+2 e provemos por indu¢ao em
J que ¢; ; =0. Se j <0 isto é 6bvio. Suponhamos agora que ¢; j_1 =0 com j > 0.
Tem-se entdo i+ j > n+2 e porisso a;; =0. Também se tem (i —1)+j>n+1
e por 2 segue que ¢;—; ; < 1. Logo

0< ¢ = cGajtcj1+ai;—bj
< 14+40+0—-1=0.

Um argumento simétrico mostra que ¢; ; = 0 sempre que j > n+ 2.

Logo o padrao solugdo B = {(i,j) € T : ¢;; = ¢;i1j + ¢ j—1 — 1} estd contido
em C={(i,j) €T :¢i1j+¢cj-1>1}C{0,1,....,n+2} x{0,1,...,n+2}.
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Vejamos agora que falhando a condicao de paragem ¢ nao fica uma con-
figuracdo. Suponhamos que para alguma casa (i,7) € T' ¢;; > 3. Entao

Cij1+ Cip1j— 1
(ciijmtc;—1)+(cj+emja—1)—1
O0+3-1)+(B+0-1)—1=3.

Raciocinando por inducao temos cjim j4m > 3 para todo m > 0. Logo neste
caso ¢ nao é uma configuragado. Suponhamos agora que para alguma casa (i,7) € T
Cij + Ciy1 -1 = 3. Vamos ver que também neste caso ¢ tem um suporte infinito.
Pelo caso anterior podemos supor que tanto ¢; ; como ¢; 41 j—; Sao menores ou iguais
a 2. Assim, numa destas duas casas ¢ = 2 enquanto na outra ¢ > 1. Suponhamos
que ¢; ; = 2 e Ci+1 j—1 2 1. Entao

Cit1 j+1

AVARAVARAYS

Ciylj+1 = Cijy1 T Cip15—1
> (Cicjpr+ej—1)+(cj+eprj1—1)—1
> (0+2-1)+(2+1-1)—-1=2,
e
Civ2j = Cip1j+ Cipaj-1—1
> (cijt+ciprj1— 1)+ (Ciyrj1+cCipaja—1)—1
> 241-D+(14+0-1)—1=1.

Por inducao temos ¢t j4m = 2 and Ciym41 j+m—1 > 1 para cada m > 0 o que
implica que ¢ nao seja uma configuracao. O

No segundo exemplo da Fig. 2 temos c¢y2 = 3 0 que pelas proposicoes [5] [0 e [7]
implica que este padrao com trés peoes seja insoluvel.

Agradecimentos. Aprendi este jogo através de Jorge-Nuno Silva que mais tarde me
deu a referéncia [S]. Depois de varias conversas esclarecedoras fui por ele intimado a
escrever este artigo. Esta ¢ uma traducgao para portugues de uma versao escrita em
inglés ha uns seis anos.
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