








As funções descrevem relações entre variáveis 
que representem grandezas físicas no contexto 
de algum problema real concreto.

CAIXA DE FERRAMENTAS

para modelar o mundo real e em particular 
para resolver problemas de natureza 
científico-tecnológica.

O Cálculo Diferencial e Integral, e em 
particular a Matemática, podem ser 
vistos como uma



PROBLEMA REAL

PROBLEMA MATEMÁTICO

abstração

resolução matemática

RESOLVER UMA EQUAÇÃO
OPTIMIZAR UMA FUNÇÂO REAL
    . . . 
    . . .   

solução
    do
problema
   real



























Propriedades topológicas
do domínio da função Propriedades da função

Noções topológicas
Definição de limites,
continuidade, derivadas
e diferenciabilidade

Domínio conexo
(intervalo)

Teorema do valor 
intermédio de Bolzano

Domínio compacto
(fechado e limitado)

Teorema do Weierstrass 
(Princípio do máximo)

Domínio aberto
Critério para identificar
máximos e mínimos 
como zeros da derivada
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As propriedades anteriores mostram que toda a função 
dada por uma expressão explícita envolvendo as 
operações aritméticas, e as funções exponencial, 
logarítmo, trignométricas e as respectivas
inversas,  é  sempre contínua no seu domínio natural.













































Se o vector v tiver norma 1, f ' (a)  representa o declive 
da recta tangente à intersecção do gráfico de f com o 
plano vertical que passa no ponto (a,f(a))  e é paralelo ao vector  v.













Todas as funçoes obtidas à custa das operações 
aritméticas a partir de funções de classe  C    
são também de classe  C .

As funções exponencial, logarítmo, e as funções
trignométricas,  sin, cos, tg, arctg são todas de 
classe C  no seu domínio natural.

Para todo o numero real p=0  a função potência
f(x):=x =exp(p log(x))   é de classe C 
no interior ]0,+    [  do seu domínio natural.

As funções arcsin e arccos são diferenciáveis
no interior ]-1,1[ do seu domínio natural.











O que significa a diferenciabilidade num ponto ?

Como se determina a aplicação linear L  ?

Como se verifica que  f  é diferenciável no ponto a  ?
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O que significa a diferenciabilidade num ponto ?



Como se determina a aplicação linear L  ?



base canónica







Como se verifica que  f  é diferenciável no ponto a  ?



Domínios de diferenciabilidade das funções
usuais:

Dom (exp)= Dom(sin)=Dom(cos)= R
Dom(log)=]0,+ oo [
Dom(arcsin)=Dom(arccos)=]-1,1[.

Dada uma função de n-variáveis definida
por uma expressão explícita obtida à custa
das operações aritméticas a partir das funções
acima, chama-se Domínio de Diferenciabilidade
dessa expressão ao maior domínio onde todas
as derivadas (parciais) dessa expressão estejam
definidas.

Toda a função dada por uma expressão explícita
e de classe C   e em particular de classe C   
no seu domínio de diferencabilidade.
Em particular todas estas funções são
diferenciáveis em todos os pontos deste domínio.

















































Suponhamos que seja possível resolver o sistema explicitando 
as primeiras k variáveis em função das restantes   n-k

Dizemos que as funções

estão definidas implicitamente por 
se
  

num aberto 





Em geral é impossível resolver explicitamente um sistema
de equações não lineares. 

Mesmo que o sistema determine funções 
definidas implicitamente  não as conseguimos explicitar

Sabendo que um sistema de equações define 
implicitamente uma função num certo domínio aberto 
existem métodos numéricos eficientes 
(estudados em Análise Numérica) para calcular 
os valores da função implícita.

Dum ponto de vista teórico importa:

Saber justificar quando é que um sistema de 
equações define implicitamente uma função 
num domínio aberto 

Saber calcular as derivadas da função implícita 













Esta correcção refere-se  à notação usada na aula teórica
T11 (3-03-2021)  cujos slides foram entretanto corrigidos 
de forma a ficarem consistentes com a notação dos 
Apontamentos da disciplina.

































vectores da base canónica



Para a regra da mão direita estar correcta
os eixos do referêncial  Oxyz têm de ser
representados de acordo com a mesma
convenção. 















Desenvolvimentos de Taylor

Os desenvolvimentos de Taylor duma função f(x)
num ponto ac I  são aproximações de f(x) por
funções polinomiais numa vizinhança desse ponto.

Notação de Landau



Tangências de ordem n>1

























Desenvolvimentos de Taylor de funções
a várias variáveis

polinómio de Taylor de ordem k
       em t=0







Polinómio de Taylor de ordem k 
em x=a

Resto de Taylor de odem
k em x=a



diz-se o polinómio de Taylor de ordem k  no ponto a

diz-se o resto de Taylor de ordem k  no ponto a









Extremos





Todo o extremo local é um ponto 
crítico de f  mas nem todo o ponto 
crítico de f é um extremo local.









Polinómio de Taylor de ordem 2

Se esta expressão for sempre >0,
respectivamente <0, então o ponto a
é um mínimo local, respectivamente
um máximo local













Toda a matriz simétrica nxn  A  é diagonalizável: 
existe uma matriz ortogonal  M  (M⁻¹=M^t)  tal que

onde M é a matriz cujas colunas formam uma base ortonormada 
de vectores próprios de A  e D e uma matriz diagonal cujas entradas
são os valores próprios de A.

forma quadrática diagonal

valores próprios de A

Logo, a menos de compor com uma isometria, qualquer forma 
quadrática pode ser reduzida a uma forma quadrática diagonal 
cujos coeficientes são os valores próprios da matriz original.
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Existência de Extremos Absolutos









Em domínios compactos
Teorema de Weierstrass

Existência de extremos 
absolutos

Em domínios abertos
Teorema de Fermat

Critério (gradiente nulo)
para detectar extremos 
locais

Fórmula de Taylor
Matriz Hessiana

Classificação dos
pontos críticos

















EXTREMOS  CONDICIONADOS 













As figuras seguintes ilustram a relação entre a região 
de condicionamento (cinzento) e o nível da função objectivo
(azul) num extremo condicionado.





























A irregularidade do bordo
resulta da presença de cantos



A condição (a) garante que o conjunto de nível f(x,y,z)=a  determina 
uma superfície contendo  

A condição (b) garante que as superfícies { f(x,y,z)=a } e { g(x,y,z)=b } 
se intersectam transversalmente ao longo do bordo 













normal exterior
ao bordo da 
superfície  S

vector que induz
a orientação no bordo


